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Vorrede  xur  ersten  Auflage. 


In  ähnlicher  Weise  wie  bei  der  Differential -Rechnung-  habe 
ich  bei  der  Bearbeitung  des  vorliegenden,  die  lutegral-Eechnung 
behandelnden  Bandes  die  didaktische  Seite  besonders  berück- 
sichtigt. Ich  bin  deshalb  bei  der  Anordnung  des  Stoffes  zuweilen 
von  dem  gewöhnlichen  Lehrgange  abgewichen ;  so  z.  B.  habe 
ich  zu  Anfang  das  Integral  als  eine  reine  Umkehrung  des  Diffe- 
rentials definirt  und  erst  später  den  Begriff  desselben  erweitert. 

Nach  dieser  höchst  einfachen  und  leicht  fasslichen  Definition 
habe  ich  unmittelbar  die  Methoden  vorgetragen,  die  zur  Be- 
stimmung des  allgemeinen  Integrals  führen.  Die  zahlreichen 
Uebungs- Beispiele,  welche  hierbei  eingeschaltet  sind,  dürften 
um  so  mehr  am  Platze  sein,  weil  es  erfahrungsmässig  feststeht, 
dass  zum  weiteren  Eindringen  in  diesen  subtilen  Theil  der 
Mathematik  grosse  Gewandtheit  in  den  arithmetischen  Opera- 
tionen und  klare  Uebersicht  über  dieselben  durchaus  nothwendig 
ist,  und  dass  dem  Anfänger  an  einem  Beispiele  oft  Manches 
klar  wird,  was  ihm  in  der  allgemeinen  Theorie  nur  halb  ver- 
ständlich geworden  oder  ganz  unverständlich  geblieben  ist. 

Es  liegt  in  der  Natur  des  Menschen,  dass  er  nui'  selten 
eine  allgemeine  Theorie  auf  einmal  erfässt;  in  der  Regel  steigt 
er  von  speciellen  Fällen  zur  allgemeinen  Theorie  hinauf.  Die 
Geschichte  der  Wissenschaft  giebt  hierfür  viele  Belege;  so  z.  B. 
waren  die  Gesetze  des  freien  Falles,  des  Pendels  und  der  Pla- 
neten-Bewegungen schon  lange  bekannt,  als  sie  in  ein  allgemeines 
Gesetz,  das  Gravitatiotis- Gesetz,  zusammengefasst  wurden. 


IV  Vorrede. 

An  die  Behandlung  des  allgemeinen  Integrals  (Seite  1 — 134) 
hätte  ich  die  Behandlung  des  bestimmten  Integrals  und  der 
dahin  gehörigen  Untersuchungen  (Seite  162  —  242)  unmittelbar 
anreihen  können.  Ich  habe  jedoch  das  Capitel  über  die  Qua- 
dratur der  Cui'ven  (Seite  135 — 161)  dazwischen  eingeschaltet, 
theils  um  hieran  die  Bedeutung  der  Integrations- Constanten 
und  die  Ermittelung  des  Werthes  derselben  zu  erläutern; 
besonders  aber,  um  mir  hierdurch  ein  ausgezeichnetes  Mittel  zur 
Behandlung  der  bestimmten  Integrale,  der  Doppel-Integrale  u.  s.w. 
zu  verschaffen.  Diese  Anordnung  dürfte  schon  durch  die  Para- 
graphen 45  —  50  allein  gerechtfertigt  werden.  Die  Differential- 
Gleichungen  sind  nui^  soweit  behandelt,  als.  sie  dem  wissen- 
schaftlichen Techniker  unentbehrlich  sind.  Ich  konnte  mich 
zu  dieser  Einschränkung  um  so  eher  entschliessen ,  weil  ich 
hoffe ,  dass  den  beiden  erschienenen  Bänden  (welche  übrigens 
für  sich  ein  Ganzes  bilden  sollen),  später  noch  zwei  andere 
Bände  über  Differential-  und  Integral -Rechnung  folgen  werden. 

Hannover,  d.  16.  August  1863. 

M.  Stegemann. 


Vorrede  zur  vierten  Auflage. 


Der  ungewöhnlich  starke  Absatz,  welchen  die  Integral- 
Kechnung-  von  Stegemann  gefunden  hat,  ist  ein  Zeichen  dafür, 
dass  die  darin  angewendete  Methode  für  den  Lernenden  durch- 
aus angemessen  ist. 

Daneben  kann  indessen  nicht  geleugnet  werden,  dass  die 
drei  bisherigen  Auflagen  eine  grosse  Zahl  von  Ungenauigkeiten 
und  Druckfehlern  enthielten,  und  dass  ausserdem  manche  Unter- 
suchungen und  Sätze  fehlten,  welche  auch  für  den  Techniker 
unentbehrlich  sind. 

Deshalb  erschien  eine  vollständige  Umarbeitung  und  eine 
durchgreifende  Ergänzung  des  Buches  eiforderlich.  Dies  ist 
nun  in  der  vorliegenden  Auflage  geschehen;  die  zahkeich 
bemerkten  Fehler  sind  verbessert,  viele  Beweise  strenger  gefasst 
und  die  wesentlichsten  Lücken  ausgefüllt  worden.  Trotzdem 
hat  der  Umfang  des  Buches  nur  eine  Erweiterung  von  wenigen 
Bogen  erfahren,  da  es  möglich  war,  viele  Ent Wickelungen  kürzer 
zu  fassen. 

Füi'  die  Abgrenzung  des  Stotfes  waren  dem  Herausgeber 
die  Anforderungen  massgebend,  welche  von  einem  billig  denken- 
den Examinator  bei  der  ersten  Staats -Prüfung  (Bauführer- 
Prüfung)  in  Integral -Rechnung  gestellt  werden  dürften. 

Es  soll  jedoch  ausdrücklich  hervorgehoben  werden,  dass 
das  Buch  auch  für  solche  Leser  geeignet  ist,  welche  an  der 
Universität  Mathematik  studiren. 


YI  Vorrede. 

Im  Ganzen  ist  die  von  Steyemann  gewählte  Anordnung-  und 
Behandlung-  des  Stoffes  so  viel  wie  möglich  beibehalten.  Be- 
sondere Sorgfalt  ist  darauf  verwendet,  das  Buch  duichweg  leicht 
verständlich  zu  fassen,  so  dass  es  bei  voller  Berücksichtigung 
der  wissenschaftlichen  Strenge  doch  für  den  Lernenden,  nicht 
füi'  den  Gelehrten  berechnet  ist. 

Hinzugefügt  ist  auch  eine  Tabelle  der  hergeleiteten  Formeln, 
welche  einerseits  die  Anwendungen  sehr  erleichtert,  andererseits 
aber  ein  erprobtes  Hülfsmittel  bei  Eepetitionen  bietet. 

Hannover,  d.  11.  August  1885. 

L.  Kiepert. 


Vorrede  zur  fünften  Auflage. 


Als  es  im  Kreise  meiner  Fachgenossen  bekannt  wurde,  dass 
ich  eine  neue  Auflage  der  Differential-  und  Integral -Rechnung 
von  Stegemmin  herausgegeben  hätte ,  erhielt  ich  von  hoch- 
geschätzter Seite  den  dringenden  Rath,  doch  lieber  ein  eigenes 
Lehrbuch  zu  schreiben.  Dieser  Aufforderung  bin  ich  dadui'ch 
nachgekommen,  dass  ich  die  kürzlich  erschienene  6*^  Auflage  der 
Differential-Eechnung  und  ebenso  die  hier  vorliegende  5*^  Auflage 
der  Integral -Rechnung  fast  im  vollen  Umfange  neu  ahgefasst 
habe.  Von  dem  Texte  des  Steg e?7icmfi' sehen  Leitfadens  habe  ich 
nur  wenige  Stellen  und  von  den  Aufgaben  nur  eine  kleine  Zahl 
beibehalten;  dagegen  habe  ich  mich  in  einem  Punkte  eng  an 
das  ursprüngliche  Werk  angeschlossen,  nämlich  in  dem  Bestreben, 
die  Darstellung  und  Anordnung  so  zu  wählen,  dass  der  Anfänger 
dem  Lehrgange  ohne  Schwierigkeit  folgen  kann.  Ich  habe  des- 
halb eine  möglichst  elementare  Fassung  gewählt  und  zur  Er- 
läuterung zahlreiche  Uebungs-Beispiele  hinzugefügt.  Die  Reihen- 
folge ist  so  getroffen,  dass  das  Neue  an  Bekanntes  angeknüpft 
wird,  damit  der  Lernende  von  leichten  Aufgaben  allmählich  zu 
schwierigeren  aufsteigt. 

Aus  diesem  Grunde  ist  auch  die  Eintheilung  des  Stoffes  in 
der  AVeise  erfolgt,  dass  in  dem  ersten  Theile  von  der  Integration 
der  gebrochenen  rationalen ,  der  iiiationalen  und  der  trans- 
cendeuten  Functionen  nur  die  einfacheren  Fälle  behandelt  sind, 
und  dass  dann  sogleich  die  Anwendungen  der  Integral-Rechnung 
auf  die  Quadratur  und  Rectification  der  Curven,  auf  die  Kubatur 


VTTT  Vorrede. 

der  Rotationskörper  und  auf  die  Complanation  der  Eotations- 
flächen  folgen.  Wenn  der  Lernende  mügliclist  früh  erkennt, 
welche  Vortheile  die  Integral  -  Rechnung  bei  den  Anwendimgen 
auf  die  Geometrie  bietet,  wird  er  mit  grösserem  Interesse  und 
reiferem  Verständnisse  an  die  ausführliche  Behandlung  der 
Partialbruch-Zerlegung  und  an  die  mühsameren  Methoden,  welche 
hei  der  Integi-ation  irrationaler  und  transcendenter  Functionen 
zu  erfassen  sind,  herantreten.  Dagegen  würde  er  leicht  ermüden, 
wenn  er  die  ganze  Theorie  vor  den  Anwendungen,  welche  ausser- 
dem zur  Einübung  und  Befestigung  der  bis  daliin  erkläi'ten 
Formehl  und  Sätze  dienen,  durcharbeiten  müsste. 

Den  theoretischen  Erörterungen  des  zweiten  Theiles  sind 
gleichfalls  zahlreiche  Aufgaben  aus  der  Geometrie  beigefügt. 
Leider  mussten  die  interessanten  und  äusserst  lehrreichen 
Anwendungen  auf  die  Mechanik  ausgeschlossen  werden,  weil 
sonst  der  Umfang  des  Lehrbuches  über  Gebühr  gewachsen  wäre. 

Obgleich  die  fi'üheren  Auflagen  in  erster  Linie  für  die 
Studirenden  an  den  technischen  Hochschulen  bestinunt  waren, 
hat  das  Buch  doch  auch  bei  den  Lehrern  und  Studirenden  der 
Mathematik  an  den  Universitäten  freundliche  Aufnahme  und 
Verbreitmig  gefunden.  Diesem  höchst  erfi^eulichen  Umstände 
habe  ich  Rechnung  getragen,  indem  ich  die  meisten  Erklärungen 
und  Beweise  noch  strenger  gefasst  und  den  Inhalt  wesenthch 
bereichert  habe.  Freilich  darf  man  in  dieser  Beziehung  bei 
einem  Buche,  mit  dessen  Hülfe  sich  der  Anfänger  vor  allen 
Dingen  tüchtige  Fertigkeit  im  Differentiiren  und  Integrii-en 
aneignen  soll,  nicht  gar  zu  hohe  Anforderungen  stellen. 

Die  Citate  aus  der  Differential-Rechnung  beziehen  sich  auf 
die  6"^^  Auflage,  welche  im  November  1892  erschienen,  zm-  Zeit 
aber  bereits  vergriffen  ist.  In  der  alsbald  folgenden  1^^^  Auflage 
der  Differential -Rechnung  soll  daher  dieselbe  Anordnung  der 
Abschnitte  und  Paragraphen  beibehalten  werden,  damit  die  Citate 
auch  dafür  noch  zutreffende  sind. 

Den  Herren  Lampe,  von  Matigoldt,  Franz  Meyer  ^  Runge 
und  Voss,  die  mü'  auch  bei  der  Umarbeitung  der  Integi^al- 
Rechimng  werthvolle  Rathschläge  ertheilt  haben,  bin  ich  zu 
aufrichtigem  Danke  verpflichtet ;  ganz  besonders  Herrn  Voss  für 


Vorrede.  IX 

die  ausführlichen  Mittheilungen  über  kritische  Stellen  des  Buches. 
Ausserdem  muss  ich  mit  dem  besten  Danke  die  freundliche  Mit- 
wh'kung  des  Herrn  Petzold  beim  Lesen  der  Correctur  hervor- 
heben. 

Die  Verlagsbuchliandlung-  ist  allen  meinen  Wünschen  auf 
das  Bereitwilligste  entgegengekommen,  wofür  ich  auch  an  dieser 
Stelle  meinen  verbindlichsten  Dank  ausspreche. 

Hannover,  d.  23.  April  1894. 

L.  Kiepert. 


Vorrede  zur  sechsten  Auflage. 


Die  vorliegende  sechste  Auflage  unterscheidet  sich  weder 
dem  Umfange  noch  dem  Inhalte  nach  wesentlich  von  der  fünften 
Auflage,  seit  deren  Erscheinen  ein  so  kurzer  Zeitraum  ver- 
strichen ist,  dass  sich  inzwischen  nur  an  wenigen  Stellen  das 
Bedürfniss,  Veränderungen  vorzunehmen,  ergeben  hatte.  Doch 
habe  ich  auch  bei  der  Integral -Rechnung  die  Verbesserungs- 
vorschläge, welche  mir  von  befreundeter  Seite  zugegangen  sind, 
und  für  die  ich  hierdurch  meinen  aufrichtigen  Dank  ausspreche, 
nach  Möglichkeit  berücksichtigt.  Der  mir  mehrfach  ertheilte 
Rath,  die  Differential-Rechnung  und  die  Litegral-Rechnung  nicht 
getrennt  zu  behandeln,  sondern  mit  der  Integral -Rechnung  zu 
beginnen,  sobald  die  ersten  Abschnitte  der  Differential-Rechnung 
erledigt  sind,  konnte  aus  rein  äusserüchen  Gründen  nicht  befolgt 
werden.  Es  bleibt  aber  jedem  Leser  überlassen,  die  Anordnung 
des  Unterrichtsstoffes  in  dem  angedeuteten  Sinne  zu  ändern. 
Davon  mache  ich  auch  in  meinen  eigenen  Vorträgen,  welche 
an  der  hiesigen  technischen  Hochschule  im  October  eines  jeden 
Jahres  ihren  Anfang  nehmen,  Gebrauch,  um  bis  zu  Weihnachten 
diejenigen  Abschnitte  durchzunehmen,  welche  in  den  zu  Neujahr 
einsetzenden  Vorträgen  über  Mechanik  als  bekannt  vorausgesetzt 
werden.  Ich  lasse  deshalb  den  Abschnitten  I  bis  IV,  Vin  bis 
XI  der  Differential  -  Rechnung  unmittelbar  den  ganzen  ersten 
Theil  der  Integral -Rechnung  folgen  und  kehre  erst  dann  wieder 
zui-  Differential -Rechnung  zurück. 


Vorrede.  XI 

Wie  schon  in  der  Vorrede  zur  fünften  Auflage  hervor- 
gehoben wurde,  enthält  der  Leitfaden  in  seiner  jetzigen  Form 
nui'  wenig  von  dem  Sfegemanri'^Qh&ii  Werke,  so  dass  ich  nun- 
mehr selbst  als  Verfasser  in  der  neuen  Auflage  aufgeführt  bin. 

Beim  Lesen  der  Correctur  hat  mich  Herr  Petzold  wieder 
in  freundlicher  Weise  unterstützt  und  dadurch  zu  herzlichem 
Danke  verpflichtet.  Ebenso  danke  ich  der  Verlagsbuchhandlung 
bestens  für  die  liebenswürdige  Bereitwilligkeit,  mit  der  sie  bei 
der  Drucklegung  allen  meinen  Wünschen  entgegengekommen  ist. 

Hannover,  d.  12.  September  1896. 

L.  Kiepert. 


Vorrede  xur  siebenten  Auflage. 


Da  mir  seit  dem  Erscheinen  der  sechsten  Auflage  nur  wenige, 
sich  auf  Aenderungen  beziehende  Wünsche  bekannt  geworden 
sind,  so  unterscheidet  sich  die  vorliegende  siebente  Auflage  von 
der  vorhergehenden  nur  in  einigen  Punkten,  von  denen  ich  den 
Abschnitt  über  Gauss' sehe  Quadratur  hervorheben  möchte.  Ich 
werde  aber  Jedem,  der  mir  für  die  späteren  Auflagen  nützliche 
Verbesserungs -Vorschläge  macht,  dankbar  sein  mid  rechne  dabei 
insbesondere  auf  die  Mitwirkung  der  Herren  Techniker,  die 
in  den  letzten  Jahren  so  viel  über  die  nothwendige  Reform 
des  mathematischen  Unterrichts  geschiieben  haben,  deren  Aus- 
führungen jedoch  wirklich  vericendbare  Vorschläge,  wie  man  es  im 
Einzelnen  besser  machen  kann,  bisher  nicht  enthalten.  Wenn 
ich  auf  das  vorliegende  weitverbreitete  Lehrbuch  Bezug  nehmen 
darf,  so  verlange  ich  bestimmte  Angaben  über  etwaige  Ab- 
schnitte, Lehrsätze  und  Aufgaben,  welche  sich  darin  finden,  für 
den  Techniker  aber  entbehrlich  sind;  ferner  bitte  ich  um  Mit- 
theilung von  Untersuchungen  und  Aufgaben,  welche  in  dem 
Lehrbuche  fehlen.  Auch  Vorschläge  über  Aenderung  des  ganzen 
Lehi'planes  werde  ich  mit  Dank  entgegen  nehmen. 

Ich  hatte  schon  früher  um  derartige  Mittheilungen  gebeten 
und  kann  mit  Genugthuung  feststellen,  dass  mir  von  Seite  der 
mathematischen  Fachgenossen  nützliche  Winke  in  grosser  Zahl 
zugegangen  sind.  Für  die  vorliegende  Auflage  haben  mir  beson- 
ders die  Herren  Rodenbery  in  Hannover  und  Stachel  in  Kiel 
gute  Rathschläffe  ertheilt  und  mich  dadui^ch  zu  bestem  Danke 


Vorrede.  XIII 

verpflichtet.  Von  den  Herren  Technikern  dagegen  habe  ich  bis- 
her nur  einen  einzigen  Verbesserungs -Vorschlag  erhalten,  der 
sich  auf  die  Aufnahme  der  hyperbolischen  Functionen  bezieht. 

Die  Forderung,  der  mathematische  Unterricht  an  der  tech- 
nischen Hochschule  müsse  das,  was  die  Techniker  später  wirklich 
brauchen,  noch  mehr,  als  bisher  geschehen  ist,  berücksichtigen, 
erscheint  mir  durchaus  berechtigt;  dieses  Ziel  wird  aber  nicht 
durch  kränkende  Vorwürfe  erreicht,  sondern  durch  freundschaft- 
liche, gemeinsame  Arbeit.  Die  Kluft,  welche  zwischen  Theorie 
und  Praxis  bestanden  hat,  wird  durch  die  neuerdings  beliebten 
Angriffe  auf  die  Mathematik  noch  vergrössert;  nur  durch  beider- 
seitiges Entgegenkommen  kann  sie  überbrückt  oder  ganz  aus- 
gefüllt werden  zum  Heile  der  Wissenschaft  und  zur  Förderung 
der  technischen  Anwendungen. 

Den  Professoren,  welche  an  den  technischen  Hochschulen 
und  Universitäten  Differential-  und  Integral-Rechnung  vortragen 
und  an  ilire  Zuhörer  die  angehängte  Tabelle  vertheilen  wollen, 
stellt  die  Verlagsbuchhandlung  eine  grössere  Anzahl  von  Separat- 
Abzügen  kostenfrei  zur  Verfügung.  Die  Benutzung  dieser 
Tabellen,  von  denen  ich  jedem  meiner  Zuhörer  ein  Exemplar  zu 
überreichen  pflege,  hat  mir  bei  meinen  Vorträgen  stets  sehr  gute 
Dienste  geleistet;  denn  erstens  brauche  ich  jede  Formel  nur 
einmal  herzuleiten  und  kann  bei  der  späteren  Anwendung  auf 
die  Tabelle  verweisen.  Sodann  gewinnt  der  Lernende  über  das, 
was  er  wissen  soll,  dui'ch  die  Tabelle  einen  besseren  Ueberblick. 
Damit  stelle  ich  jedoch  gewiss  nicht  die  Anforderung,  dass  Jemand 
die  ganze  Tabelle  auswendig  lernen  soll.  Im  Gegentheil  Liegt  der 
Hauptzweck  der  Tabelle  in  der  Absicht,  das  mechanische  Auswendig- 
lernen von  Formeln  möglichst  einzuschränken.  Diejenigen  Formeln, 
welche  einen  wichtigen  Satz  oder  eine  häufig  verwendete  Rech- 
nungsmethode enthalten,  muss  man  sich  natürlich  merken,  aber 
nicht  durch  Auswendiglernen,  sondern  durch  den  wiederholten 
Gebrauch.  Die  übrigen  Formeln  würde  man  doch  selu'  bald 
wieder  vergessen,  auch  wenn  man  sie  noch  so  sorgfältig  aus- 
wendig gelernt  hätte.  Man  kann  auch  um  so  lieber  auf  das 
Auswendiglernen  verzichten,  wenn  man  eine  Tabelle  zur  Hand 
hat,    in   welcher  jede   dieser   Formeln   leicht   aufzufinden   ist. 


XIV  Vorrede, 

Ich  müclite  deshalb  ausdrücklich  hervorheben,  dass  die  Tabelle 
meinem  Lehrbuche  beig-efügt  ist,  nicht  um  den  Lernenden  mit 
vielem  Formelkram  zu  belasten,  sondern  um  eine  Entlastung 
herbeizuführen. 

Herrn  Pefzold  habe  ich  wieder  für  die  freundliche  Unter- 
stützung- beim  Lesen  der  Correctur  und  der  Verlagsbuchhandlung 
für  die  wohlwollende  Berücksichtigung-  meiner  Wünsche  bei 
Ausfühiimg-  des  Druckes  den  verbindlichsten  Dank  abzustatten. 

Hannover,  d.  3.  September  1899. 

L.  Kiepert. 
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Erster  Theil. 

I.  Abschnitt. 

Allgemeine  Begriffe  und  Fundamentalsätze 
der  Integral-Rechnung. 

§  1- 
Begriff  und  geometrische  Deutung  des  Integrals. 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  1  und  2.)*) 

Die  Aufgabe  der  Integralrechnung-  besteht  darin,  dass  eine 
Function  fix)  gesucht  ivird,  deren   Ahleituny 

(1.)  f\x)  =  ^-(.r) 

gegeben  ist. 

Da  das  Differential  einer  Function  f{x)  gleich  ist  ihrer 
Ableitung  ./''(•^')5  mnltiplicirt  mit  dem  Differential  von  x,  da  also 

(2.)  df{x)  ^f'[x)dx  =  (f{^x)dx, 

SO  kann  man  die  gestellte  Aufgabe  auch  so  fassen:  „Fow  einer 
Function  ist  das  Differential  gegehen ,  man  soll  die  Function 
selbst  aufsuchen.''^ 

Die  Operation,  durch  welche  dies  geschieht,  nennt  man  die 
^.^Integration  des  vorliegenden  Differentials'-''  und  die  Wissenschaft, 
welche  von  den  Integrationen  handelt,  nennt  man  ^Jntegral- 
Rechnung'''- .    Das  Operationszeichen  für  das  Integral  von /'(a;) f/.r 

ist  y  (ein  langgezogenes  S),**)  also 


*)  Die  wichtigsten  Formeln  sind  im  Anhange  zu  einer  Tabelle  zu- 
sammengestellt. 

**)  Es  wird  später  gezeigt  werden,  dass  man  jedes  (bestimmte)  Inte- 
gral auch  als  Summe  von  unendlich  vielen,  unendlich  kleinen  Grössen 
auffassen  kann.  Dieser  Auffassung  entspricht  das  Operationszeichen  / 
(erster  Buchstabe  des  Wortes  Summa),  das  von  Leihniz  eingeführt  ist. 

Kiepert,  Integral -Rechnung.  1 


2  §  1.    Begriff  und  geometrisclie  Deutung  des  Integrals. 

(3.)  ff'{x)d'x=fix). 

Beispiele. 

1)  Ist 

fix)  =  x^ , 
so  wird 

f'{x)  =  "dx-,     also    J 'hx^dx  =  x^. 

2)  Ist 

f(x)  =  sina;, 

so  wird 

y'(.^)  =  cosiT,     also   Jcosxdx  =  siiix. 

3)  Ist 

/(a;)  =  arctgrc, 

SO  wird 

f'(z)  = r ;     also      /,— , — .,  =  -dvctgx. 

Aus  der  vorstehenden  Erklärung  folgt,  dass  Integration  tmd 
Differentiation  entgegeyigesetzte  Operationen  sind,  die  sich  gegen- 
seitig auf  liehen.  Setzt  man  nämlich  aus  Gleichung  (2.)  den 
Werth  von  f'{x)dx  in  die  Gleichung  (3.)  ein,  so  erhält  man 

(4.)  fdf\x)=^f{x)- 

und  wenn  man  beide  Seiten  der  Gleichung  (3.)  differentiirt, 

(5.)  djf'{x)dx  =  dfix)  =f'[x)dx. 

Darin  liegt  ein  Mittel,  um  das  durch  die  Integration  sicli 
ergebende  Resultat  zu  prüfen.  Differentiirt  man  nämlich  dieses 
Resultat,  so  muss  man  den  Ausdruck  erhalten,  der  unter  dem 
Integralzeichen  steht. 

Weil  f'{x)dx  nicht  nur  das  Differential  von  fix),  sondern 
auch  das  Differential  von  fix)  +  C  ist ,  wo  C  eine  beliebige 
Constante  bedeutet,  so  wird  ganz  allgemein 

(6.)  fr^^y^  =/(^)  +  ^^ 

Das  Integral  von  f'{x)dx  hat  daher  unendlich  viele  Weithe. 
Dabei  nennt  man  die  Grösse  C  die  ,,Integrations  -  Constcmte'- . 
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Dies  ist  aber  die  einzige  Willkür,  welche  bei  der  Bestimmung- 
des  Integrals  auftritt,  denn  es  gelten  die  folgenden  Sätze: 

Satz  1.  Ist  die  Ableitung  einer  Function  F{x)  für  alle 
Werthe  von  x  zicischen  a  U7id  b  gleich  0,  so  ist  der  Werth  von 
F{x)  i?i  diese?)i  Intervalle  constant. 

Beweis.  Nach  dem  7«y/or'sclien  Lehrsatze  (D.-R.*j,  Formel 
Nr.  49a  der  Tabelle)  ist 

(7.)  F{a  +  h)  =  F{a)  +  hF\a  +  0h), 

wo  &  zwischen  0  und  1  liegt.  Nach  Voraussetzung  ist  F'{x) 
für  alle  Werthe  von  x  zwischen  «und  b  gleich  0,  folglich  wird 

F'{a+  0/0  =  0, 
so  lauge  a  -{-  h  =  X  in  dem  angegebenen  Intervalle  bleibt.     Da 
nun  h  eine  endliche  Grösse  ist,  so  wird 
(8.)  F{a  +  h)  =  F-^a) ,     oder     F{x)^F{a), 

d.  h.  F{x)  behält  den  constanten  Werth  F{a). 

Hieraus  folgt 

Satz  2.  Haben  die  beiden  Functionen  fix)  und  g{x)  in  dem 
betrachieten  Intervalle  dieselbe  Ableitung,  so  unterscheiden  sie 
sich  von  einander  nur  durch  eine  Constante. 

Beweis.     Setzt  man 
(9.)  F{x)  =  g{x)-f{x), 

so  ist  die  Ableitung  von  Fix)  in  dem  Intervalle  beständig  gleich 
Null,  also  ist  Fix)  nach  Satz  1  eine  Constante  C.  Dies  giebt 
(10.)  g{x)  =f{x)  +  C. 

Satz  3.  Sind  die  beiden  Functionen  fix,)  und  gix)  Inte- 
grale derselben  Function  (f{x) ,  so  könneti  sie  sich  nur  durch  eine 
Constante  von  einander  unterscheide?^ 

Beweis.    Nach  der  Erklärung  des  Integrals  muss 

(11.)  f'{^)  =  fpi^)    i^iid  '^^^^    0'{^)  =  y'(^) 

sein,  d.  h.  es  muss 

*)  Die  Citate,  welche  sich  auf  die  achte  Auflage  der  Differential- 
.rechnung  beziehen,  sollen  durch  die  vorgesetzten  Buchstaben:  „D.-E.'" 
hervorgehoben  werden. 

1* 


4  §  1.     BegriiK'  luul  geometrische  Deutung  des  Integrals. 

(12.)  /'{x)  =  g\x) 

sein,  folglicli  ist  nach  dem  vorigen  Satze 

(13.)  <Ax)=f{x)+  C. 

Satz  4.  Zu  Jeder  stetigen  Function  y  =  (f{x),  die  sich  durch 
eine  Curve  geometrisch  darstellen  lüsst,  giebt  es  ein  Integral, 
nährend  es  tncht  zu  jeder  stetigen  Futiction  eine   Ableitung  giebt. 

Beweis.  Es  möge  zunächst  die  Voraussetzmig  gemacht 
werden,  dass  die  Cmven,  so  weit  ihr  Bogen  hier  in  Betracht 
kommt,  oberhalb  der  X-Axe  liegen.  Ist  ^P  ein  solcher  Curven- 
bogen  (Fig.  1)  mit  der  Gleichung 

(14.)  y  =  <f'{^-), 

^'^^-  ^-  so  ist  der  Flächeninhalt  F  der 

Figur  A^APQ  eine  Function 
f{x)  von  .r,  denn  er  ändert  sich 
zugleich  mit  x.     Es  ist  also 

(15.)  F=AiAPQ=f{x). 

und  wenn  man  QQi  mit  Jx, 
QiPi  —  (f[x  +  Jx)  mit  gt  be- 
zeichnet, 

(16.)  A^APiQ^  =f{x  +  Jx)  =  P+  JF, 

folglich  wird 

(17.)  QPPiQi  ^JF=  JJ\x)  =:f{x  +  Jx)  —fix) . 

Legt  man  durch  P  die  Gerade  PE  parallel  zur  X-Axe,  so 
wird  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Curve  von  P  bis  Pi 
steigt, 

(18.)  QPRQi  =ij.Jx<:  Jf{x)  =  Q  PP,  Q, : 

und  legt  man  durch  Pi   die  Geiade   PiS  parallel    zur  X-Axe, 
so  wird 
(19.)  QPPiQ,  =  Jf^x)  <  QSPi  Qi  =  yi  .  Jx. 

Dies  giebt 


(20.) 


oder,  weil  lim  iji  =  g  für  lim  Jx  =  0  wird. 


i 


(21.) 


§  1.     Begriff  und  geometrische  Deutung  des  Integrals. 

dfix) 


y  = 


dx 


oder    (p{x)  =f'{x). 


Fif 


Deshalb  erhält  man 
(22.)  F  —  ff'{x)dx  =f(f{x)dx. 

Dieselben  Schlüsse  gelten 
auch  noch ,  wenn  die  Curve 
vom  Punkte  P  bis  zum  Punkte 
Pi  fällt  (vergl  Fig.  2),  nur 
erhalten  dann  die  Ungleich- 
heitszeichen  die  entgegenge- 
setzte Richtung.  Es  wird  näm- 
lich in  diesem  Falle 

F=A,APQ=f{x), 
AiAP.Qi  =f{x  +  Jx)  =  F-\-  JF, 
QPP.Qi  =  JF=  Jf{x)  =f(x  +  Jx)  —fix) 


jp   n 


Ai 


Q    a, 


oder 

(23.) 

(24.) 


QPMQ,  ^  Jf(x)  ^  QSPiQi , 

y  .  Jx^  Jf(x)  ^  i/i  .  Jx , 
Jfix) 


y^ 


Jx 


^y-i 


also,  da  auch  hier  limyt  =  y  wird  für  \imJx  —  0, 


(25.) 


y  = 


_  c^fi^) 


dx 


oder    (f>{x)  =r.f'{x). 


Das  Resultat  bleibt  sogar 
auch  dann  noch  richtig,  wenn 
die  Curve  zwischen  P  und  P, 
abwechselnd  steigt  und  fällt 
(Fig.  3).  Man  legt  dann  durch 
den  höchsten  Punkt  FL  mit  der 
Ordinate  y'  und  durch  den 
tiefsten  Punkt  T  mit  der  Ordi- 
nate y''  Parallele  GGx  und 
KK^  zu  der  X-Axe.  Dadurch 
■  erhält  man  die  beiden  Rechtecke 


6  §  2.     Einführung  der  Integrationsgrenzen. 

(26.)        QGGiQi  =  y' .  Jx    und     QKIuQx  =  y"  .  J.r, 

und  zwar  wird 

(27.)  y'  .Jx^  QPPi Ol  =  Jf{x)  ^  y"  .  Jx , 

oder 

(28.)  y'^^^y", 

also,  da  liray'  =  lim?/"  =  y  für  \imJx  =  0, 

(29.)  y  =  ^'    Oder     cf{x)=f'ix). 

Man  lindet  daher  in  allen  Fällen 
(30.)  F=  AiAPQ  =/(f  {x)dx  +  0 . 

Bei  dieser  geometrischen  Deutung  des  Integrals  erkennt  man 
auch,  weshalb  zu  dem  Integral  noch  eine  willkürliche  Integra- 
tions-Constante  hinzutreten  muss.  Die  Anfangs -Ordinate  AiA, 
durch  welche  die  ebene  Figur  F  auf  der  einen  Seite  begrenzt 
wirdj  ist  noch  behebig.  Einer  Verschiebung  dieser  Anfangs-Ordi- 
nate entspricht  eine  Veränderung  der  Integrations-Constanten  C. 


Einführung  der  Integrationsgrenzen. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  3  bis  G.) 

Die  unbestimmte  Integrations-Constante  wird  gewöhnlich 
dadurch  ermittelt ,  dass  man  den  Werth  von  x  aufsucht,  für 
Avelchen  das  Integral  in  der  vorgelegten  Aufgabe  vei'schwindet. 

Ist  a  dieser  besondere  Werth  von  x,  so  nennt  man  a  ,^die 
untere  Grenze'-'-  des  Integrals  und  schreibt 

(1.)  F^ff'{x)dx=f{x)  +  C. 

u 

Da  nach  Voraussetzung  das  Integral  für  x  —  a  verschwindet, 
so  findet  man  hieraus 

(2.)  0  =/(a)  +  C,     oder     C  =  --./"(«), 

also 

(3-)  F=/f'{x)dx=f{x)~f[a). 
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Dieses  Verfahren  kommt  auch  bei  der  geometrischen  Deutung 
des  Integrals  in  Betracht.  In  den  Figuren  1 ,  2  und  3  z.  B. 
verschwindet  der  Flächeninhalt  der  ebenen  Figur  ^1^4  PQ,  wenn 
die  Ordinate  QP  mit  der  Anfangs -Ordinate  A^A  zusammenfällt, 
Avenn  also 

a:  =  a  =  OAx . 


In  vielen  Fällen  braucht  man  den  Werth  von  F  nur  für 
einen  bestimmten  Werth  von  .-r,  z.B.  für  x^=h\  man  nennt 
dann  b  ..die  obere  Grenze'-'  und  schreibt 


i4.) 


F=Jf\x)dx=f{b)-f{a). 


F  heisst  in  diesem  Falle  ein  .^hestimmies  Integral'--,  während 
man  f{x)  das  ^^unbestimmte  Integral'"'-  von  f'{x)dx  nennt. 

Um  anzudeuten,  in  welcher  Weise  das  bestimmte  Integral 
aus  dem  unbestimmten  hergeleitet  wird,  schreibt  man 


(5.) 


F=ff'{x)dx  =  [f{x)i=f{b)  ~J\a). 


Satz  1.  Das  bestimmte  Integral  kann  betrachtet  werden  als 
Summe  von  une?idlich  vielen,  unendlich  kleinen  Grössen. 

Beweis.  Der  Flächeninhalt  der  ebenen  Figur  AiABBi 
(Fig.  4)  war 

(6.)  F^Jf'{x)dx=f{b)--f{a), 

a 

wenn  diese  Figur  durch  die  Curve 

y  =f'{^) 

begrenzt  wird.  Andererseits 
kann  man  aber  auch  den  Flächen- 
inhalt dieser  Figur  dadurch  be- 
rechnen, dass  man  sie  durch 
Parallele  zur  F-Axe  in  n  Streifen 
zerlegt,  die  alle  verschwindend 
klein  werden,  wenn  n  in's  Un- 
begrenzte wächst.  Ist  nun 
QPPxQx  einer  der  Streifen,  und  zieht  man  durch  P  eine  Parallele 
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PR  zur  X-Axe,  so  wird  dieser  Streifen  zerlegt  in  ein  E echteck 
QPEQi  mit  dem  F'lächeninhalte  y .  Jx  und  in  das  Dreieck 
PRFt,  wobei  mit  Jx  die  Breite  des  Streifens  bezeichnet  ist. 
Die  Summe  der  Rechtecke  QPEQi  ist  daher 

(7.)       F'  =  11  ij.Jx  =  "E  (p{x).Jx  =  'Ef\x).Jx. 


a-=fl 


Wächst  n  in's  Unbegrenzte ,  so  wird  Jx  verschwindend 
Idein,  imd  man  erhält 

(8.)  lim  F'  =  limS/X^)  -^x^F, 

weil  die  Dreiecke  PRPx  verschwindend  kleine  Grössen  höherer 
Ordnung  werden,  die  neben  den  verschwindend  kleinen  Grössen 
erster  Ordnung  vernachlässigt  werden  dürfen. 

Von  der  Richtigkeit  dieses  Resultates  kann  man  sich  auch 
auf  folgende  Weise  überzeugen. 

Der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  PRPx  (Fig.  4)  ist  kleiner 
als  der  Flächeninhalt  eines  Rechtecks  mit  der  Grundlinie  PR  —  ^ix 
und  der  Höhe  RPx  =  h,,.  also 

l\PRPx<ch^.Jx. 

Dieselbe  Ungleichung  gilt  für  die  sämmtlichen  Dreiecke, 
w^elche  in  Figur  4  von  den  Streifen  abgeschnitten  sind.  Be- 
zeichnet man  also  die  Summe  dieser  Dreiecke  mit  2  Pi2P]  und 
die  grösste  unter  den  Höhen  h^  mit  ä,  so  wird 
2 PRPx  <Ehj,.Jx<hEjx, 
oder,  da  2^a:,  d.  h.  die  Sunmie  aller  Grundlinien  gleich  AxBx 
ist, 

2  PRPx  <  h  .AxBx  =  h(b  —  a) . 

Nach  Voraussetzung  ist  die  Function /'(a:)  füi-  die  betrach- 
teten Werthe  von  x  stetig ,  deshalb  werden  die  Grössen  A^ . 
also  auch  h  mit  Jx  zugleich  verschwindend  klein ,  folglich  auch 
EPRPx. 

In  Figur  4  steigt  die  Curve  von  A  bis  B.  Das  Rechteck 
QPRQi  ist  deshalb  um  das  Dreieck  PRPx  kleiner  als  der 
Streifen  QPPxQx.    Dasselbe  gilt  für  alle  anderen  Streifen,  in 
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welche   die  Figur  zerleg-t  ist.     Füllt  dagegen  die  Ciirve  von  A 
bis  B  (vergl.  Fig.  5),    so   sind  die  Rechtecke    um   die  kleinen 


Fig.  5. 


Fig.  e. 


r 


Dreiecke  grösser  als  die  Streifen  der  Figur.  Es  können  auch 
(wie  in  Figur  6)  die  Rechtecke  theilweise  grösser  und  theilweise 
/kleiner  als  die  Streifen  sein.  Die  in  Gleichung  (8.)  ausgesprochene 
Schlussfolgerung  bleibt  aber  auch  dann  noch  richtig,  weil  die 
Summe  der  vernachlässigten  oder  hinzugefügten  Dreiecke  zu- 
gleich mit  Jz  verschwindend  klein  wird. 

Statt  lim  2  schreibt  man  aS'  und  fügt  die  Grenzen  der 
Summation ,  nämlich  a  und  lim  {b  —  Jx)  =  b  unten  und  oben 
dem  Summenzeichen  S,  aus  welchem  das  Zeichen  /  entstanden 
ist,  hinzu.     Dadm-ch  erhält  die  Gleichung  (8.)  die  Form 

6  h 

(8  a.)  F =fydx  =Jf'{x)dx  =f{b)  -f(a) , 

a  a 

welche  mit  Gleichung  (6.)  übereinstimmt. 


Bisher  war  die  Voraussetzung  festgehalten  worden,  dass 
der  betrachtete  Curvenbogen  oberhalb  der  X-Axe  liegt,  d.  h.  es 
sollte  y  =  (f{x)  ^  0  sein  für  alle  in  Betracht  kommenden  Werthe 
von  X.  Die  vorstehenden  Schlüsse  gelten  aber  in  gleicher  Weise 
auch  dann  noch,  wenn  der  Bogen  AB  unterhalb  der  X-Axe 
liegt,  wenn  also  y  =  (f{x)^0  ist  für  die  betrachteten  Werthe 
von  X.     In  diesem  Falle  hat  aber  selbstverständlich 

^(x) .  Jx  =f'(x) .  Jx    und  deshalb  auch    '^/'{x) .  Jx 
einen  negative7i  Werth. 
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Es  ist  auch  nicht  nothwendig,  dass  b>a  ist;   setzt  man 
nänihch  für  Jx  negative  Werthe  ein,  so  muss  b<a  werden. 

Bemerkung.^) 

Die   vorstehenden    Untersuchungen    gingen    ^-on    der   Voraussetzung 
aus,    dass  die  Function  f{x),    deren   Ableitung /'(a;)  =  f/'(x)  gegeben  ist,     I 
existirt ,    oder  dass   sich  wenigstens  die  stetige  Function  y  =  7  (ar)  durch    | 
eine    Curve    geometrisch    darstellen   lässt.     Man    kann    aber    die    Unter- 
suchung auch  unahhiinyiy  von  der  geometi'ischen  Darstellung  durchführen. 

Um  zu  beweisen ,  dass  es  immer  eine  eindeuticfc ,  stetige  Function 
J\x)  giebt,  deren  Ableitung  _/''(x)  einer  gegebenen  stetigen  Function  (f(x) 
gleich,  ist ,  wobei  f{x)  noch  für  x  =  a  einen  beliebigen  Werth  /(a)  an- 
nehmen darf,  beachte  man  die  nach  dem  Taylor^schen  Satze  für  jede 
stetige  Function  geltende  Gleichvmg  (D.-R.,  Formel  Nr.  49a  der  Tabelle)  ] 
(9.)  fix  +  h)  -  fix)  =  h.f\x-{-  0h).  ! 

Da  nun  in  dem  vorliegenden  Falle  f'{x)  =  ff^x)   sein  soll ,  so  würde    ' 
die  Gleichung  (9.) ,    nachdem  man  die  Existenz  der  Function  f{x)  nach-    i 
gewiesen  hat,  übergehen  in 
{9a.)  fix  +  h)  -fix)  =  h  .  <f(x  +  0/0. 

Theilt   man    das    Intervall  von  (i  bis  h   in  n   gleiche  oder  ungleiche 
Theile  und  nennt  die  TheUwerthe 

a,  x\,  x-2,  . . .  xn—i,  b, 
so  würde  man  aus  Gleichung  (9a.)  das  folgende  System  von  Gleichungen     I 
erhalten  | 

/(•^i)  — /(«)  =  (^1  —  «>/'['«  +  ©li-^i  —  «)] , 

fiXo)  —f{xi)  =  («2  —  Xi)'f[xi  -}-  02(2:2  —  Xi)]  ,  ' 

f(x3)  —  f(^%)  =  f^3  —  ^2)'P[^2  4-  03'' -^3  —  Xi)]  ,  I 


(lO.J 


fiP)  — fixn—l)  =  (&  —  Xn—l)'f{xn—l  +  0n(6  —  Xn-l)]  . 

Dem  entsprechend  möge  jetzt  die  Grösse  f{b)   dm-ch  die  Gleichung 

(11.)  f(b)  -f{a)  =  (x,  -  a)(p[a+  0i(xi  -  a)]  +  (xo  -  xO'fi^r  +  Ö2'^2  -  •?,;] 

+  (a-3  —  X2)'f[x2  4-  03(^3  —  ^2^]  4 

-{-  {b  —  Xn—t)'f'[xu—l  +  Sn(b  —  Xn-l)], 

oder 

( IIa.)  f(b)  —  f{a)  =  2  (^«  —  Xa-l)'f[xu—l  +  0«  (xa  —  Xa-l)] 

a=l 

erklärt  werden,  wobei  xq  =  «,  xn  =  b  sein  möge,  und  Avobei  die  Grössen 
©1,  00,...  0)1  sämmtlich  zwischen  0  und  +  1  liegen,  im  Uebrigen  aber 
noch  unbestimmt  sind. 


*)  Der  Anfänger  darf  diese  Bemerkung ,    wenn   ihr  Inhalt  für  ihn 
schwer  verständlich  sein  sollte,  übergehen. 
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Bezeichnet  man  jetzt  mit  Gu  den  grössten  und  mit  Ka  den  kleinsten 
Werth,  welchen  <f{x)  erhält,  wenn  x  das  Intervall  von  xa—i  bis  xa 
durchläuft,  so  ist 

(12.)  Ka  Sv[^a-l    +  0«  (^«  -  ara-l)]  ^  Ga. 

Da  nun  aber  <f){x)  nach  Voraussetzung  eine  stetige  Function  ist, 
so  wird 

(13.)  ■  Ga  —  Ka  =  <^a 

behebig  klein,   wenn  mau   nur  n  hinreichend  gTOSS  macht.     Wählt  mau 
■  unter  den  Diiferenzen  J"],  äy, .  . .  J«  die  grösste  aus  und  bezeichnet  sie  mit 
cT,  so  wird 

{Xa  — Xa-\){Ga  —  Ka)  ^  {xa  —  Xa- 1)  J  . 

oder 

(14.)  {xa  —  Xa-\)  Ga  ^  (Xa  —  Xa-i)  {Ka  +  <^) 

und 

a^n  a=n 

(15.)  2  (xa  —  Xa-l)  Ga^^  (Xa  —  Xa-i)  Ka  +  (&  —  (l)^. 

a=zl  of=l 

Deshalb  wird  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (IIa.)  und  ünglei- 
chtuig  (12.) 

a=n  a^ii 

(16.)  2  (^u  —  Xa-l)Ka  "^/{b)  — /(a)  "^^{Xa  —  Xa—l)  Gu, 

a=l  a=l 

oder,  wenn  man  der  Kürze  wegen  2  (^«  —  xa-i)Ka  mit  S  bezeichnet 
und  die  Ungleichung  (15.)  beachtet, 

(17.)  S  S/(i)  — /(«)  S  Ä  +  (&  —  o)<^- 

Da  aber  b  —  a  eine  endliche  Grösse  ist,  und  ö  beliebig  klein  wird 
für  hinreichend  grosse  Werthe  von  n,  so  nähert  sich  f{b)  —  f{n)  dem 
Gi-enzwerthe 

a=-n 

lim  S  =  lim  2  (^ß  —  a;«-i )  A'«, 

Diese  Summe  hat  auch,  weil  f/i(x)  in  dem  Intervall  von  a  bis  b  stetig 
ist,  einen  endlichen  Werth.  Bezeichnet  man  nämlich  mit  G  die  grösste 
unter  den  Grössen  Cr,,  Go, . .  ■  Gn  und  mit  K  die  kleinste  unter  den 
Grössen  Ä'i ,  K^, .  ■ .  Kn,  so  wird 

2  (^ß  —  Xa—l)  Ka  >  2  (^a  —  Xa—l)  K  =  (b  —  a)  K, 

2  (^o  —  Xa-l)  (?a  <2  (^«  —  a;a-i)  G  ^  (b  —  a)  G. 

Die  Ungleichung  (16.)  wird  also  noch  verstärkt,  indem  man  schreibt 
(18.)  (b  -t,  a)  K  <f(b)  — /(o)  <(.b  —  a)  G. 

Da  (&  —  a)K  und  (6  —  a)G  endliche  Grössen  sind,  so  ist  auch 
f{b)  —  f[a)  eine  endliche  Grösse. 

In  gleicherweise  wie  die  Ungleichungen  (16.)  und  (17.)  kann  man 
auch  die  Ungleichungen 

(1^.)      2  (^ß  —  Xa-l)  Ka  ^  2  l-^ß  —  Xa—l)'f'{Xu-l)  ^  2  (^ß  —  Xa—l)  Ga 

vmd 
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i 

'20.)  ^^'^(xa  —  .ta-l)<p{Xa-l)%S-\-(h  —  a)ü 

ableiten  und  dai'aus  schliessen,  dass 

a=n  ' 

(21.)  f(b)  —  f{a  =  lim  2  (^«  —  xa-i)(f{xa-\)  \ 

a=l  ; 

i«t.  Vertauscht  mau  noch  der  Kürze  wegen  xa  mit  x  und  die  verschwin-  i 
dend  kleine  Differenz  xc<  —  xa-i  mit  dx^  bezeichnet  man  ferner  die  Summe  | 
von  unendlich  vielen,  unendlich  kleinen  Grössen  nicht  mehr  mit  lim-i'  , 
sondern  mit /,  so  geht  die  Gleichung  (21.)  über  in  i 

h 
(22.)  /(?;)  -f{a)  =/<f{x)dx, 

a 

wobei  die  beiden  Grenzen  u  und  h  bei  dem  Summenzeichen  /  angeben, 
dass  x  alle  Werthe  von  a  bis  h  durchlaufen  soll.  i 

Bisher  war  h    unveränderlich    gedacht,    man  darf  aber  für-   h   auch 

die  Veränderliche  x  setzen  und  erhält  dadurch 

I 

(23.)  fix)-f{a)==/cp{x)dx.  ' 

a 

Um  nun  noch   zu  zeigen,    dass   die  Ableitung  von  f{x)  mit  <f>(x)    ■ 
übereinstimmt,  beachte  man  Gleichung  (IIa.),  nach  welcher  man 

'24.^  f{xn)  — /(«)  =  2  (^a  —  Xu-i.)<p[xa-l  +  @a(xa  —  Xa-l)] 

a=l 

erhält.     Ebenso  ist 

a=n— 1 

(25.)     f{Xn-l)  —  f{a)  =  ^{xa  —  Xa—l)<f>[xa-l  +  0a{x;a  —  Xa-l)], 
a=l 

folglicli  wrd 

•26.)  f(.Xn)  — f{xn~l)  =  {xn  —  iC«_i)(/)[a;n— 1  +  On{xn  —  Xn^l)]  , 

oder 

27.)  -^ — — ==  <f[xn-i  +  &n{Xn  —  X»-  ij] 

Xn  —  Xn—l 

und  füi'  lima:«  ==  limxn-i  =  x 

(28.)  f'{x)  =  rf,{x). 

Aus  den  Gleichung-en 
Jf\x)dx  =f{b)  ~f{d)   und  Jf{:r)dx  =f{a)  -f{b) 

a  h 

folgt 

k  " 

(29.)  Jf'{x)dx  =  -^Jf'(x)dx , 

a  h 

oder  in  Worten: 
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Satz  2.  Man  darf  die  obere  und  die  untere  Grenze  einen 
bestimmten  Integrals  mit  einander  vertauschen,  tüe7in  man  gleich- 
zeitig das    Vorzeichen  des  Integrals  umkehrt. 

Hierbei  ist  in  dem  einen  Integral  die  untere  Grenze  grösser 
als  die  obere  und  in  Folge  dessen  dx  negativ. 

Aus  den  Gleichungen 

Jf'{x)dx  =f{c)  -f{a)     und   j!f'{x)dx  =^f{b)  -/(c) 


folgt 

(30.) 


ff\x)dx  =fnx)dx  +ff\x)dx, 


oder  in  Worten: 

Satz  3.  Man  kann  ein  bestimmtes  Integral  in  zwei  andere 
zerlegen,  indem  man  zvAschen  den  Grenzen  a  und  b  eine  belie- 
bige Grösse -c  einschaltet  und  das  erste  Integral  zicischen  den 
Grenzen  a  und  c ,  das  zweite  Integral  zwischen  den  Grenzen  c 
und  b  berechnet. 

Am  anschaulichsten  wird  der  Sinn  des  Satzes  durch  die 
geometrische  Deutung  des  bestimmten  Integrals.    Ist  nämlich 

y  =  (f{x)  =f'{x) 
die  Gleichung  einer  Curve,  so  wird 


F=fydx  =Jf'{x)dx 

n  a 

der  Flächeninhalt  der  ebenen 
Figur  AiABBi .  Liegt  nun 
c  zwischen  a  und  b,  so  wird 
die  Figur  durch  die  Gerade 
CiÜ,  welche  im  Abstände  c 
parallel  zur  Y-Axe  gezogen 
ist  (vergl.  Fig.  7),  in  zwei 
Theile  zerlegt,  nämlich  in 


Fig.  7. 


OA, 


0C\  =  c,     OBi  =  b. 
A.ACCi  ={f'(x)dx     und     C\CBBi  =ff'{x)dx. 
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Fig.  8. 


Der  Satz  bleibt  aber  auch  dann  noch  richtig,  wenn  c  nicht 

zwischen  a  und  b  liegt.  Es 
sei  zunächst  (vergl.  Fig.  8) 
a  <.  b  <  c,  so  ist  unter  Bei- 
behaltung der  bisherigen  Be- 
zeichnungen 


A^ÄCC,  =ff\x)dx, 

a 
r 

B,BCC\  =ff'{x)dx, 


(JAy  ==  a,   OB^  =  h,   OC'i  =  (• 


-A' 


also 


A.ABB,  =  A,ACC\  —  B,BCC\  =Jjf"(x)dx~Jf'{x)dx, 

u  h 

oder  nach  Satz  2 

h  c  h 

A.ABB,  ^Jf'{x)dx  =J'f'{x)dx  +/f'{x)dx. 

a  a  c 

Fig-  9-  Ist  endlich  (vergl.  Fig.  9) 

c  <:  a  <.  b,  so  ist  unter  Bei- 
behaltung der  bisherigen  Be- 
zeichnungen 

h 
CiCBBi  =/f'{x)dx, 


A 


B, 


X 


0(\  =  c,   OAi  =  (',   OBi  =  b. 


CCAAi  =/f\x)dx, 


also 


A.ABB,  =  C\CBB,        CCAA,  =Jf'(x)dx—/f'{x)dx, 

c  c 

oder  mit  Eücksicht  auf  Satz  2 

Ij  c  h 

j'f\x)dx  =ff'{x)dx  ■^ff'{x)dx. 


Der  Satz  lässt  sich  noch  in  der  Weise  verallgenieinern,  dass 
man  zwischen  den  Grenzen  a  und  b  nicht  eine^  sondern  beliebig 
viele  Grenzen  einschaltet.     Dadiu-ch  erhält  man  z.  B. 


Fiar.  10. 
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(31.)  ff'{x)dx  =/nx)dx  +ff'{x)dx  +ff'{x)dx  +ff\x)dx, 

a  a  c  d  e 

wobei  c,  d  und  e  ganz  beliebige  Zahlen  sind. 

Voraussetzung  ist  dabei ,  dass  die  einzelnen  bestimmten 
Integrale,  welche  in  Gleichung  (31.)  auftreten,  eindeutig  und 
endlich  sind. 

Bei  der  geometrischen  Deutung  des  bestimmten  Integrals 
war  bisher  vorausgesetzt  worden,  dass  der  Bogen  AB  der  Curve, 
welche  der  Gleichung  tj  =f'{x)  entspricht ,  entweder  seiner 
ganzen  Länge  nach 
oherhülh,  oder  seiner 
ganzen  Länge  nach 
unterhalb  derX-Axe 
liegt.  Jetzt  kann 
man  aber  die  geo- 
metrische Deutung 
auch  auf  den  Fall 
übertragen,  wo  der 

Bogen  AB  theihveise  über  ^  theilweise  unter  der  X-Axe  liegt. 
Schneidet  der  Bogen  die  X-Axe  z.  B.  in  den  Punkten  C  und  J) 
(Fig.  10),  und  setzt  man 

OA,  =  ö,  OC=c,   OD  =  d,  OBi  =  b, 

so  wird 

c  d  h 

(32.)  Jf'{r:)dx  =/f'{x)dx  +ff'{x)dx  +ff'{x)dx , 

a  a  cd 

wobei  für  die  einzelnen  Integrale  auf  der  rechten  Seite  dieser 
Gleichung  die  frühere  Voraussetzung  gilt,  so  dass  man  für  das 
erste  und  dritte  Integral  einen  positicen  Werth,  für  das  zweite 
Integral  dagegen  einen  negativen,  Werth  erhält. 

So  lange  in  dem  unbestimmten  Integral 
ff'{x)dx  =f{x)  -f  C 
die  Integrations - Constante  einen  beliebigen  Werth  hat,   nennt 


Bt 
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man  das  Integral  ein  ..allgemeines  Integral'".  Wenn  dagegen  der 
Werth  der  IntegTations -  Constanten  bestimmt  ist,  so  heisst  das 
Integi'al  ein  ,.,particuläres  IntegraP^. 

§  3. 

Einige  Hülfssätze  für  die  Ausführung  der  Integration. 

(Vergl.  die  Pormel- Tabelle  Nr.  7  und  s.) 
Satz  1.     Ist   die  Differential-  Function    unter    dem  I>itegral- 
zeichen   mit   einem   constanten  Factor   multiplicirt ,   so  darf  man 
diesen   constanten  Factor   vor   das   Integralzeichen  setzen,    d.  h. 
es  ist 

fAf'{x)dx  =  Aff'{x)dx  .  • 

Beweis.     Es  ist 

(1.)  Jf'(x)dx^d[Af{x)-^C], 

hieraus  folgt 

(2.)  .UfX^Yx  =  Afi^x)  +  C. 

Ferner  ist 
(3.)  Jf\x)dx=f{x)-VC% 

also 
(4.)  Ajf'{x)dx  =  Af{x)  +  A.C. 

Da  nun  die  Werthe  der  Integrations  -  Constanten  ganz 
beliebig  sind,  so  darf  man  A  .  C  =^  C  setzen  und  erhält  dem- 
nach aus  den  Gleichungen  (2.)  und  (4.) 

(5.)  .fAf\^)  dx  =  Aff'{x)dx . 

Satz  2.  Das  Integral  einer  Summe  von  Diff'erential- 
Functionen  ist  gleich  der  Summe  der  hitegrale  dieser  einzelnen 
Differential -Functionen;  es  ist  also 

f\f'{x)dx  +  g'{x)dx\  -ff'{x)dx  +fg'{x)dx. 

Beweis.     Weil 

(6.)  f'{x)dx  +  g'{x)dx  =  d[f{a^  +  g{x)  +  C] , 

so  ist 

(7.)  f[f'{x)dx  +  g\x)d.r]  =f{x)  +  g{x)  +  C. 
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Ferner  ist 
(8.)  ff'{x)dx=f{x)  +  C,, 

(9.)  fg\x)clx  =  g{x)-^C,. 

Durch  Addition  der  Gleichungen  (8.)  und  (9.)  erhält  man 

(10.)      ff'{x)dx  +fg'{x)clx  =f{x)  +  g{x)  +  C\  +  C, . 

Die  Integrations-Constanten  C,  C'i ,  Co  haben  auch  hier  ganz 
heliehige  JVerthe,  SO  dass  man  C\  +  Co  =  Q  setzen  darf.  Man 
erhält  demnach  aus  den  Gleichungen  (7.)  und  (10.) 

(11.)  /[f'ix)dx  +  g'{x)dx]  =/[fix)  +  g\a^]dx 

=Jf'Xx)dx  -\-fg'{x)dx. 
Dieser  Satz  lässt  sich  unmittelbar  erweitern  auf  Simimen  von 
beliebig  vielen  Gliedern,  so  dass  man  erhält 

(12.)  J\f'{x)  +  g'ix)  +  h\x)  4-  .  .  -Ylx 

—Jf\x)dx  +fg'{x)dx  ^j'h'{x)dx  +  •  •  • ; 

sodann  lässt  er  sich  auch  übertragen  auf  das  Integral  einer 
Differenz,  so  dass  man  erhält 

(13.)  J{f\x)^g'{x)\dx  =ff'{x)dx-fg'{x)dx. 

§  4. 

Unmittelbare  Integration  einiger  Functionen. 

(Vergi.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  9—18.) 

Aus  der  Erklärung  des  Integrals,  nämlich  aus  der  Formel 

(1.)  ff'{x)dxr=f{x)+C 

ergiebt  sich  ganz  von  selbst,  wie  man  eine  grosse  Anzahl  von 
Differential -Functionen  integriren  kann.  Denn,  nimmt  man  die 
Fimction  f{x)  beliebig  an  und  bildet  f'{x),  so  erhält  man  durch 
Einsetzen  in  Gleichung  (1.)  sofort  ß^'{x)dx. 

Indem  man  für  f{x)  besonders  oft  vorkommende  Functionen 
einsetzt,  findet  man  ohne  Weiteres  die  folgenden  Formeln: 

(2.)  jx^^dx  = 


+  c. 
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Hierbei  darf  m  jeden  beliebigen  jjositiven  oder  negatioen, 
(janzzahligen  oder  f/ebrochenen  Werth  haben.  Eine  schembare 
Ausnahme  büdet  nur  der  Werth  m  =  —  1 ,  von  welchem  nach- 
her noch  ausführlich  die  Rede  sein  wird. 

Besonders  hervorgehoben  sei  noch  der  Fall  m  =  0,  nämlich 

(2  a.)  fdx  =  X  -\-  C, 

ein   Resultat,    das   sich   auch    aus    Formel   Xr.  1    der  Tabelle 
ergiebt. 

Mit  Hülfe  von  Gleichung  (2.)  ist  jetzt  die  Integration  jeder 
ganzen  rationale7i  Function  ausführbar,  denn  nach  den  Sätzen 
des  vorhergehenden  Paragraphen  wird 

f{ax"  +  ai.r«-i  +  ofa^-""^-  +  •  •  •  +  Un-xX  -f-  an)dx 
=  afx^dx  -\-  ajx"~'^dx  +  a2jx'^--dx  +  •  •  •  -f  at^^xjxdx  +  Un/dx 

=  a  — — -  +  «1  — 
w  +  1  n 


(3.) 
(3a.) 

(4.) 

Diese  Formel  büdet  die  scheinbare  Ausnahme  von  Gleichung 
(2.),  aus  der  man"  für  w^  =  —  1  l 

oder 

(6.)  ß  =  \  +  C=^  +  C  , 

erhält.  Das  Integral  selbst  braucht  deshalb  aber  nicht  unend- 
lich gross  zu  werden,  weil  man  die  Integrations-Constante  gleich 
—  oo  setzen  kann.  Dadurch  bringt  man  das  Integral  auf  die 
unbestimmte  Form  oo  —  oo ,  zu  deren  Ermittelung  mau  in 
Gleichung  (2.) 


«2— +    •  •   •    +    «H- 

n  — 1 

1  '       +  ClnX  +  C. 

la'^dx  =  —  -\-C. 
J                 1« 

je^^dx  =e^  +  C. 

fi    -=!-  +  (?. 
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^    ^  m-\-l 

setzen  kann.    Dadurch  erhält  man 

Für  lim  »^  =  —  1  wird 

,.     rc'»+*  —  1       0 
(9-)  1™ -— —  =  -  , 

und  wenn  man  Zähler  und  Nenuei-  einzeln  nach  m  diiferentiirt 
(vergl.  D.-R.  §  58), 

,      ,  ,.     a;'»+i— 1       ,.     x^'+^lz 

(10.)  lun ^^-— -=hm =\x, 

^      ^  m  +  1  1 

also  in  Uebereinstimmung-  mit  Gleichung-  (4.) 


,  fdx      , 

(11.)  J-^lx 


+  C\ 


(12.)  Icosxdx  =  sina;  +  C. 

(13.)  Isinxdx  =  —  cos.r  +  C. 

r  dx 

(15.)  f-^^-tigx+C. 

/'     dx 
-  =  arcsina:  +  C  —  —  arccosa;  +  C 
yl — x^ 

y'  dx 
-—-2  =  arctg:r  +  C  =  —  arcctg:r  +  C . 
1  -\-  X 

r    dx 

Es  erscheint  auffallend,  dass  man  für /—=  zwei  Werthe, 

J  yi^x'^ 

nämlich 

arcsin-r  +  C    und    — arccosa;  +  C 

findet.     Die  Richtigkeit  beider  Resultate   kann   man    zunächst 
durch  Differentiation  prüfen,  wobei  sich 

2* 
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c?(arcsiQa;  +  C)  ~ 

d{ —  arccos.r  +  C)  = 


yi  —  x" 
dx 


Fig.  11. 


ergiebt.  Nach  Satz  3  in  §  1  können 
sich  daher  die  Fnnctionen  arcsina: 
und  — arccosa;  nur  durch  eine  Con- 
stante  von  einander  unterscheiden. 
In  der  That,  ist  in  einem  Ki-eise  mit 
dem  Halbmesser  1 
(18.)  OF^  ED  =  X 

(vergi.  Fig.  11),  so  wird 


(19.) 
also 

(20.) 
oder 
(21.) 


CD  —  arc  sin  a; ,     DA  =  arc  cos  a; , 


arcsina:  +  arc  cos  a;  =  CD  +  DA  =  — -  ? 


arcsmrr  =  --  —  arc  cos  a;. 


Dies  kann  man    auch  unabhängig  von   der  Figur  zeigen^ 
indem  man 

(22.)  arcsina:  =  t,     also     a;  =  sin^ 

setzt;  dann  wii'd 

(23.)         a;  — cos(  — —  n,     oder    arccosa-  =  ~  —  t, 

folg-lich  ist 


(24.) 


n 
t  =  arcsma:  =  ~  —  arc  cosa; . 


Ebenso  findet  man 


(25.) 


aretga;  =  — —  arc  ctg a:, 


wodurch  man  erkennt,  dass  Gleichung  (17.)  richtig  ist. 
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§  5. 

Uebungs -Aufgaben. 

Aufgabe  1.    Man  soll  x^dx  integTiren. 

Auflösung.     Setzt  man  in  Formel  Nr.  9  der  Tabelle  m  =  3, 
so  fokt  ohne  Weiteres 


/ 


.3^.  =  ^-^  +  C  = -^  +  C. 


Aufgabe  2.    Man  soll  Ix^dx  integriren. 

Auflösung.    Nach  Formel  Nr.  7  nnd  9  der  Tabelle  erhält  man 

ilx^dx  =  7  lx?dx  —  7^  -f-  C. 

Aufgabe  3.    Man  soll  -j/xdx  integrü^en. 
Auflösung.    Es  ist 

■y  X  =  x'^ ; 
hieraus  ergiebt  sich,  dass 


oder 


1  1.  -i 

A/-               ri-              x^  r'^" 

j/xdx  =    x'  dx  = +  C'  =  V  +  C, 


Aufgabe    4.  Man    soll    folgende    Differential  -  Functionen 
integriren. 

dx  zr^  dx  3/- 7         ^dx 

-^  j  -yx^dx,     V7^  ?     4:yxax,     ^-7=  • 


Auflösung.    Es  ^wd 

rc^^+i  ^--  1 

U.  f^dx  =   z*dx  =  |~  +  C  =  ^  +  C=  f -^J»  +  a 


[•    /$=/--''^=^  =  ^VTT  +  c=^+c'=-,er+c. 


oder 
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V, 

/*  dx  

A-y/xdx  =  4;  H/xdx  =  4:   x:^dx  =  4  ~ h  C', 

4 
ßj/xdx  =  4^^-  +  C  =  3-^^:4  +  C. 

/'4  /'--i-  a;    ^  -r^ 

/^  dx  =  i  .  4  -l/^  +  C  =  6f^-  -\-  C. 
J  y  X 

Aufgabe  5.     Man  soll  die  Differential-Function 

integriren. 

Auflösung.     Nach  Formel  Nr.  8  der  Tabelle  ergiebt  sich 

=jx''dx  +jlj/xdx  -Jy^^  dx  +y^  dx 

=  Ix^dx  +  7  jx^ dx  —  11  Ix   ^dx  +  5  Ix-^dx. 

Wenn  man  die  Integrationen,  welche  anf  der  rechten  Seite  1 
dieser  Gleichung  angedeutet  sind,  nach  Formel  Xr.  9  der  Tabelle  '■ 
ausführt  und  dabei  die  "vier  auftretenden  Integrations-Constanten 
in  eine  einzige  Constante  zusammenfasst,  so  findet  man 
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y(..  +  7f.?-^^+A).. 


i  +  1^     i+1  — 1  +  1^     —6+1^ 

1  2 

«:»  ^  14,  ,^    ,33  1 

=  5  +   3  l^-^    +  7^P  -  .'  +  ''• 

Aufgabe  6.    Man  soll  den  Ausdruck 

berechnen. 

Auflösung,     Man  erhält  zunächst 

=  —  ix^dx  —  1  Ix'^ dx  4-  ^  \x^ dx  —  ~  Ix"'- dx 
V  J  U  3/ 

_  1    a:3+i    ^      ^+'         4  ^+1^  ^  4     a;-2+i 
"~43  +  1~     fTT  "*"  7  M^  ~~  3  —  2  +  1  "^     • 
Dies  giebt 

y\4  '^  7  3x^/  16      2  '^  35  3:r 

Aufgabe  7.    Man  soll  den  Ausdruck 

^(asina;  +  5cosä;  +  ce'')dx 
berechnen. 

Auflösung.    Diu'ch  Anwendung  der  Formehi  Nr.  11,  13  und 
14  der  Tabelle  erhält  man 
^{asiax  +  bcosx  +  ce'')dx  =  —  acosa;  -{-  b^mx  -{■  ce""  +  C. 

Aufgabe  8.     Man  soll  den  Ausdruck 

/V  ,  dx  dx  \ 

J\  X      ^cosW 

■  berechnen. 
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Auflösung.     Durcli  Anwendung-  der  Formeln  Nr.  11,  12  und 
15  der  Tabelle  erhält  man 

/l  ma^^dx  +  ?2-—  +  p — ^  j=  ?Wt f-  n\x  +  p\>^x  +  C. 

J\  X  cosW  \a 

Aufgabe  9.    Man  soll  den  Ausdruck 

//     dx  dx  dx      \ 

JKiT^  +  "^sin^  +  l/rzr^; 

berechnen. 

Auflösung.     Durch  Anwendung  der  Formeln  Nr.  16,  17  und 
18  der  Tabelle  erhält  man 

— ^— „  +  ö^^-  -i — ,    '        Warctga: — actgx  +  arcshirr  +  C 
1  +  x'-^    sm'x^  yi^x'-/ 

—  —  arcctga;  —  actga;  —  arccos.r  +  C 


§  6. 

Integration  durch  Substitution. 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  19.) 

Im  Allgemeinen  wird  bei  Anwendung  der  Formel 
(1.)  /f'{^)dx  =f{x)  +  C 

nicht  f{x),  sondern  f'{x)  =  (f{x)  gegeben  sein.  Dann  wird  man 
fix)  meistens  nicht  unmittelbar  bestimmen  können.  Dagegen 
kommt  man  häufig  dadurch  zum  Ziele,  dass  man  statt  der  Ver- 
änderlichen X  eine  andere  Grösse  t  als  Integrations -Veränder- 
liche einführt,  indem  man 
(2.)  X  =  ipit),     also     dx  ==  ip'{t)dt 

setzt.    Dadurch  geht  die  gesuchte  Function  f{x)  über  in 

(3.)  f{^)=fm)]  =  m, 

d.  h.    in    eine  Function  von   einer  Function ,    für    welche    nach 
D.-R.,  Formel  Nr.  35  der  Tabelle 

oder 

(5.)     dFit)  =  F'{t)dt  ^f'\^p{tS\ .  ip'it)dt  -  cf[ipit)]  .  ip'm 
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ist.    Deshalb  findet  man  die  gesuchte  Function  F{t)   aus   der 
Gleichung 

(6.)  F{t)  =fF'{t)dt  =f(f{xp{t)\  .  xp\t)dt  =:f(p{x)dx. 

In  vielen  Fällen  wird  man  die  Function  ip{t)  passend  so 
wählen  können,  dass  sich  die  Function  F{t)  leichter  ermitteln 
lässt  als  die  Function  f{x).  Drückt  man  dann  in  dem  ge- 
fundenen Resultate  die  Grösse  t,  der  Gleichung  (2.)  entsprechend, 
durch  X  aus,  so  ist  die  Integration  vollzogen. 

Dieses  Verfahren,  welches  man  ^^Integration  durch  Sub- 
stitution'-'-  nennt,  wird  am  besten  durch  Beispiele  erläutert. 


§  7. 

Beispiele  für  die  Substitutions-IVIethode. 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  20  bis  58.) 

/clv 
— - — =  ? 
X  ~p  u- 

Auflösung.    Setzt  man 
(1.)  X  -{-  a  =  t,     also     X  =^  t  —  a,     dx=^  dt, 

so  wird  nach  Formel  Nr.  12  der  Tabelle 

(^•)  /:^~„=/f  =  ''  =  '(^  +  «)-*) 

In  ähnlicher  Weise  findet  man 
(3.)  f^~  =  \{x-a). 

Aufgabe  2.  /^^{x  +  a)dx  =  ? 

Auflösung.    Durch  dieselbe  Substitution  wie  bei  Aufgabe  1 
findet  man  nach  Formel  Nr.  13  der  Tabelle 

(4.)  J'cos{x  -{-  d)dx  —  sin(a:  +  a). 


*)  Die  Integrations  -  Constante   möge    hier   und  bei  den  folgenden 
Aufgaben  der  Kürze  wegen  fortgelassen  werden. 
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Aufgabe  3.  /sin(a  +  bx)dx  =  ? 

Auflösung.     Setzt  man 

,  t  — ■  a        ,         dt 

(5.)  a  +  hx  =  t ,     also     X  =  — 7 —  j     dx  =      i 

SO  erhält  man  nach  Formel  Nr.  14  der  Tabelle 

(6.)     kmia+bx)dx  =  y  /sin tdt  =  —  ,cost  =  — ^  cos(«  +  bx). 

/dx  ^ 

^s%^-Sx)=- 

Auflösung.    Indem  man 
(7.)  -1  —  Sx  —  f,     also     —'ddx.—  dt 

setzt,  erhält  man  nach  Formel  Nr.  15  der  Tabelle 

Aufgabe  5.  tos(-jdx  =  ? 

Auflösung.    Indem  man 

(9.)  X  =  2t,     also     dx  =  2  dl 

setzt,  erhält  man 

(10.)         Icosy^jdx  =  2  Icostdt  =  2smt  =  2sinf- V 

In  ähnlicher  Weise  gelangt  man  zu  den  folgenden  Resul- 
taten : 
(11.)  /e''+^''dx  =  -  -  /e«+^^  .  d{a  -j-  bx)  =  j  e«+*-^ . 

(12.)  fe^dx  =  (i  h"^\a)  —  '^^"• 

(13.)  le    ""dx  =  —a  je    "  d(~  ^-\  — 

.  s  I  (^X  1  ^^^/  ,       /X\ 


ae    ".  I 
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(16.)  /(a  +  bxfdx  =  ^/{a  +  bxfd(a  +  3^:)  =  --^^^  ' 
(17.)  /^(a  +  öxfdx  =  ^ /(«  +  ^^)"^  <a  +  M  =  5-^(a  +  bxf  _ 


'   c^a;      „ 


Aufgabe  6.  i  - 

J  a-  +  x' 

Auflösung.    Setzt  man 
(19.)  x=:at,     also     dx=adf,     ^=     , 

SO  erhält  man  nach  Formel  Nr.  18  der  Tabelle 


Autgabe  7.  ^^ 


Auflösung,    Durch  dieselbe  Substitution  wie  bei  der  vorher- 
gehenden Aufgabe  findet  man 

(21.)  /  ,  — /  , — /—         =  arcsnii^  =  arcsmf     ) ■ 

Aufgabe  8.  A^=  =  ? 

JVd^  +  x' 

Auflösung.    Hier  wird  mau  aus  Gründen,   die  später  dar- 
gelegt werden  sollen,  setzen 

(22.)   t  =  x+  ]/a2  +  a;2 ,     also     dt  =(l  +  -^ \dx, 

\         ya^-{-  x~/ 
oder 


-        X  -i-Va^  -\-  x^  -  tdx 

dt  = —  clx 


Va'  +  x'  Ya^+x^' 
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daraus  folgt 


Durch  Vertauscliuug'  von   +  a-  mit  — a~  erhält  man  aus    ^ 


Aufgabe  9.  /^^=? 


Durch  Ver 
Gleichung  (23.) 

(24.)  fY^=2  =  1^^  +y^^^') ' 

xdx 

Auflösung.     Setzt  man 

(25.)  a^  ■\-  x"-  —  t ,     also     'ixdx  =  dt , 

so  findet  man 

Durch  Vertauschung  von  +  a-    mit   —  a-  erhält  man   aus 
Gleichung  (26.) 

(27.)  A^^^ -=^1(^' -«'-)• 

^       ^  Jx^ «2        2    ^  ^ 

Aufgabe  10.  f  ^1^  =  ? 

Auflösung.     Setzt  man 

(28.)  ya^-~x^  =  t,     also     a'—x^  =  f-, 

so  wird 

—  xdx  =  tdt , 

und 

/^^  X    r   xdx  C — tdt  /",  ^/-s s 

(29.)  1-==^  =  / ^^\dt  =  —t^— 1/02  —  rr2. 

VV^^^^'     J      *  J 

Aufgabe  11.  f_j^x__  ^  ^ 


Auflösung.     Setzt  man 


(30.)  Ya^  -^  x^  =  t,     also     a^-  +  a-^  =  f; 

so  wird 
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xdx  =  tdt 
und 

Durch  Vertauschung  von   +  d-  mit   —  «-  findet  man   aus 
Gleichung  (31.) 
.(82.)  /_^=+l/^-^=. 

Die  in  den  Gleichungen  (29.),  (31.)  und  (32.)  enthaltenen 
Eesultate  hätte  man  auch  leicht  durch  unmittelhare  Integration 
finden  können,  wenn  man  von  den  Formehi  Nr.  30  bis  32  der 
Tabelle  für  die  Differential -Rechnung  ausgegangen  wäre. 

Aufgabe  12.  {   ,^ =  ? 

J  xya^  —  x^ 

Auflösung.     Setzt  man 

«  -  ,  adt 

(33.)  X  =   ,1     also     dx  ^=  — "  72^  ' 


dann  wird 


I     ^^      _r—adt.t.t    _  _  1  r    dt 

dies  giebt  nach  Gleichung  (24.) 

Aufgabe  13.  f    ^ =  ? 

j  'ji?y  d^ — x^ 

Auflösung.     Durch  dieselbe  Substitution  wie  bei  der  vorher- 
gehenden Aufgabe  findet  man 

/'      ^^        _r  —  adt.tKt    _        \   r    tdt 

^^^^  Jx'^y^^^^'  j¥7a^ .  aY¥^  ~    "vy^-^=n:' 

also  nach  Gleichung  (32.) 


30  §  7.     Beispiele  für  die  Substitutions- Methode.  k 

r    dx  •  * 

Aufgabe  H.  /l7=fT=~-  ^  ^ 

Auflösung.    Setzt  man  wieder 
(37.)  x  —  ~^     also     dx  = -^5 

so  wird 

Z'     ^^        _  f  —  adt.t.t     _       1  r     dt 

dies  giebt  nach  Gleichung  (23.) 

Aufgabe  15.  / — ,  =  ? 

Jx'^ya^-^x'' 

Auflösung.    Durch  dieselbe  Substitution  wie  bei  der  vorher- 
gehenden Aufgabe  findet  man  ^ 
r      dx        __  r  —  adt.t^  .t     _       J^  r  tdt  I 

also  nach  Gleichung  (31.) 

Aufgabele.  /— ^^^:^  =  ? 

Auflösung.     Setzt  man  wieder 

.      .                                a        ,         ,             adt 
(41.)  rr  =  -  5     also     cto;  = -^  > 


so  wird 


y''     dx        r  —  adt  .t  .t      \  r     dt 
xYx^—a^     Jt^  .  a  .  «y  1^12  ~       aj  l/T^T" 


§  7.     Beispiele  für  die  Substitutions  -  Methode.  31 

dies  giebt  nach  Gleichung  (21.)  oder  nach  Formel  Nr.  17   der 
Tabelle 

(42.)        / —         _  = aresin ^  =  —  -  arc  sin  (  - )  • 

Aufgabe  17.  / — . =  ? 

Auflösung.     Durch  dieselbe  Substitution  wie  bei  der  vorher- 
gehenden Aufgabe  findet  man 

/'       ^^  _  r  —  adf.f  .t     _         1    /'   tdt 

also  nach  Gleichung  (29.) 

r       dx  1  -,/ r       y  X- — a^ 

(44.)  / — ;=  =  +  ^  ]/l  —  ^-  =  ^ — -, 

Jx'^yx'^—a^  «'  «'« 

Aufgabe  18.  [^  =  ? 

J  XiX 

Auflösung.     Setzt  man 
(45.)  t  =\x,     also     dt=^  —  j 

so  erhält  man 

Auflösung.     Setzt  man 
(47.)  ^x^~lx  +  II  =  t,     also     (8a;  —  l)dx  =  (/^, 

SO  erhält  man 

»   ,     u     n«  /'(122;3+  153:2  —  42:+  8)cfe 

Aufgabe  20.  /  3,r_^  5^3  _  2.^  +  8:r  -  7  =  ' 

Auflösung.     Setzt  man 
(49.)  3.r*  +  5a:3  —  2a;2  +  8ä:  —  7  =  ?!, 

■  also 


32  §  7.    Beispiele  für  die  Substitutions- Methode. 

(12:r3  +  15a;2  _  4^;  _|_  s)dx  ^  dt, 
SO  erhält  man 

^      V  3^'  +  5^'  —  2a;2  +  8a:  —  7     J    t 

=  l(3a;*  +  ö.r»  —  2x^  +  8.r  —  7). 

Die  in  den  letzten  Aufgaben  angewendete  Methode  bestand 

darin,  dass  man  das  Integral  auf  die  Form  /  ,  brachte.    Dieses 

Verfahren  ist  immer  anwendbar,  wenn  unter  dem  Integralzeichen 

ein  Bruch  steht,  dessen  Zähler  das  Differential  des  Nenners  ist. 

Setzt  man  nämlich 

(51.)  f{x)  =  t,     also    f'{x)dx  =  dt, 

so  erhält  man 

und  damit  den 

Satz.  Steht  unter  dem  Integralzeichen  ein  Bruch  ^  dessen 
Zähler  das  Differential  des  Nenners  ist,  so  ist  das  Integral 
gleich  dem  natürlichen  Logarithmus  des  Nenners. 

Bei  den  Anwendungen  dieses  Satzes  wh'd  man  allerdings 
häutig  mit  der  Function  unter  dem  Integralzeichen  erst  eine 
Umformung  vornehmen  müssen ,  um  sie  auf  die  beschriebene 
Form  zu  bringen,  wie  man  aus  den  hier  folgenden  Aufgaben 
ersehen  kann. 

Aufgabe  21.  f^^^dx  =  ? 

sin  X 

Auflösung.     Bekanntlich  ist  tg.r  — )  so  dass  man  erhält 

^  ®         cosa: 

(58.)        y'«^''^=-7"^os^-- 

Jetzt  steht  unter  dem  Integralzeichen  ein  Bruch ,  dessen 
Zähler  das  Differential  des  Nenners  ist,  folglich  ist  das  Integral 
der  natürliche  Logarithmus  des  Nenners,  und  man  erhält 

(54.)  Jtgxdx  =  —  l(cosa;) . 


§  7.    Beispiele  für  die  Substitutions  -  Methode.  33 

In  ähnlicher  Weise  findet  man 


yC  cos  xdx 
Aufgabe  22.  /^ 


dx        _  ^ 


smajcosa: 

Auflösung.    Dividirt  man  Zähler  und  Nenner  des  Bruches 
unter  dem  Integralzeichen  dui^ch  coslr,  so  erhält  man 

/«  dx 
(56)  f__dx_  ^  j  cofx  ^  l'ditgx)  ^ 

^    ''  JsinxGosx    J   \jgx     J   igx 

folglich  wird 

^-^ =  \igx)  =  ^  l(ctgr.). 

Sma:COSÄ:  ^^    '  V     ö    y 

Aufgabe  23.  /2^  ^  ? 

ysma; 

Auflösung.    Diese  Aufgabe  lässt  sich  leicht  auf  die  vorher- 
gehende zurückführen,  indem  man 
(58.)  x^'lt 

setzt  und  die  bekannte  Formel  ' 

sina;  =  sin(2^)  =  2  sin  ^  cos  < 
beachtet.    Dadurch  erhält  man 


Aufgabe  24. 


r  dx 

J  COSX 


Auflösung.     Diese    Aufgabe    wird    auf   die    vorhergehende 
zurückgeführt,  indem  man 

TT 

(60.)  ^  =  ö  —  ^'     ^^^^     ^^^^  ~  sint,     dx  =  —  di 

setzt;  dann  erhält  man 

oder 

Kiepert,  Integral-Rechnung.  3 


34  §  7.    Beispiele  für  die  Substitutions- Methode» 

(-)./:^.=">[<-i)]=-^'KM)]- 

Aufgabe  25.  f^^^tl^dx  =  ? 

Auflösung.  Mtiltiplicii^t  man  Zähler  und  Nenner  des  Bruches 
unter  dem  Integralzeichen  mit  e^,  so  wird  der  Zähler,  nämlich 
(e*  +  l)dx,  das  Differential  des  Nenners  e^  +  a:,  folglich  \\ird 
das  Integral  gleich  dem  Logarithmus  des  Nenners ;  d.  h.  es  wii^d 

(62.)  /I+rl<,.=  /Vii)^  =  l(^  +  ,). 

Aufgabe  26.      /(sin^  —  3sin%  +  4sin2a;  +  11  sina:)cosrrc?2:=  ? 

Auflösung.    Setzt  man 
(63.)  sina;  =  ^,     also     cos  a:  da:  =  dt, 

so  erhält  man 

(64.)y(sin*Ä —  3siii^a;  +  4sin2Ä;  +  llsina;)cosa:c?a;  = 

(/4_3^3_^  U''  ^- lU)dt  =  \  t^^  —  %  p  ^%i^  ^^f^  ^ 

^  '  n  d  M  V 


/ 


4  3 

1    .  ,         3    .  ,      ,   4    .  „      ,   11    •  o 
5  4  o  2 


Man  erkennt  sofort,  dass  diese  Substitution  immer  eine  Ver- 
einfachung herbeiführt,  wenn  unter  dem  Integralzeichen  eine 
Function  von  sina;  steht,  welche  mit  o.Ot'&xdx  multiplicirt  ist; 
denn  man.  erhält  dann 

(65.)  yy  (sin  x)  cosxdx  =/f(t)di . 

Aufgabe  27.  f^ß  =  ? 

J     sm% 

Auflösung.  Indem  man  die  soeben  angegebene  Substitution 
benutzt,  findet  man 

^     ^  J    &m^x       J  t^     J  —2  2sm2a: 

Steht  unter  dem  Integralzeichen  eine  Function  von  cosa:, 
multiplicüt  mit  sina;<fa:,  so  wird  man  durch  die  Substitution 


Aufgabe  29.  / , —  =  +  - — 

J    cos*x  3  cos 
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(67.)  cosx—t,     also     — smx  dx=  dt. 

eine  Vereinfachung  herbeiführen;  denn  es  wird 

(68.)  // (cos  .r)  .  sin x dx  =  —Jfit) dt . 

Hieraus  erg-iebt  sich  ohne  Weiteres  die  Lösung-  der  beiden 
folgenden  Aufgaben. 

Aufgabe  28.      /(cos^a:  —  2cos-.r  -f-  3cos,7-  —  ^€mxdx  = 

12  3 

—  j  cos*ä:  +  -  cos%  —  -cos-a;  +  4cos.r. 

-I.  O  'Ji 

\mxdx 

-  =  +  ^        s 
i  cos'^a; 

Häufig  wird  man  die  Function  unter  dem  Integralzeichen 
erst  umformen  müssen ,  ehe  man  die  in  den  Gleichimgen  (65.) 
und  (68.)  angedeuteten  Substitutionen  anwenden  kann.  Wie 
dies  geschieht,  mögen  die  folgenden  Aufgaben  zeigen. 

Aufgabe  30.  /coa^xdx  =  ? 

Auflösung.    Durch  Anwendung  der  bekannten  Formel 
(69.)  cos-a:  =1  —  sin^.r 

erhält  man 

{70.)  /cosh:dx  =/{l  —  siR-x)cosxdx  =f{l  —  sin-:r)c/(sina-) 
=  /(l  —  f-)dt  =  t  —  ^t^  =  ^mx  —  ^sin^r . 

Aufgabe  31.  Jkm'xdx  =  ? 

Auflösung.     Durch  Anwendung  der  bekannten  Formel 
(71.)  sin^^  =1  —  cos-.r 

erhält  man 

(72.)  J^m^xdx  =7(1  — cos'-a;)2 .  ■smxdx  =  —f[l  —Q,o^'^xYd{Q,mx) 
-  -j{l  -  2^2  +  t')dt  =  ~(t  -'It^  +  U^ 

=  —  cos  2;  +  -  cos^r cos^.r . 

3  5 

3* 


36  §  7.    Beispiele  für  die  Substitutions- Methode. 

Aufgabe  32.  /cos''-''+'xclx  =  ? 

Auflösung.  In  gleicher  Weise  wie  bei  Aufgabe  30  findet 
man  hier 

(73.)  Jcos^'*+^x  dx  = /(l  —  sin^a:)" .  cosa;  dx  —f{\  — sin^a;)** .  (/(sin  x). 

Durch  den  Factor  c?(sin.r)  soll  angedeutet  werden,  dass 
sin.r  zur  neuen  Integrations -Veränderlichen  gewählt  wü'd.  Da- 
durch erhält  man 

(74.)/cos2"+»:r(/.r  =/(l  —  i?-Ydt 


f2n-i  f2n+\ 

Aufgabe  33.  ßm''~''+^xdx=? 

Auflösung.  In  gleicher  Weise  wie  bei  Aufgabe  31  findet 
man  hier 

(75.)  Jsiii-*'+^xdx  =/{! — cos^a;)".  sina;f?2:=— y(l— cos2a;)".c?(cosa:). 

Auch  hier  soll  durch  den  Factor  c?(cosa:)  angedeutet  werden, 
dass  cosa:  zur  neuen  Integrations -Veränderlichen  gewählt  wird. 
Dadurch  erhält  man 

(76.)  fim^^'-^'xdx  =  — /(l  —  t^fdt, 

also,  abgesehen  vom  Vorzeichen  und  von  der  Bedeutung  der 
Veränderlichen  f,  dasselbe  Integral  wie  bei  der  vorhergehenden 
Aufgabe. 

Aufgabe  34.  fmV"xQ.o^'^"-'^^xdx  =  ? 

Auflösung.  In  ähnlicher  Weise  wie  bei  Aufgabe  32  findet 
man  hier 

(77.)      ./sin"'.r  cos2"+ ^x  dx  =Jk\V"x  ( 1  —  sin-.r)"  .  c/(sin  x) , 


f 


§  7.     Beispiele  für  die  Substitutions- Methode.  37 

WO  durch  den  Factor  d(siRx)  angedeutet  werden  soll,  dass  sina; 
zur  Integ-rations -Veränderlichen  gewählt  wh'd.  Hierdurch  erhält 
man  z.  B. 


3         1  3sin3.r      sina; 

Aufgabe  35.  /cos"':rsin^"+'a;(^a;  =  ? 

Auflösung.    In  ähnlicher  Weise  wie  bei  Aufgabe  33  findet 
man  liier 

{1  d.)  J'cos'"xsiii^'^+^x  ch  =  —J^cos,'"x{l  —  cos^xyd(cosx) , 

wo  durch  den  Factor  f/(cosa;)  angedeutet  werden  soll,  dass  cosa- 
zur  Integrations -Veränderlichen  gewählt  wird.  Hierdurch  erhält 
man  z.  B. 

(80.)  /cos^xäii^vdx  =  —ft\\  —  t^)dt  =  —f{f-  —  V)dt 

_       f^       t^  _       C0S%       cos^a; 
~~3  "^5  ~  3~"^     5     * 

(tg3.r  —  8  ig^x  +  5  tga:  —  7)  -^^  =  ? 

COS-a; 

Auflösung.     Setzt  man 

dx 
(81.)  tgrr  =  i',     also     — ~=dt, 

SO  erhält  man 

/ '  dx         C 

(82.)  /(tg^a: -  8tg2a;  +  5 igx  -  7)  — ^  =j{t^  -Si^  +  bt~l)dt 

_  ^_^  4- ^  _  7/ _  ^_^'^  4.  ^!^  _7to. 
~4         3"^2  4  3"^      2  '^^^• 

Dieselbe  Substitution   kann  man  immer  anwenden ,   wenn 
unter  dem  Integralzeichen  eine  Function  von  tga;,  multiplicirt 

mit  — :r- '   steht,  d.  h.  es  wird  ganz  allgemein 
COS^a;  °  "^ 

(83.)  ^(tg:r)  -^^-  =fmx)  .  ^(tg:r), 


38  §  7.    Beispiele  für  die  Substitutions- Methode. 

WO  durch  den  Factor  d{tgx)  angedeutet  werden  soll,  dass  tgz 
zur  Integrations -Veränderlichen  gewählt  wird. 

/'  dx 

Aufgabe  37.        {ctg*x  —  Sctg'^x  +  5)  -^^^  =  ? 

Auflösung.     Setzt  man 
(84.)  ctgx  —  f      also ^    =  dt 

SO  erhält  man 

(85.)  /(ctg%  -  .3  ctg'x  +  5)  g||-  =  -ßt*  —  3  /2  +  6)dt. 

=  —  ^  +  ^ ■^i  = % f-  ctg^a:  —  Sctga; . 

Dieselbe  Substitution   kann   man  immer   anwenden ,    wenn 
unter  dem  Integralzeichen  eine  Function  von  ctga-,  multiplicirt 
dx 
sin^a; 


mit    .  .,    ?  steht,  d.  h.  es  wird  ganz  allgemein 


(86.)  ffiztgx)^^^  =  -jf{^ig^)  .  ^(Ctgrr), 

WO  durch  den  Factor  (/(ctg.r)  angedeutet  werden  soll,  das  ctg.r 
zur  Integrations -Veränderlichen  gewählt  wird. 

Häufig  wird  man  erst  eine  Umformung  vornehmen  müssen, 
ehe  man  auf  die  in  den  Aufgaben  36  und  37  vorausgesetzte 
Form  der  Differential -Functionen  geführt  wird.  Wie  dies 
geschieht,  mögen  die  folgenden  Aufgaben  zeigen. 

Aufgabe  38.     /{ig^x  —  7  tg^a:  -f  2tg:r  -f-  ^)dx  =  ? 
Auflösung.    Damit  die  Function  imter  dem  Integralzeichen 

dx 

eine  Function  von  tg.r,  multiplicirt  mit  — '-—y  wird,  muss  man 

'='  C0S-:r 

sie  durch  cos^.r  dividü-en  und  deshalb  auch  mit 

cos'^rc  1 

( 87.)  cosV  = — ^ — ^x-  =  ,    ,    .   „ 

^  COS-:r  +  %m^x         1  +  tg^a; 

multipliciren.     Dadurch    erhält    man    mit    Rücksicht    auf    die 
Gleichungen  (81.) 


j 


§  7.     Beispiele  für  die  Substitutions- Methode.  39 

(88.)  /{tg^x  —  7tg^x  +  2tgx  -{-  9)dx 

ftg^x  —  7tg2a:  +  2tgx  +9      dx 


J  tg^x  +  1  COS^rr 


't^—7t^-\-2t+9 


Nun  ist,  wie  man  durch  Division  findet, 
(89.)         t^  —  7f~  +  2t  +  9  =  {f+  l)it~7)  +  ^+  16, 
folglich  wird  mit  Rücksicht   auf  die  Formeln  Nr.  9,   24  und  18 
der  Tabelle 

,    /73  —  7^2  4.  2^  4-  9   ,,       r         ,  ^^  ,  ftdi      ,    ,^  f  dt 

mj ^^^ dt  =y(,-  7)c/^+y__  +  ley^-^ 

=  ^  — 7^+il(^'  +  l)  +  16arctg^, 

oder,  w^enn  man  beachtet,  dass 

(91.)  t  =  tgx,     1  +  ^^'  = ~  ,  a:  =  arctgi! 

^  cos^ä; 

ist, 

(92.)   /(tg^^r  — 7tg2a;+2tgÄ;+9)cfe  =  ^^  — 7tgÄ-  — l(C0S;r)+16:r. 

Dieses  Verfahren  führt  zu  der  allgemeinen  Formel 
(93.)  fntgx)  .  dx  =/|i^i  •  d{tgx). 

Aufgabe  39.  ßg^'x  .dx  =  ? 

Auflösung.     Nach  Gleichung  (93.)  erhält  man,   indem  man 
tgrr  zur  Integi'ations -Veränderlichen  macht  und  mit  t  bezeichnet, 

7'^  C  \s^x  r  t^dt 

Bei  der  weiteren  Behandlung  des  Integrals  muss  man  zwei 
Fälle  unterscheiden,  jenachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist. 


40  §  7.    Beispiele  für  die  Substitutions- Methode. 

I.  Fall.     n  =  2m. 

(95.)  /tg2'".r  .  dx  =■-  f^-.  dt  =  j(f'"-'^  —  i52'»-4  -\ 

Es  ist  z.  B. 
(96.)  jl^^a^dx^^^-^^+t^x-x. 

II.  Fall.     7i  —  2m+l. 

ig2n.+^X.dx=j-^^-dt 

=  ^ ^ -„-  + ±^-+-+1(1+  tg'x), 

2m        2m  —  2  2 

wobei  man  noch 

U(l  +  tglr)  =  il(^)=  -l(cOS:r) 

setzen  daif.    Es  ist  z.  B. 

(98.)  yigV.</.  =  tf_-5|f  +  t|-+i(„os.). 


Aufgabe  40.         /(ctg%  +  actg^a;  —  7)c?a;  =  ? 

Auflösung.     Damit  die  Function  unter  dem  Integralzeichen 

(ZT* 

eine  Function  von  cAq:t,  multiplicirt  mit    . '],  ?  wird,  muss  man 

SUl-iC 

sie  durch  sin-.r  dlvidiren  und  deshalb  auch  mit 

/^«  N  •  o  sin^a:  1 

(99.)  sm-x  = 


sin^a;  +  cos-a:      1  +  ctg-.r 
multipliciren.      Daduich    erhält    man    mit    Eücksicht   auf   die 
Gleichungen  (84.) 


1 


§  7.     Beispiele  für  die  Substitutions- Methode.  41 


(100.) /(ctg%  +  3ctg-^:r  —  l)dx  =  — /- 


f^  +  1 


dt 


oder,  da  ctg'.r  =  t  und  arcctg;^  =  .r  ist, 

(101.)  /(ctg%  +  3  oXg-x  —  l)dx  = ^ 2  ctgx  —  9a-. 

Dieses  Verfahren  führt  zu  dei-  allgemeinen  Formel 

(102.)  fn^igz)  .  ^:r  :=  -/^^l  •  4ctg.r). 

Aufgabe  41.  ./ctg".r  .  dx  —  ? 

Auflösung,    Nach  Gleichung  (102.)  erhält  man,  indem  man 
ctga:  zm^  Integrations -Veränderlichen  macht  und  mit  t  bezeichnet, 

ctg'^rr  .  dx  =  — /^qri  • 

Die  weitere  Behandlung  dieser  i^ufgabe  ergiebt  sich  sodann 
aus  Aufgabe  39. 

Aufgabe  42.  A^^-  =  ? 

ycos*.r 

Auflösung.    Bekanntlich  ist 

(104.)  — ~  =  1  +  tg^a:     und     — ^  =  diigx), 

COS^a;  °  coslr         ^  »   ^ ' 

folglich  wird 

tty^T? 

:^  tg.r  +  '^  . 
,3 

Dasselbe  Verfaliren  führt  zu  der  allgemeinen  Formel 

^^^^•^  j-^-  =/^  +  tg^.r)'"- V/(tg:r) , 

WO  durch  den  Factor  di^gx)  angedeutet  werden  soll,   dass  tg.r 
zm-  Integi^ations -Veränderlichen  gewählt  wird. 


42  §  7.    Beispiele  für  die  Substitutions  -  Methode. 

r  dx 
Aufgabe  43.  /^^  =  ? 

Auflösung.     Bekanntlich  ist 

1  dx 

folglich  wird 

(108.)     /^?^  =  /f-^^T  -^"^  =  -  /(l  +  ctg2^)^4ctg^) 

Dasselbe  Verfahren  fühi-t  zu  der  allgemeinen  Formel 

r  dx         r 

^^^^^  J^^x  ^  ~P  +  Ctg2:r)»-i4ctg:r) , 

WO  dm'ch  den  Factor  ^(ctg.r)  angedeutet  werden  soll,  dass  ctga; 
zur  Integrations -Veränderlichen  gewählt  wird. 


In  ähnlicher  Weise  bildet  man  die  folgenden  Formeln, 
welche  zur  Vereinfachung  der  Integrale  von  transcendenten 
Functionen  dienen. 

(1 10.)      ff{a^)  .  a^dx  =  ^  jf{a^) .  d{a^)  , 

(111.)  |/«)  .  e-dx  =jf{e^) .  d{e-) , 

(112.)  Jf{\x)-^~^=j'f{\x).d{\x), 

(113.)     //(arcsina:)  •  -— =  =  //(arcsina;) .  «^(arcsina:), 

j  y  1 — x^  j 

c  dx  r 

(114.)      //(arccosa-)  •  =  ^//(arccosa;) .  c?(arccosa;), 

(115.)     //(arctga:)  •  ^  _^^,  = //(arctg^) .  c?(arctga:), 
(116.)     //(arc  ctg  a;)  •  ._>  =  —  //(arc  ctg  a;) .  ö?(arc  ctg  a;) . 
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Hierbei  soll  durch  die  Factoren  d{a^),  d{e'),  d{lx), 
c^(arcsinÄ;) ,  f/farccos.r),  d(aTctgx),  d(a,rcQ,tgz)  angedeutet 
werden,  dass  bezw.  die  Grössen  a"",  e^,  \x,  arcsin.r,  arccosa;, 
arctga:,  arcctga:  zu  Integrations -Veränderlichen  gewählt  werden. 

Ziu^  Einübung  dieser  Formeln  mögen  die  folgenden  Auf- 
gaben gelöst  werden. 

Aufgabe  44.  /(a^'^  +  Sa^  —  7)dx  =  ? 

Auflösung.     Bezeichnet  man  «'  mit  t,  so  wird 

(117.)    /(«^^  +  3a-'^  —  7)dx  —f{a'  +3  —  7  a"^)  .  a'dx 

Aufgabe  45.  j'^^^MA'^  ^. 

Auflösung.    Bezeichnet  man  \x  mit  f,  so  wii^d 

(118.)  / ^—^ =  /cos  tdf  =  sm^  =  sm(L-r) . 

...      ._             /'arcsina: .  dx        „ 
Aufgabe  46.  / ; —  =  ? 

Auflösung.    Bezeichnet  man  arcsina:  mit  t,  so  wird 
/nin\  fa,rcsinx.dx        /;         i-      1 

*    '     J  vr^-j'   V    =2  =  2  '''"''"""• 

/dx 
^s 1 =    ? 
(1  +  a;2)arctgrr 

Auflösung.    Bezeiclmet  man  arctga:  mit  t,  so  wird 

Steht  unter  dem  Integralzeichen  irgend  eine  rationale  Func- 
tion von  sina-,  cos.-r,  tga:,  ctga;,  so  kann  man  diese  transcendenten 
Functionen  dm^ch  die  Substitution 
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(121.)  ^=(1)  =  ^ 

fortschaffen,  so  dass  man  unter  dem  Integralzeichen  nur  noch 
eine  rationale  Function  von  t  behält.  Es  folgt  nämlich  aus 
Gleichung  (121.) 

2sin(|)cos(|) 


sinrr  =  2sinf-jcosf- j  = 
cosi?'  =  cosM -j —  sinM '-  W 


cos^(|)+si„'(|) 


cos^(|)+sin^(|) 

oder ,    wenn    man   Zälüer   und   Nenner    dieser    Brüche    dui'ch 
cos^f-]  dividirt, 

(122.)  sin:r  =  -—  =  --y, , 

l  +  tg^-(|)      '^ 

(123.)  COSa;=  —  ^   ^ 


1  +  tc 


<;)  -" 


2  ^  1 ^2 

(124.)  *^^  =  Y-ir72'  ctg^  =  ~Y^— • 

Aus  Gleichung  (121.)  findet  man  sodann  noch 

(125.)  a;=:2arctg/,     also     «^  =  73:^ 

und  erhält  dadurch  die  Formel 

(126.)  //"(sina-,  cosa;,  tgic,  ctga:)c?a:  = 

/'/  2j_    1--J2      2^      i^J!\_^L 

Mit  Hülfe  dieser  Formel  kann  man  z.  B.  die  folgende  Auf- 
gabe lösen: 
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'(1  +  smx)  dx  _^ 


li 


Aufgabe  48.  i  •      ,,    ,  n 

jsma;(l  +  cos  5;) 

Auflösung.     Nach  Gleichung-  (126,)  wird 


C{\  -\-  %\\\x)dx  '_  //  2t     \     2 dt  2t     /          1  —t'-\ 

Jsmxil  +  cosa:)  ~/ V     "^  1  +  «V  1  _^  ^2  •  1  :^  ^2 1^    +  1  +  ^2^ 

also 

=i'KI)+'«(l)+i'['KI): 


Bei  der  Integration  durch  Substitution  ist  die  neue  Inte- 
grations- Veränderliche  t  im  Allgemeinen  so  zu  wählen,  dass  jedem 
Werthe  von  x  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  nur  ein  Werth 
von  t  zugeordnet  ist ,  und  umgekehrt  darf  jedem  Werthe  von  t 
innerhalb  der  Integrationsgrenzen  nur  ein  Werth  von  x  ent- 
sprechen. Wenn  diese  Regel  nicht  beachtet  wird ,  so  können 
leicht  Fehler  entstehen.  In  einem  späteren  Abschnitte  soll  dieser 
Fall  noch  besonders  untersucht  werden. 


§8. 

Integration  durch  Zerlegung. 

(Vergl.  die  Formel- Tabelle  Nr.  59  bis  66.) 

In  vielen  Fällen  kann  man  die  Diflferential-Function  F(x)dx 
unter  dem  Integralzeichen  in  zwei  oder  mehrere  Summanden 
zerlegen,  die  dann  einzeln  sehr  leicht  integrirt  werden  können. 
Wie  dies  geschieht,  mögen  die  folgenden  Aufgaben  zeigen. 

Aufgabe  1.  f^^^^,  =  ? 

Auflösung.      Bringt    man    die    beiden    Brüche   und 

auf  gleichen  Nenner,  so  erhält  man 

X  -\-  a 


dx  _  p 
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_1 1       ^       2a      ^ 

^  ''  X  —  a      X  -\-  a       3?  —  c^ 

deshalb  wird 

Aufgabe  2.         f^  +  ^o.  +  W 

Auflösung.    Diese  Aufgabe  kann  man  auf  die  vorherg-ehende 
zurückführen.     Ergänzt  man  nämlich  die  beiden  ersten  Glieder 
des  Neimers  zu  einem  vollständigen  Quadrate,   indem  man  25 
addirt  und  dann  wieder  subtrahirt,  so  erhält  man 
(3.)     a;2  +  10^+16=:(rr'-+10a;+25)  +  (16— 25)  =  (:c+5)-  — 9. 

Setzt  man  jetzt  noch 
(4.)  X  -\-  b  =  t,     also     dx  =  df, 

so  wird 

ydr  /'         dx  r  dt 

x^  4-  lOx  +  16      J  {x  +  5)^  —  9       Jt^—'d'- ' 
oder  nach  Gleichung  {2.),  wenn  man  x  mit  t  und  a  mit  3  ver- 
tauscht, 

^^'^  J^  +  10:r  4^16^  ~  6    V  +  3/  ~  6    V^rTs/  " 

Aufgabe  3.  /  .,    ,    ^ — r-rs  =  ^ 

'^  ya;-  +  6a;  +  13 

Auflösung.     In  ähnlicher  Weise  wie  bei  der  vorhergehenden 
Aufgabe  wird  man  hier  den  Nenner  auf  die  Form 
(7.)     :r2  +  6:c  +  13  =  {x^  +  6a;  +  9)  +  (13  —  9)  =  (a; -f  3)^  +  4 
bringen  und 

(8.)  X  -j-  S  =  f,     also     dx  =  dt 

setzen;  dadurch  erhält  man 

f         dx  /*        dx  f  dt 

^^■■>  Jx^  +  6a:  +  13  ~J(x  +  3)-^  +  4  'Jf'+i^  ' 

Wollte  man  jetzt  die  Integration  nach  der  in  Aufgabe  1 
gefundenen  Formel  ausfülu^en,  so  müsste  man 
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«2  =  —  4,     also     a  =  2]/^^  =  2e 
setzen,   so  dass  man  für  das  Resultat  eine  complexe  Form  er- 
halten würde.     Dies  kann  man  vermeiden,   indem  man  Formel 
Nr.  21  der  Tabelle,  nämlich 

r  dt       1     .  n\ 

h, -,  =  "  arctg-  {  —  ) 

Jtr-\-d~       a         ^\u/ 

für  a  =  2  anwendet.    Dadurch  findet  man 

mj,,.  + 1  + 13  =  2  ^■•'=*K0  =  2-  '''^«tg(^)  • 

Auflösung.  Wie  man  schon  aus  den  beiden  vorhergehenden 
Aufgaben  erkennt ,  muss  man  bei  dieser  Aufgabe  drei  Fälle 
unterscheiden ,  jenachdem  b^  —  c  positiv  ,  negativ  oder  gleich 
Null  ist. 

I.  Fall.  b''~c>  0. 

Setzt  man  in  diesem  Falle  der  Kürze  wegen 
(11.)  *2  _c  =  +  a2,     also     yW^~^=  +  a, 

so  wird  a  eine  reelle  G-rösse,  und  man  erhält 
(12.)  x'-  -\-2bx  +  c  =  {x^  +  2bx  +  b"-)  +  {c—  ¥) 

=  {x  +  bf  —  «2. 

Dies  giebt,  wenn  man  x  -[-  h  mit  t  bezeichnet,  nach  Auf- 
gabe 1 

ydx  __  f  ^^     _  1  i/*^  —  ^\ 

x^  -\-  2bx  +  c  ~Jf-—är-  "  2a   \J^^~ä)  ' 


oder 
(13.) 


r  dx  _         1  /a:  -f  6  — 1/6^  —  c\ 

J  x'  +  2bx  +  c  ~  ^yW^^c   \x  +  b+  Y^Zr~c) ' 

Man  erkennt  ohne  Weiteres  den  Zusammenhang  dieses  Ver- 
fahrens mit  der  Auflösung  der  quadratischen  Gleichungen.  Um 
nämlich  die  quadratische  Gleichung 

X-  +  2bx  -{-  c  =  0 
aufzulösen,  bringt  man  die  Gleichung  auf  die  Form 
x'-  +  2bx  +  b''  =  P  —  c 
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und  zieht  dann  auf  beiden  Seiten  dieser  letzten  Gleichung  die 
Quadratwurzel  aus.    Dadurch  erhält  man 

x-^  b=  ±:  Vb'^  —  c, 

oder  

(14.)  a:i  =  —  b  +  yb^  —  c,    x.2  =  —  b~-yb^  —  c, 


.,  ^  X    Ui  +  2:2  =  —  25  ,      xi.x.2  =  c  ,     a:i  --  ä:2  =  2  Yb'^  —  c  , 

^  \  X^  -\-  2bx  -\-  C  =  X- (Xi   -{'X2)X-\- XiX2  =  (x Xi)(x Xo)  , 

wo  Xi  und  X'i  die  beiden  Wurzeln  der  quadratischen  Grleichung 
sind.  Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (13.)  ein,  so 
nimmt  dieselbe  die  Form  an 

.  /'  dx  1       ,  /x-^ Xi\ 

(13a.)  L r^ :  =  1( ^)- 

Von   der  Eichtigkeit   dieses  Eesultates  kann  man  sich  in 
folgender  Weise  überzeugen.    Es  ist 

1  1  Xi  Xo 

X X\         X  Xi         {X X\)  (x X2) 

oder 


X\,  X-i    \X iTi  X  XiJ 


{X Xy)  {X Ä-2) 

also  wird  in  Uebereinstimmung  mit  Gleichung  (13  a.) 

( — f? — , = -^-  f(~^ '-)ä^ 

J[X X\)    {X Xo)  Xi  XoJ\X Xi  X X2/ 

=  -^^~  [Kx  -  xr)  -  \ix  -  X.2)]  =  — L_/^i:i^A. 

Xi  Xo^  ^  Xi  X2    \X X2/ 

II.  Fall.  Ä2  — c<  0. 

Setzt  man  in  diesem  Falle  der  Kürze  wegen 
(16.)  52  _  c  =  —  a%     oder     ]/c^^  =  a , 

so  wird  a  eine  reelle  Grösse,  und  man  erhält 

x^-  +  2hx  +  c  =  (2:2  +  2bx  +  52)  +  (e  —  ö^)  =  (x  -{-  by  +  a^. 
Dies  giebt,  wenn  man  wieder  x  -\-  b  mit  t  bezeichnet, 

r        dx r       dx         __  /•  dt     _  1^  ( t\ 

J x^-\-2bx  +  ^     J{x+bf+ä'  ~'Jf^  +V'  "  a  ^^^^  \li / 
also 

/   N       r    dx  1       .  /  ^  +  ^  \ 
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Es  ist  noch  hervorzuheben,  dass  die  Grleichungen  (13.)  und 
(17.)  richtig  bleiben,  gieichviel  ob  }P-  —  c  positiv  oder  negativ 
ist,  die  rechte  Seite  von  Gleichung  (13.)  erhält  aber  eine  com- 
plexe  Form,  wenn  6-  —  c  <  0  ist,  und  auf  der  rechten  Seite  von 
Gleichung  (17.)  wird  die  Grösse  j/c  —  h"-  imaginär,  wenn 
h-  —  c>  0  ist.  Der  Zusammenhang  beider  Gleichungen  ergiebt 
sich  aus  D.-E. ,  Formel  Nr.  182  der  Tabelle,  nämlich  aus 

(18.)  l([^|J)  =  2earctg9.. 

Setzt  man  nämlich 

X 

(f  =  -, 
a 

so  folgt  aus  Gleichung  (18.) 

1  ri+^;) = 1  ("i--^;) = 2ia.-ctg  ('\ , 

VI — (fi/         \a  —  xi/  \aj 

oder 


(l^f^)-'(-^)  =  ----K3 


Dies  giebt,  wenn  man  beide  Seiten  der  Gleichung  durch  2  ai 
dividirt  und  beachtet,  dass  nach  D.-E.,  Formel  Nr.  181  der 
Tabelle  1(—  1)  den  Werth  {2h  +  l)7^^  hat, 

Mn\                l    ^fx  —  aix       1              /x\        {2h-\-l)n 
(19.)  - — ^.If ^^1  =  -arctg(  -  )  +  ^ — - — 5 

Avobei    h    noch    eine   beliebige,    positive   oder   negative    ganze 
Zahl  ist. 

Vertauscht  man  also  in  der  Formel 


y*^  dx     ^  ^f^  —  ^\ 
x'^—~a^^2a    \x  +  a) 

ri,  SO  erhält  man 
^  Jx^  -\-  a^       a  \a/ 


die  Grösse  a  mit  «?',  so  erhält  man 

{2h  4-  VjTT 


2a 

Setzt  man  noch 

a  =  Vc^^,     also     ai  =  «]/^^~l2  ^  Y^-ZTc 
und  vertauscht   x  mit  x  -\-  h  ,    so  geht  Gleichung  (19.)  über  in 

Kiepert,  Integral-Rechnung.  4 
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^^^'^  ^Yb-'^^c  \x  +  b-\-  yw-^c) 

=  — =^  arctgf   --^^^=  )  +  ^ — ■ —   ; 

yc  —  b-'      ^\yc~b-'y      2|/c  — ^^ 

die  beiden  Werthe,  welche  man  in  den  Gleichungen  (13.)  und 

ydx 
, gefunden  hat,   unterscheiden  sich  also 
z-  +  26a;  -\-  c 

von  einander  niu-  durch  die  Constante  -^^=^-=-  • 

2yc  —  b^ 

III.  Fall.  b^  —  c  =  0,     oder    c^b-. 

Hier  wird,  wenn  man  wieder  x  -\-  b  mit  f  bezeichnet, 

j'a^+2bxVc    Jx'  +  2bx  +  ^2  -J{x  +  bf    Jf'    J     '     ""        t' 

oder 

r         dx  _  _      l 

'^'^'^•^  Jx^  +  2bx  +  b'  "  ~  ~^~^  ' 


Beispiele. 
'•  «"all.  y^  +  3)  (:r  +  4)  ^  ^  (^l)  ' 

"•  Fall.  /    ,   ,    ■ — —^TT^  =-  arctgf      ,-  ); 
^/    a;2  +  4a;  +  20         4  °  V     4     / 

/'  c?a;  1 

III.  Fall. 


\h 


+  8a:  +  16  a:  +  4 


/\Px  +  Q)clx 
Aufgabe  5.  /^^ +^3^  +  ,  =  • 


Auflösung.  Wäre  bei  dem  Bruche  unter  dem  Integralzeichen 
der  Zähler  dem  Differential  des  Nenners  proportional,  so  könnte 
die  Integration  nach  Formel  Nr.  34  der  Tabelle  ausgeführt 
werden,  nämlich  nach  der  Formel 
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In  dem  vorliegenden  Falle  ist 

f'{x)  =  2x-^  -21, 
deshalb  nimmt  man  mit  dem  g-esuchten  Integrale  die  folg-ende 
Umformmig"  vor.     Es  ist 

Px+  Q  =  {Px  +  Pb)  +  [Q  —  Pb)  =  ^  (2z-  +  2b)  +  (Q—Pb), 
folglich  wird 

r(Px  +  Q)dx    _  ßP(2x -j- 2b) -{-  (Q  —  Pb) 
J  X-  +  2bx  -\-  c~J  x'  -^  2bx  +  c  ^ 

=  l  /l2:r  +  2Z>)^fe    4-  (  Q  -  Pb)  f        ^^ 

2]  x~  +  2bx  +  c~^  ^  {jx^  +  2bx  +  c  ' 

also 

Das  Integral,  welches  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung 
stehen  geblieben  ist,  findet  man  nach  Aufgabe  4.  So  ist  z.  B. 
für  b-  —  c>  0 

fiPx  +  Q)dx 
(23a.)     /-Vt   w     i 
J  x~  ■\-2bx  +  c 

2  2]/6-^  — c    \x  +  b+yb-^~c^ 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (14.)  und  (15.) 
C  {Px+  Q)dx 


J  {x X],){X  —  x^) 

P,r,  ..  ..    ,    2Q  +  Pixi  +  x-i)    /x  —  xi\ 

—  —  1  \(x Xi)  (x Xijl  H "7 ^ 1( ) 

2    "-^  ^^  ^^  2(a;i  — a;2)  \x  —  x^J 

Aus  den  bekannten  Formeln 

1  [{x  —  Xi)  {x  —  xo)]  =  \{x  —  xi)  4-  l(a:  —  X2) , 

1  ("^ZI^")  ==  lU  _  ^r,)  —  \(x  —  X2) 

\X X2/ 

ergiebt  sich  daher 


f  (Px  +  Q)dx      ^(P,  2Q+  P(x,  +  X2)\       _ _^. 

y  (a:  —  xi)  (x  —  3:2)     V  2  2{xi  —  2-2 j      y  ^^     "^  ^^ 

/P  2Q+  P(xi-\- 
oder                                            \  2  2(r?:i  —  x-i) 


^fP       2Q  +  P{x,  +  X2)\.,  . 

+  l  o TTi ^ )K-^  — -2), 

V  2  2ixi  —  x-^        /  ' 
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f   {Px  +  Q)dx      __ 


J  [T  —  Zi)  [X  —  X2) 

— ^— [(P^i  +  Q)\{x  —  Xi)  —  (Px.  4-  Q)\(x  —  Xo)]. 

Xi  —  Xi  ''S 

Die  Richtigkeit  dieses  Resultates  kann    man  in   folgender 
Weise  bestätigen.    Es  ist 

.      ,         Px^+Q       Px<,  +  Q       {Px  +  Q)  ix,  —  :r2) 

(2o.)         • =  —, —■. > 

^  X  —  Xx  X  —  X'i  [X  —  Xi){x  —  rro) 

woraus  sich  durch  Integration  Gleichung  (24.1  unmittelbar  ergiebt. 

Beispiele. 

T    /(2.r  +  43^3:  ^  f{2x  +  l)c?:r  .^^  c^rr 

7.^2  +  ^ __  12      Jx'^  +  x-  12  7  /    _^  1 1 _  /lY 


^l(.^  +  .-12)  +  6l(^J) 


=  7l(:r  — 3)  — 5l(a:  +  4). 

Dasselbe  Resultat  findet  man  aus  Gleichung  (24.),  denn  es 
ist  in  diesem  Falle 

3-1  =  4-3,     2:2  =  —  4 ,     Xi  —  a-o  =  7 , 
P=2,     Q=43,     P:r, +  Q  =  49,     Pro +0  =  35. 


2_|_   42 

X  —  2 


n2x  —  S)dx    _  r{2x  —  4:)dx         f ^ 

ya;2  _  4:r  +  20  "/^-^^^I^^+To  "^J  (2:  —  2)^ 

=  l(:r2  -  4.r  +  20)  +  -[arctg  (^^) 

mx-l)dx    _n^x+12)~19  fdx  r  dx 


=  4l(.r+3)+      ^^ 


:r  +  3 


Die  vorhergehenden  Aufgaben  behandeln  nui'  die  einfachsten 
Fälle  der  Zerlegung  in  Partialbrüche.  In  einem  späteren  Ab- 
schnitte wird  gezeigt  werden,  wie  man  jede  gebrochene  rationale 
Function  diuch  Zerlegung  in  Partialbrüche  integriren  kann. 
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Aufgabe  6.  1  . 


Auflösung.     Mit  Eücksicht  auf  die  bekannte  Formel 
sin-.r  +  cos^^c  =  1 
erhält  man 

'dx 
sin-:?; 

folg-licli  wird  nach  Formel  Nr.  15  und  16  der  Tabelle 

r     dx  ^  .  cos^a;  —  sin-a; 

(26.)       1^-7, s-  =  te-3:  —  ctg-.-r  = -. 

^  j  sm^-r  cos^;r  sma-cosa; 

2  cos(2a-) 


/'     ^^'        _  r^m-x  -\-  Q,o%~x   j    _  fdx     .    /*< 
Jsm-xcos-xJ     sin^arcos'^a:  Jcos'x    J  si 


Aufgabe  7.  A 


sin(2:r) 
dx 


=  —2ctg{2x). 


=  p 
sma;cosa: 


Auflösung.  Dieses  Integral  ist  bereits  durch  Formel  Nr.  37 
der  Tabelle  berechnet.  Damals  wurde  die  Function  unter  dem 
Integralzeichen  so  umgeformt,  dass  der  Zähler  des  Bruches  das 
Diiferential  des  Nenners  wurde.  Man  kann  aber  die  Integration 
auch  durch  Zerlegung  ausführen.  Mit  Rücksicht  auf  die  Formeln 
Nr.  35  und  36  der  Tabelle  erhält  man  nämlich 


,   f     dx  fcos-x  +  sin^Ä;  ,        fcosxdx       /'sin 

(27.)  I-. =  / — , dx  =  / — ^ f-  / 

jsmcrcosa;    J    smx-cosa;  j    smx        Je 

=  l(sina;)  —  l(cos.r)  =  l(tg:r). 


sin  xdx 


COSa: 


Aufgabe  8.  /— 


asma:  +  äcosä:  +  c 
Auflösung.     Zunächst  wird  man   hier  die  in  Formel  Nr.  58 
der  Tabelle  angegebene  Substitution  benutzen  und 

tg(|)  =  i,     also     dx  =  — -^  , 

2t  l~t^ 

I  sma;  = ,  5        COSa;  = : 

I  1  +  ^-^  1  +  t^ 

setzen,  dann  erhält  man 


(28.) 
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/'  dx C 2c?< 

^'^^•^      J  a^mx  +  *cos.r  +  c     J2at  +  6(1  —  f^)  +  c(l  +  r^j 

_  I'  2  dt 

J  (c  —  b)t:^  +  2at  -^  [ö  +  c)  ' 
oder,  wenn  man  die  Grössen  ^i  und  ci  durch  die  Gleichungen 
(30.)  a  =  lji{c  —  b),     b -\- c  =  ci{c  —  b) 

erklärt, 

dx  2      r         dt 


31 


r  dx 2       /_ 

J  asina;  +  öcosa;  -\-  c       c  —  bjt 


+  öcosa;  -\-  c       c  —  bJt^-\-  2b^t  -\-  Ci 
Für  b^  —  ct>0  erhält  man  daher  nach  Aufgabe  4  (Formel 
Nr.  60  der  TabeEe) 

^     ''  j  ams.x-\-bz^^x^c      c~b    ^Vbi^—Cy    \;^-j-Äi+ l/ör  — c,/ 
_  1  .(t{c  —  b)  +a  —  ya^-{-  6^-^^' 


M{c  —  b)  +a—V  ä'  +  b-'—c'\  ^ 

und  für  h^-  —  ci  <:  0  erhält  man  nach  Aufgabe  4  (Formel  Nr.  62 
der  Tabelle) 

/      ,   r  dx  2  1  .   f  ^  +  ^y  \ 

(33.)  / — . 5 = 7  ~^=.  arctgf    ,_ )  , 

^      V«sm.-r  +  öC0Sa;  +  c       c—b^c^^b^^  \yci—b{^/  | 

2                    ,    /  t(c—b)-i-a  \ 
=    , =  arctgf   , :^  )  • 


§  9. 

Partielle  Integration. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  67  bis  88a.) 

Sind  1^  und  c  zwei  beliebige  Functionen  von  x,  welche  eine 
Ableitung  besitzen,  so  ist  bekanntlich  (vergl.  D.-E.,  Formel 
Nr.  28  der  Tabelle)  ^| 

(1.)  d(uv)  =  vdu  +  udc,  ■  * 

oder 

(1  a.)  udc  =  d{uv)  —  vdu ,  k 

oder,  wenn  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  integriit.  ^ 
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(2.)  Judo  =  uü  — Jodu. 

Mit  Hülfe  dieser  Formel  ist  die  Integration  der  Differential- 
Function  ndo  zurückgeführt  auf  die  Integration  von  vdu^  wobei 
es  durch  passende  Wahl  der  Factoren  u  und  dv  häufig  erreicht 
werden  kann,  ^diS>%  fvdu  leichter  zu  ermitteln  ist  alä/udv. 

Wie  dieses  Verfahren,  welches  man  ,.partielle  Integration^'' 
nennt*),  angewendet  wird,  mögen  die  folgenden  Aufgaben  zeigen. 

Aufgabe  1.  fix  .dx  =  ? 

Auflösung.  Setzt  man 
(3.)  u  =^\x,     also     de  =  dx, 

so  wird 

(4.)  du  =  ^  1         0  =:  X, 

X 

folglich  erhält  man  nach  Gleichung  (2.) 

l\x  .  dx  =  rr  .  la;  — Ix  •  —  =  .^  .  \x  —  idx, 
oder 

(5.)  J\x  .  dx  ^=  x{].x  —  1) . 

Aufgabe  2.  fxHx  .  dx  =  ? 

Auflösung.     Setzt  man  wieder 
('6.)  w  =  Irr,     also     dv  =  x'"dx, 

so  wird 

,„ ,  j        dx  x"'+^ 

{".)  du  =  —  j     V  = 


X  m  -\- 1 

folglich  erhält  man  nach  Gleichung  (2.) 

/'  :c'"+i  1       /' 

(8.)  Ix"'\x.dx=  — ^^— ,-l.r —        ^  lx"'dx 

J  m  + 1  m  +  1  / 

x"'+^  A  1    \ 

= ( ix 1  • 

m  -j-  i\  m  +  1/ 

Für  m  =z  0  geht  diese  Aufgabe  in  die  vorhergehende  über. 


*)  Die  häufig  gebrauchte  Bezeichnung   „theüweise   Integration''-   ist 
sprachlich  nicht  zulässig. 
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Aufgabe  3.  Jx .  e"'^ .  dx  —  ? 

Auflösung.  Setzt  man 

(9.)  w  =  a: ,     also     du  —  e""  .  dx , 
so  ^\'ird 

(10.)  du  =  dx,     V  = 


m 


(11.)  Ix  .  e'"*  .  dx  =  ^  •  e'"^ /e'"^  .  f/a; 

J  ^  ^iL/ 

=  — -  •  e^^imx  —  1). 

Aufgabe  4.  /isiua; .  c^.r  =  ? 

Auflösung.    Setzt  man 
(12.)  u^=x,     also     dc  =  's,mx.dx, 

so  wird 

(1.3.)  du  —  dx  ü  =  — C0S.r, 

(14.)  Jx^mx  .  ö?.r  =  —  a-COSa:  +ycosa:  .  dx 

=  — a:C0Sa;  +  sin.^•. 

Aufgabe  5.  Jx^cosx  .dx  —  ? 

Auflösung.     Setzt  man 
(15.)  u  =  x^,     also     dv  =  cos,x  .  dx, 

so  wird 

(16.)  du  =  2xdx,  0  =  sina:, 

(17.)  /r^COSrc  .  dx  —  a:^slna;  —  2yisin2; .  dx, 

folglich  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (14.) 
(18.)  /x^ cosa: .  dx  =  x-  sin x  -f  2x  cos.r  —  2  sin a: . 

Aufgabe  6.  /arcsina; .  ö^a;  =  ? 

Auflösung.     Setzt  man 
(19.)  u  =  arcsm.r,     also     de  =  dx, 

so  wird 
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dx 

(20.)  du  —     ,  '  V  —  X , 

^  \  l  —  x- 

/,  .  C  xdx 

arcsma- .  dx  =  x  arcsm:r  —  /—  ? 

folglich  erhält  man  aus  Formel  Nr.  25  der  Tabelle 
(21.)  /arcsiiia; .  dx  =  rcarcsina;  +  |/l  —  a;^  . 

Aufgabe  7.  ./arc  tg.-r  .  r/.r  =  ? 

Auflösung.     Setzt  man 
(22.)  zi  =  arc  tg:r,     also     dv  =  dx, 

so  wird 

dx 
l'+~x' 

C  xdx 


(23.)  da  =  -^^^,  v  =  x, 


iarctgx  .  dx  =  a;arctg".r  —  l~ 


folglich  erhält  man  nach  Formel  Nr.  24  der  Tabelle 
( 24.)  yarctga: .  (&  =  a:arctg:i-  —  1 1  (1  +  X-). 

Aufgabe  8.  /{Ix}"  .dx  =  ? 

Auflösung.  Setzt  man 

(25.)  u  =  (Ix)'",      also       do  =  dx , 
so  Avird 

(26.)  du  =  711  {\xY-^  •  —  j       V  =  X, 

X 

(27.)  fO-xJ"  •  dx  =  x(ixY—  ?n/{\xy"-^ .  dx. 

Das  gesuchte  Integral  ist  durch  diese  Gleichung  auf  ein 
ähnliches  zurückgeführt,  das  aus  dem  gesuchten  hervorgeht,  in- 
dem man  m  mit  m  —  1  vertauscht,  und  das  deshalb  einfacher 
ist.  Durch  wiederholte  Anwendung  der  Gleichung  (27.)  findet 
man  für  jeden  positiven  ganzzahligen  Werth  von  m  das  gesuchte 
Integral.    Ist  z.  B.  ?«  =  4 ,  so  erhält  man 
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(28.)  /(l.r)^ .  dx  =  a;(l xf  —  ^J^xf  .  dx , 

(29.)  /(l xj' .  dx  =  x(\ xf  —  3/(1  xf  .  dx , 

(30.)  /(l.r)2 .  dx  =  x{\xf  —  2/\x  .  dx, 

(31.)  ./i-^-  f^^  ==  a:l.r  ^ — -  a:. 

Indem  man  Gleichung  (29.)  mit  —  4 ,  Gleichung-  (30.)  mit 
+  4.3,  Gleichung  (31.)  mit  — 4.3.2  multiplicirt  und  sodann 
die  Gleichungen  (28.)  bis  (31.)  addirt,  erhält  man 

(32.)       /(l xf  .  dx  =  x[{\  xf  —  4  {\xf 

+  4  .  d{\xy  —  4.3.  2(lrc)  +  4.3.2.1]. 
In  ähnlicher  Weise  findet  man  , 

(33.)       Ji^x)""-  dx  =  x[(].x)"'  ^m{\xy"-'^  +  m(m  — 1)  (la;)"'-^ 1- 

.  .  .  ±  m{m —  1) . .  .  3  .  2  .la;q=  wl]. 

Aufgabe  9.  /e^ .  x'"  .dx  =  ?  _ 

Auflösung.    Setzt  man  ) 

(34.)  u  =  X'",        also        du  =  e^  .  dx,  <^ ' 

so  wird  I 

(35.)  du  =  mx"'-"^  .  dx ,  t- =  e^, 

(36.)  /e"" .  x"'  dx  =  X'"  .  e^  —  m/-^  .  .r"'-i  .  f/a:. 

Auch  hier  ist  das  gesuchte  Integral  auf  ein  einfacheres  zu- 
rückgeführt, das  aus  dem  gesuchten  hervorgeht,  indem  man  m 
mit  m  —  1  vertauscht.  Deshalb  findet  man  durch  das  gleiche 
Verfahren  wie  bei  der  vorhergehenden  Aufgabe  | 

(37.)       _/e^  .  x^'dx  =  e'[x'"  —?nx"'-^  +  m{m  —  l)x'"-^- h 

.  .  .  dr  m(m  —  1) . . .  3  .  2  .  a;  =F  ^'*  !J- 

Aufgabe  10.  Jcos-x  .  dx  =  ? 

Auflösung.     Setzt  man 
(38.)  u  =  cosa:,       also       de  =  cosa; .  dx, 

so  wird 
(39.)  du  =  —  sina: .  dx,       v  =  sinar, 

(40.)  fcos-x  .  dx  =  cos a- sin. r  +/sin^Ä;  dx. 
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Das  Integral  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  ist 
nicht  einfacher  als  das  gesuchte  Integral ;  beachtet  man  aber,  dass 

sin^a;  =1  —  cos^^:: 
ist,  so  geht  die  Gleichung  (40.)  über  in 

jco&^x  .  dx  =  cos.^sina:  +Jdx  —Jcos'^x  .  dx. 

Dies  giebt,  wenn  man  das  zweite  Integral  auf  der  rechten 
Seite  dieser  Gleichung  auf  die  linke  Seite  bringt  und  die  ganze 
Gleichung  durch  2  dividirt, 

X 


(41.)  Icoslr  .  dx  =  _ 


smx  cos.r  + 


Aufgabe  11.  /sin^a;  .dx^=? 

Auflösung.     Setzt  man 
(42.)  w  =  sina:,      also      dv  =  sin.x .  dx 

so  wird 
(43.)  du  =  cos.r  .  dx,  v  ^=  —  cosa:, 

(44.)  Jkin^x  .  dx  =  —  sina:  cos.«  +ycos-:r  .  dx. 

Das  Integral  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  ist 
7iicht  einfacher  als  das  gesuchte  Integral;  beachtet  man  aber,  dass 

cos%  =1  —  sin-:r 
ist,  so  geht  Gleichung  (44.)  über  in 

/sin%  .  dx  :=  —  sina;  cosa;  -{-Jdx  — -/sin-.r  .  dx. 

Dies  giebt,  wenn  man  das  zweite  Integral  auf  der  rechten 
Seite  dieser  Gleichung  auf  die  linke  Seite  bringt  und  die  ganze 
Gleichung  durcli  2  dividirt, 

fix 
(45. )  Ism-x  .  dx  =  —  --  sina:  cos  3;  +  ^  • 

Man  erkennt  ohne  Weiteres  den  Zusammenhang  zwischen 
den  beiden  letzten  Aufgaben.  Die  Gleichungen  (40.)  und  (44.) 
stimmen  mit  einander  überein,  und  durch  Addition  der  Glei- 
chungen (41.)  und  (45.)  erhält  man 

(46.)  Jcos^x  .  dx  -\-Jsin-x  .  dx  =Jlcosrx  +  sin-.r)f/:r  =/dx  =  a: 


'' 
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Die  Aufgaben  10  und  11  lassen  eine  wichtige  Verallge- 
meinerung zu,  die  in  den  beiden  folgenden  Aufgaben  untersucht 
werden  soll. 

Aufgabe  12.  fco8"'.T  .dx  =  ? 

Auflösung.     Setzt  man 
(47.)  u  =  GOii"'^^x,     also     dv  =  cos.-r  .dz, 

so  wird 
(48.)  du  =  —  (ni  —  1)  cos"'~-a;  sinxdx,     c  =  sina; , 

(49.)  /GOS"'.r  .  dz  =  cos'"-'*rcsin.r  -\-  {m  —  l/cos'""~-a;sin-a:dr. 

Das  Integral    auf  der   rechten  Seite   dieser  Gleichung  ist 
nicht  einfacher  als  das  gesuchte  Integral;  beachtet  man  aber,  dass 
(50.)  sin-a:  =1  —  cos^a:,  also  cos"'~^rrsin^:r  =  cos^-^-r  —  cos'"^- 
ist,  so  erhält  man 

(51.)ycos"'Ä: .  dz  =  cos'"~^a;sina;  +  ('«  —  l)Jcos,"''^z  .  dz 

—  {m  —  l)ycos'"a: .  dz, 

oder,  wenn  man  das  zweite  Integral  auf  der  rechten  Seite  dieser 
Gleichung,  w^elches  mit  dem  gesuchten  Integral  identisch  ist, 
auf  die  linke  Seite  bringt  und  die  ganze  Gleichung  durch  m 
dividii't, 

y'^                       1                               m  —  1  /' 
cos'".r  .  dz  =  -  cos^'-^zsinz  -\ /cos'""'^rr  .  dz. 
m,                                  m    J 

Für  m  =  2  geht  diese  Gleichung  in  Gleichung  (41.)  über. 

Das  Integral  auf  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (52.) 
geht  aus  dem  gesuchten  Integral  hervor,  indem  man  m  mit 
m  —  2  vertauscht,  und  wird  daher  einfacher,  wenn  ???  ^  2  ist. 
Es  sei  z.  B.  m  ■=  ^,  dann  wird 

r  i  1  r  ^ 

(53.)  /cos^.r-  .dx=--  cos'ÄTsina:  -f  -  Icos^'.?- .  dz, 

(54.)  Ico^^x  .  dz  =  -  cos5a;sinic  -f  -  fcos^z  .dz,  a 

(55.)  /cos*:r  .  dz  =  -  COS^a-sina;  -f  -  jcos-z  .  dz, 

yl  z  t 

cos~z  .  dz  =  -  cos  .r  sin  .r  +  ^  •  ■ 
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7 
Indem    man    Gleichung   (54.)    mit  -  ?   Gleichung-  (55.)  mit 

7      5  7     5     3 

ft~~  S  '   ^l^i^^^^^"^   (^^0  1^^^  s~~fr^  multiplicirt  und  sodann  die 

Gleichungen  (53.)  bis  (56.)  addirt,   erhält  man 

.  (57.)  /cos**.r  .  dx  =  sina;  ( -COS^a;  +  t —   cos^a;  +  - — ^ — -  cos^a: 
j  \o  o  .  D  8  .  6  .  -4 

,       7.5.3  \   ,    7 . 5 . 3  .  1 

+  876TT;2'=0'^)+8T6T4T^"- 

In  ähnlicher  Weise  findet  man 

y'^                                                     / 1                                     ß                                          ß         1 
COS'.r  .  dx  =  sina;  (  _  C0S^;r  +  - — -  cos*.r  -\ *—      cos-:c 
\7                  7.5                  7.5.3 

^7.5.3.1/ 
Man   wird  jedoch   in   allen  Fällen,   wo  m  =  ln  -\-  \  eine 
ungerade  Zahl  ist,  fQ,o^'"xdx  lieber  mit  Hülfe  von  Formel  Nr.  42 
der  Tabelle,  nämlich  mit  Hülfe  der  Formel 

/cos-"+^r  .  dx  =  J(l  —  sin-:r)«  .  d(smx) 
berechnen.     Für  m  =  7  findet  man  dann  z.  B. 

(59.)  Jco&'x  .  dx  ==  /(l  —  3sin^.r  +  3sin*a;  —  sin%)c/(sinÄ;) 

.  „      ,    3    .  ,         1    .  . 

Man  kann  die  Ueberetnstimmung  der  beiden  Kesultate  in 
Gleichung  (58.)  und  (59.)  leicht  nachweisen. 

Ist  dagegen  m  eine  gerade  Zahl  und  positiv,  so  ist  man 
auf  die  in  Gleichung  (52.)  enthaltene  Recursionsformel  angewiesen. 
Dabei  findet  man  ähnlich  wie  in  Gleichung  (57.) 

/'  r  2  27^ 1 

(60.)  /cos-"rc  .  dx  =  sin  x  -   COS^"~*:r  +  — ^^- -- 

J  i2n  2n{2?z  —  2) 


cos^ 


,      (2w  —  1)  (2n  —  3)  .„ ^  ,      , 

^2^.(2w  — 2)(2«  — 4)^^^       -"^^ 

{2n  —  1)  (2n  —  3)  ...  5  .  3    , 
•    2n{2n  —  2)  (2w  —  4)  .  .  .  4  .  2  ^^^'' 
(2n  —  L)(2n  —  S).  ..5.3.1^ 
2n{2n  —  2)  (2w  —  4)  ...  4  .  2 


62  §  9.     Partielle  Integration. 

Die  Richtigkeit  dieser  Formel  kanii  man  mit  Rücksicht  auf 
Gleichung  (52.)   durch  den  Schluss  von  n  auf  n  +  1  beweisen. 


Aufgabe  13. 


r  dx  _ 

Jcos"x  ~ 


Auflösung.  Die  Gleichung  (52.)  bleibt  auch  dann  noch 
richtig,  wenn  m  eine  negatioe  Zahl  ist.     Setzt  man  z.  B. 

m  =  —  (w  —  2)  =  —  w  +  2, 
also 

m  —  1  =  —  w  +  1  =  —  (w  —  1 ) ,     m  —  2  =  —  w , 
so  geht  die  Gleichung  (52.)  über  in 

r   dx sina: —{n  —  1)  f^x 

^^^' '  ycös"^  ~"  —  (w  —  2)  cos"-'a;  "^  —  (w  —  '2)J  to^"x  ' 

In  diesem  Falle  ist  aber  das  Integral  auf  der  Unken  Seite 
der  Gleichung  einfacher  als  das  auf  der  rechten  Seite.  Deshalb 
bringt  man  die  Gleichung  (61.)  auf  die  Form 

n  —  1  f  dx    sin  X  r  dx 

n-^J cos"x  ~~  (w  —  2)  cos"-'a;     Jgos''-^x  ' 
oder 

f  dx     _  sina;  n  —  2    r  dx 

^  '"■'^  Jc0S"x  ~  {n  —  1)  COS^-^a;       n  —  lJcos"~-n 

Es  ist  z.  B.  mit  Rücksicht  auf  Formel  Nr.  39  der  Tabelle 

f  dx    sina;        S    f  dx 

■'^  JcoB^x  ~  4  cos%      ijcos^x  ' 

r  dx    s>mx        1    f  dx 

^     '^  /cos%  ~"  2cos'^a;      2jcos,x 


3.  1 


also,  w^enn  man  Gleichung  (64.)  mit  ^  ,  Gleichung  (65.)  mit  ^-^ 
multiplicirt  und  die  Gleichungen  (63.)  bis  (65.)  addii't, 

.   f  dx  sina:  3sm3:         ^  •  ^  i  Ff oY^ __ ^  VI 

^^^'Vcös^^  ~4cÄ"^4.2cos-^a:      4.2    L°\4       2/1 
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Für  n  =  4  erhält  man 


C  dx    _    siua:     ,   2  y 


siua:     .    2  1^  dx 
3  fcos^x 


sinx     ,   2  , 


3  COS^ä;       3 
Man  wird  aber,  wenn  n  eine  gerade  Zahl  ist,  zur  Berech- 

nung-  von  / zweckmässiger  die  Formel  Nr.  50  der  Tabelle 

*         Jcas^'x  ® 

anwenden,  nach  welcher 


wird.     In  dem  vorliegenden  Falle  ist  z.  B. 

Aufgabe  14.  ysin"'rr  .dx  =  ? 

Auflösung.    Setzt  man 
(70.)  u  =  sin'"-^.?:,     also     do  =  sinx  .  dx, 

so  wird 
(7 1 .)         c^w  =  (m  —  1  )sin'"""-Ä;  cosxdx ,     v  =  —  cos« , 

(72.)  /sin'". r  .  dx  =  —  sin"'"-*a:coSÄ:  -f  {m  —  l)/sin'""-.'rcos-a:(i'.r. 

Das  Integral  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  ist  mchf 
einfacher  als  das  gesuchte  Integral;  beachtet  man  aber,  dass 
(73.)  cos-a;  =1  —  sin-a;,      also     sin'"-'-a;cos-Ä;  =  sin'"-"^^:  —  sin'"2: 
ist,  so  geht  Gleichung  (72.)  über  in 

^in"'.r  .  dx  =  —  sin'"-^a:cos.r  +  {m  —  l)^in"'~-.:^- .  dx 

—  (m- —  1)  /a\iV"x  .  dx. 

Dies  giebt,  wenn  man  das  zweite  Integral  auf  der  rechten 
Seite,  welches  mit  dem  gesuchten  Integi^al  identisch  ist,  auf  die 
linke  Seite  bringt  und  die  ganze  Gleichung  durch  m  dividirt, 
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(74.)  huV'x  .  dx  = sin"'-':rcosa;  + lsm'"-'^x  .  dx. 

J  m  m   J 

Für  ni  =  2  geht  diese  Gleichung  in  Gleichung  (45. )  über. 

Das  Integral  auf  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (74.) 
geht  aus  dem  gesuchten  hervor ,  indem  man  m  mit  m  —  2  ver- 
tauscht ,  und  wird  daher  einfacher  füi'  m  ^  2.  Es  sei  z.  B. 
w  =  8 ,  dann  erhält  man 

(75.)        jsm^x  .dxr=  —  --  sin'.r  cos.r  +  ^  pix^x  .  dx, 
(76.)       /sin'''a:  .dx= ,  sinV  cos  x  +  '^  Ism^x  .  dx, 

(77.)       /sin%  .  dx  =  —  -  sin^.r  cos  2;  +  t  /sin-.?: ,  dx, 

, /*.  „       ,  1    •  ,  ^ 

(/8.)        Ism-a; .  dx  =  —  -  sm  a:  cos  :r  +  -  • 

Dies  giebt  ähnlich  wie  bei  fco&^x .  dx 


7  7.5 

;7'j.)  Ism^x  .dx  =  —  cos.r  (  f,-  sin':r  +  - — -  sin^a:  +  - — ' — -  sin^a; 

0.0  0.0.4 


.)  Ism^x  .  dx  =  —  cos.r  (  ^- 


.      7.5.3      .      \,    7.  5. 3.1 
+  87674^2 ''"^)  +  ST6T  472 
In  ähnlicher  Weise  findet  man  für  w  =  7 

6  .  4 


(80.)  Isin'a: .  dx  =  —  cosrc  (  --  sin^a;  +  — -^  sin*a;  + 


7.5.3™"^ 


^7.5.3.1/ 
Man   wii'd  jedoch    in   allen  Fällen,    wo  m  —  2w  +  1   eine 
ungerade   Zahl   ist ,  ysin'"  rr .  f/a:   lieber    mit  Hülfe   von  Formel 
Nr.  43  der  Tabelle,  nämlich  mit  Hülfe  der  Formel 

ysin-"+^a; .  dx  =  — j\\  —  cos2a:)"c?(cosa;) 
berechnen.    Für  m  =  7  findet  man  dann  z.  B. 

(81.)ysin'a: .  dx  —  — f{\  —  3  COS-:r  +  3C0S*.r  —  C0S''2;)c?(C0Sa:) 

3  1 

=  —  COS:r  +  COS^iC  —  -  COS^:i:  +  -  COS'a;. 
5  7 
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Wenn  dagegen  m  eine  gerade  Zahl  ist,  so  ist  man  auf  die 
in  Gleichung  (74.)  enthaltene  Eecursionsformel  angewiesen. 
Dabei  findet  man  ähnlich  wie  in  Gleichung  (79.j 


(82.J  km-"x  .dx  =  —  COSa;    — 


2^ 1 

sin2»-ia:  H-  -—,- -r  sin2«-% 

2n{2n  —  2) 


,      (2;i  — 1)(2»  — 3)      .  ,     , 


+ 


2n{2n  —  2)  {2n  —  4) 

(2n  —  l)(2n  —  S)...5.S 
2n{2n  —  2)  (2n  —  4) ...  4  .  2 


sma: 


Aufgabe  15. 


(2^  — 1)(2/?  — 3)...5.3.1^ 
'^  2n{2n  —  2)  (2??  —  4)  ...  4  .  2 

fdx    _  ^ 
Jsin'^x  ~~  ' 

Auflösung.    Auch  Gleichung  (74.)  bleibt  noch  richtig,  wenn 
m  eine  negative  Zahl  ist.     Setzt  man  daher  wieder 

m  =  —  (n  —  2)  =  —  »  +  2, 
also 

m — 1  =  — n -\- 1  =  —  {n  —  1),     m  —  2  =  —  n, 
so  geht  Gleichung  (74.)  über  in 

'      f83  ^  f  ^^      = COS^r  —  (^  —  1)  fdx    _ 

•    ''  j  sin"-^^;  —  (w— 2)  sin'*-*.i-      —  (w  —  2)y  sin^a: ' 

Daraus  folgt  in  ähnlicher  Weise  me  vorhin 
1  ,         r  dx    _  cosa;  n  —  2    C    dx 

f     ^     ''      Jsm"x  ~  ~  (w  —  l)sin"-i:r      n  —  ij  sin^-^a;  ' 

Es  ist  z.  B.  mit  Rücksicht  auf  Formel  Nr.  38  der  Tabelle 


(85.) 

(86.) 

(87.) 
also 


fdx 

'sin^ic 

'dx 


Jsu 

r  dx 

Jsm^x 


COSa: 

4sin*ic 

C0S:r 

2  sin-:r 


^ysi 


dx 

sin^o; 

dx 


(88.)       p^  = 


cosa; 


4  sin^-r 

Kiepert,  Integral-  Rechnung. 


3c0Sic      ,3.1, 
4.2  sin'^a:       4.2 


Kl)] 
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feix 
Ist  71  eine  gerade  Zahl,  so  wird  1^—-  zweckmässiger  durch 
^  ysin"r?;  ^ 

die  Formel  Nr.  51  der  Tabelle,  nämlich  durch  die  Formel 


I 


ermittelt.    Es  ist  z.  B. 


^^^-^/^  ^  ~ß  +  ctg:2:r)J(ctg:r)  =  -  ctg:^:  -  ^  ctg^:,. 

Auflösung.    Die  Aufgabe  ist  mit  den  vorhergehenden  nahe       ; 
verwandt,  denn,  setzt  man  ! 


a;  =  asin^,     also     dx  =  acostdf,     Ya^  —  a;2  =  acos^j 
so  wird  I' 

y'^  x"*dx  f a'"  sm"' f,  .a  cos  tdt  f. 

Ya^—x^     J  <^COSt  J 

Die  folgenden  Umformungen  entsprechen  deshalb  Zeile  für 
Zeile  denen  in  Aufgabe  14.    Hier  setzt  man 

(90.)  u  =  x"'-\     also     do  =  '       , 

Yci^ — x^ 

dann  wird  nach  Formel  Nr.  25  der  Tabelle  i. 

(91.)  du  =  (m~  l)x"'-^~dx,     V  =—Ya^^^, 

y^  x^dx  f 

=  —  a:"'-*  ]/a2— 2;2  +  {m  —  l)jx'"-MxYo^—x:K 

Das  Integral  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  ist  nicht 
einfacher  als  das  gesuchte  Integral;  beachtet  man  aber,  dass 

ya2  —  a:2  =  ^ ^  ,  also  dass  x-^-'-Ya'—x'~ 


Ya^—x^  Y'a^—x^ 
ist,  so  geht  Gleichung  (92.)  über  in 

f  x^'dx                   \-,/-ö ?  ,    /  ^.r(a'^x'"-^—x'")dx 

J  ya^ — x^  J         Va^  — 


x" 


§  9.     Partielle  Integration.  67 

Dies  giebt 

Jya'-  —  x^  JYa'  —  x^ 

f  x'"dx 


X'- 

Das  zweite  Integral  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung 
ist  mit  dem  gesuchten  Integrale  identisch.  Bringt  man  dasselbe 
auf  die  linke  Seite  und  dividirt  die  ganze  Gleichung  durch  m, 
so  fiudet  man 

(93.)  r^-^^    ^_g!:il|/;^-;^  +  (^-i>Yf--^^  . 

In  dieser  Formel  geht  das  Integral  auf  der  rechten  Seite 
der  Gleichung  aus  dem  gesuchten  Integral  hervor,  indem  man 
m  mit  m.  —  2  vertauscht.  Es  ist  daher,  wenn  die  ganze  Zahl 
m  ^  2  ist,  einfacher  als  das  gesuchte  Integral. 

Für  m  =  6  erhält  man  z.  B.  mit  Rücksicht  auf  Formel 
Nr.  22  der  Tabelle 

J  Va  — x'  o 


b  /  1/  //■' — X'' 


,   ^  ,         r  x^dx  ^^i/-ii s   .   3«^  /'  x^dx 

(95.)        /  , — -ya 


(96. 


]/a2_^2  4  '  4j-|/ä2_^2 

7]/«2_.^2  2  »^  ^  2yi/a2_ 


(97.)       l- '. =  arcsinf  -  V 


5  a- 
Indem  man  Gleichung  (95.)  mit  — ~  >  Gleichung  (96.)  mit 

6 

5    3a*  5    3    1  a^ 

'    ■   ?    Gleichung   (97.)   mit   — ^ — ^ — —    multiplicirt    und    die 

D  .  4  o  .  4  .  2 

Gleichungen  (94.)  bis  (97.)  addirt,  erhält  man 

(98.)        ?^£=  =  ^V'?^-?f^  +  5aV       5^3<A:N 

^      '      Jya?—x^  *  V6  ^  6.4  ^6.4.2/ 

,   5.3.1    ,        .    /x\ 

+ 67472 ''''■■'^^y- 
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In  ähnlicher  Weise  findet  man  fiii'  m  =.  1  mit  Rücksicht 
auf  Formel  Nr.  25  der  Tabelle 

'^  ''^yi/«2_^2  ^  V7^  7.5^7.5.3  ^7.5.3.iy 

Man  wird  aber  die  in  Gleichung  (93.)  enthaltene  Eecursions- 
formel  nur  anwenden ,  wenn  m  eine  gerade  Zahl  ist.  Für 
ungerades  m,  also  für  m  =  2n  -}-  1  führt  die  Substitution 


(100.)  ]/a2  —  x^  =  t 

schneller  zum  Ziele.     Es  wird  dann  nämlich 

ä^  ■ —  x^  =  i-,     X-  =  a-  —  f,     xdz  =  —  tdi, 
also 

,       rx^''+'dx  f(a'-  —  1?-Ytdt  r  ,        ,,    , 

so    dass  man  nui^  eine  ganze  rationale  Function  zu  integriren 
hat.     Es  ist  z.  B. 

f  ^_  =  _ /(«e  —  SaH"^  +  SaH*  —  t^)dt 
Jya^ — x^  J 

=  —(aH  —  a*^3  _j_  I  ^^2^5  _  1  f\ 

oder,  wenn  man  für  t  den  Werth  aus  Gleichung  (100.)  einsetzt, 

'"'•)    }W^^  =  ~ '^  (^  +  775  +  7T6-.T 

6  .  4  .  2a6  \ 
7.5.3.1/ 

Das  in  Gleichung  (98.)  enthaltene  Resultat  kann  man  so- 
gleich verallgemeinern.     Setzt  man  nämlich 

^  .  ,        rr^        3rt-3- 
^^("^  =  4  +  472' 

^^(^)  =  6  +  6TT  +  674T2' 
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(103.)  G.i.)  =  -  ^-  +  ^  2.(2.  -  2)      + 


(104.)        G,.+.(.)  =  ^^-^  +     (,^^  ^  ,^    ,^^     + 


(2.-1)  (2.  —  3) .  . .  Sa^"-^'x 
"^          2.^2^^^  2)...  472  ' 

'■  +  l)a^a:2»-' 
I.  4-  2) .  2n    ~^ 
{2n  +  1)  (2.  —  1)  .  .  .  Sa^"x 


+ 


(105.) 
so  wird 


(2w  +  2)  .  2.  .  (2.  —  2) .  .  .  4  .  2 
_  (2. —  1)  (2.-3).  ..3.  1 
^"  ~         2w(2w  —  2)  ...  4  .  2        ' 

G,{z)=:^  +  ^-G,ix), 
G,{x)=^^  +  '^^G,{x), 


(106.)    ^"..(^)=.,f:^,+^-^^ 

/in7^  2n+l 

(107.)  ^"+^  =  2M^'"- 

Nach  Einführung  dieser  Bezeichnungen  erhält  man 
(108.)      f^^  =  cn .  a^'^arc  sin  (-\  --[/a^-^^^ .  GJx). 

Die  Richtigkeit  dieser  Formel  kann  man  durch  den  Schluss 
von  n  auf  n  +  1  beweisen.  Es  ist  nämlich  nach  Gleichung  (93.) 
für  m  =  2»  +  2 

rz'^^+'Mx  _         a;2«+i         ^_   ^       (2«  +  l)a^  f  x^"dx 

JyW^' ~ "~ ^+^  ^a  — :^;  +   2.  +  2  Jy^^- ' 

oder,  wenn  man  voraussetzt,   dass  Gleichung  (108.)  richtig  ist, 

fx^^+'-dx  a:2"+i    ,/^ 5   ,    (2. +  I)a2  .     /a;\ 

J]/a2_^2  2.  +  2  '^  ^      2.  +  2       "  \aj 

also  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (106.)  und  (107.) 
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(109.)  /^!^^=cn+,a2«+2arcsin0')  — Vo^^:::^.  Gn+,{x). 

Ist  also  die  Gleichung  (108.)  richtig,  so  bleibt  sie  auch 
richtig,  wenn  man  n  mit  w  +  1  vertauscht.  Aus  den  Gleichungen 
(94.)  bis  (98.)  erkennt  man,  dass  die  Gleichung  (108.;  für  n  =  1, 
2  und  3  richtig  ist ,  folglich  bleibt  sie  auch  richtig  für  /^  =  4, 
5,  6,...,  d.  h.  für  alle  ganzzahligen,   positiven  Werthe  von  n. 

Aufgabe  17.  /x'"dccyä^^7^  =  ? 

Auflösung.    Es  ist 

(110.)  x"'ya^—x-  = 


folglich  wird 

(111.)  lx'"dxyaP^—x^  =  a^l- /  ,  • 

Nun  erhält  man  aus  Gleichung  (93.)  durch  Vertauschung 
von  m  mit  w  +  2 

Subtrahkt  man  diese  Gleichung  von  der  vorigen,  so  ergiebt 

sich 

/* a;"'+*      u^      r  x'"'dx 

(IVd.)    x'^dxya^—x'  =  —-=,  yd'—x'-  +  — --/   .' • 

Das  Integral  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  kann 
man  dann  weiter  durch  die  in  Gleichung  (93.)  enthaltene  Kecur- 
sionsformel  reduciren.  Man  findet  z.  B.  für  W2  =  o  mit  Rück- 
sicht auf  Forßiel  Nr.  22  der  Tabelle 

(114.)  jdx  yiF^^^^  =  I  y  a^^^^  +  ^  arc  sin  ('^  y 

und  für  m  =  1  mit  Rücksicht  auf  Formel  Nr.  25  der  Tabelle 

(115.)       Ixdxya^^^^'  =  |:ya2— ^— ^Vo^:^^ 

=  —  ^  («^ — x:")  yu^^' . 
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Auch  hier  wird  in  dem  Falle,   wo  der  Exponent  m  eine 
■ungerade  Zahl  ist,  die  Substitution 

y a^ X^  =^   t,       .^2  =:  ft2  ^2^       ^f^^  _.  f^^ 

schneller  zum  Ziele  füliren.    So  ist  z.  B. 


jzdx\/a^-—x^  =  —ft^dt  =  —  ^ 


Aufgabe  18.  /--  =  ? 


woraus  sich  wieder  das  in  Gleichung  (115.)  gefundene  Eesultat 
ergiebt. 

dx 

Auflösung.    Gleichung  (93.)  bleibt  auch  dann  noch  richtig, 
wenn  m  eine  negative  Zahl  ist.     Setzt  man  z.  B. 

w  =  —  {n  —  2)  =  —  n  -\-  2, 
also 

m  —  1  =  —  n  -{-  1  =  —  {n  —  1),     m  —  2  =  —  ?i, 
so  geht  Gleichung  (93.)  über  in 


J  x^'-^Y'a^^^'  ~  (n  —27^'^        —{n  —  2)J^^y^zT^i ' 

In  dieser  Gleichung  ist  das  Integral  auf  der  Nn/cen  Seite 
einfacher  als  das  auf  der  rechten.  Deshalb  vertauscht  man  beide 
Seiten  der  Gleichung  und  findet  durch  Multiplication  mit  dem 

Eactor  -, -v^ 

[n  —  1)«" 

,  /'       dx  y a- — x^  n  —  2     /"        dx 

Vx'^y^a^^^'  ~  ~  (w  —  l)a2,r«-i       {n  —  l)a:^xn-2y:^ZZ^2  ' 

Es  ist  z.  B.  für  n  =  2  in  Uebereinstimmung  mit  Formel 
Nr.  29  der  Tabelle 


dx         _  _  ya?  —  x^ 
x'-y a^ — x^  ^  ^ 


(117.)  /- 

—  durch  wieder- 

^2myß2_3.2 

holte  Anwendung  der  gefundenen  Kecursionsformel  immer  zurück- 
führen.    Dagegen  gelangt  man  für  ungerade.  Werthe  von  n  zu 
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dx 


f. 


j   auf  welches  die  in  Gleichung  (116.)  enthaltene 

xya^  —  ^^ 

Formel  nicht  mehr  anwendbar  ist,  weil  die  rechte  Seite  die  Form 
oo  — oo  annimmt.  Man  erhält  aber  nach  Formel  Nr.  28  der 
Tabelle  

(118.)  /— ==  = H— ^-^^ )• 

Aufgabe  19.  /  , =  ? 

Jy  a^  +  ^^ 

Auflösung.    Setzt  man 

ccdx  ' 
(119.)  u  =  x"'-\    also     dv  =^ 


yd'  +  a:2 
so  erhält  man 

(120.)  du  =  {m  —  l)x"'--dx,     V  =  f/oM-  a;^ 

(121.)  £-^^^  =  :r"'-i  VoH-"^  —  ('^i  —  1)  lx"'-''dxyc^-f^^. 
Jy  a-  -\-x'-  J 

Das  Integ-ral   auf  der   rechten  Seite  dieser  Gleichung  ist 
nicht  einfacher  als  das  gesuchte  Integral;  beachtet  man  aber,  dass 

ist,  so  geht  Gleichung  (121.)  über  in 

(122.)      (^^  =  ."'-  y^^-.^  -  im  -  l).-y;-^^-^^^ 


(m  —  1)  /— =  • 


Bringt  man  das  zweite  Integral  auf  der  rechten  Seite  dieser 
Gleichung,  da  es  mit  dem  gesuchten  identisch  ist,  auf  die 
linke  Seite  und  dividirt  die  ganze  Gleichung  durch  m,  so 
erhält  man 

Es  ist  z.  B.  für  w?  =  0  mit  Rücksicht  auf  Formel  Nr.  23 
der  Tabelle 
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(124.)  /— ==  =  --  YaF^x^  —  -r-  /-=.-=  , 

(126.)       r£^  =  ^  y^qr^  _  t  f  d^     , 

(127.)     [^7$= = K^  +y«^+^'). 

J  ya^-\-  x^ 
Dies  giebt 

5.3.1 


6.4.2 
In  ähnlicher  Weise  findet  man 


aH(x+y^F+x'^). 


^        !fW+^^~^  \'        7.5+   7.5.3        7.5.3.1;' 

man  wird  aber,    wenn  m   eine  gerade  Zahl  ist,    schneller   zum 
Ziele  kommen,  indem  man  die  Substitution 

y«q_-^^^      ^2^t^_a\    --^^^  =  dt 

anwendet.    So  findet  man  z.  B. 

(130.)      f£^^  ^  ß^^f  ^  ^6  _  ^aH*  +  3a*^2  _  ^ey^ 
J  y«-  +  ä;^     ./  y 

= h  «^^  —  tt^f  • 

7  5 

Die  vorstehenden  Formeln  bleiben  sämmtlich  noch  richtig-, 
wenn  man  +  a-  mit  —  a-  vertauscht.    Dadurch  findet  man  z.  B. 
[j    aus  Gleichung  (123.) 

(131.)  /;^^_^^^-y^^+(^^i>7:;:^, 

yy^2_„2        m  m      Jy^c^—a'i 

aind  aus  den  Gleichungen  (126.)  und  (127.) 
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(132.)  f-^-^ ^^y^^^  +  ^ i(^  +  y^^a^). 

Aufgabe  20.  fx'^dxyW^'x^  =  ? 

Auflösung.    Es  ist 

(133.)  x^-  ya^  +  x^=    V~^r-^  ' 

folglich  wird 

{ 1 34.)      Ix"'dx  yaP'  +  x^  =  a"  H=  +    -?^=^  ' 

Nun  erhält  man  aus  Gleichung-  (123.)  durch  Vertauschung 
von  m  mit  m  +  2 

(135)  /^"-^^  ^  ^""^^  V^M'^      ^""^ "^  ^^^'''  f  — —  - 
■  V  l/a^  +  a;2       »^  +  2  '^  ^  +  2  J  -|/a2  ^  ^2 

Addirt  man  diese  Gleichung  zu  der  vorigen,  so  ergiebt  sich 
(136.)    x-^dxyd^  +  x^  =  ^  ]/a2  +r.2  +  JL^L^J^  . 

Das  IntegTal  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  kann 
man  dann  weiter  durch  die  in  Gleichung  (123.)  enthaltene 
Recursionsformel  reduciren.  Man  findet  z.  B.  für  m  =  0  mit 
Rücksicht  auf  Formel  Nr.  23  der  Tabelle 

dxy^^^^-  =  |y^"^  +  ^"  i(.-r + yä^^'), 

und  für  m  =  l  mit  Rücksicht  auf  Formel  Nr.  26  der  Tabelle 

(138.)4c/Ä:l/aH^'^=|V«M^^+  "^]/«^-f^=3^  («'  +  ^')  • 

Auch  hier  wird  man  in  dem  Falle,  wo  der  Exponent  m 
eine  ungerade  Zahl  ist,  besser  die  Substitution 

Yd'  +  .^2  =  ?* 

benutzen. 

Durch  Vertauscliung  von  +«^  mit  —  «^  gehen  die  Gleichungen 
(136.)  bis  (138.)  über  in 
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x"hlx 


t-^dx  Yx^  —  a'  =  ^—  y^2_«2 ^  / 

m  +  2'^  m  +  2jy 


Yx'^  —  a'^ 
(140. )      Idx y¥^^  =  ^ Yx'-^a^  —  T.l(x-^  y^^^') , 

(141 .)      Ixdx  y¥^^'  =  ~  (x'  —  a2)]/^JZr^ , 

Aufgabe  21.  f    ,^ =:  ? 

Jx^Ya^'  +  x'- 

Auflösung.     Gleichung  (123.)  bleibt  auch  dann  noch  richtig, 
wenn  ?n  eine  negative  Zahl  ist.    Setzt  man  z.  B. 

m  =  —  (71  —  2)  =  • — ■  n  -{-  2, 
also 

m  —  1  =  —  w  +  1  =  —  {'^  —  1) ,     f^i  —  2  =  —  n. 
SO  geht  Gleichung  (123.)  über  in 

(  42  )f         '^^  —  —     V^^^  +  ^^    (?^  —  l)a^  r       dx 

J x^-'^l^-^^^^'       {n  —  2)x"-^  71  —  2  A"]/^M^'* 

Vertauscht  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  mit  einander 

n  —  2 

und  multipliciit  mit  dem  Factor  —  -. — -^  >  so  erhält  man 

{n  —  l)a2 

.  ,  ,  /*       dx  y«-  +  ^"  n  —  2    /'        dx 

Es   ist  z.  B.  für  /?  =  2  in  Uebereinstimmung  mit  Formel 
Nr.  31  der  Tabelle 


(144.)  f 

J  X 


dx  ]/a2  + 


X- 


y'"       dx 
,  '    ■         durch    wiederholte 

Anwendung  der  in  Gleichung  (143.)  enthaltenen  Eecursionsformel 
immer  zurückgeführt  werden.     Dagegen  gelangt    man   in  dem 

yC     dx 
— =  >  auf  welches 
xYci'^  +  ^'"^ 
die  in  Gleichung  (143.)  enthaltene  Formel  nicht  mehr  anwendbar 
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ist.  weil  die  rechte  Seite  die  Form  —  oo  -)-  cxd  annimmt.     Man 
erhält  aber  nach  Formel  Nr.  30  der  Tabelle 


dx^ _       1    /g  4-ya2-|-a:2\  I 


(145.)  /l^_  =  _il(< 


Vertauscht  man  +  a-  mit  —  a^,  so  gehen  die  Gleichungen 
(143.)  und  (144.)  über  in 

(]-]^)f  ^^  —  Vx^—a^  (Vergl.  Formel  Nr.  33  der 
^       Hx'Y^^^a^'  a'x      '  Tabelle.)  , 

m 
Auf  dieses  Integral  lässt  sich    / ,  durch  wieder- 

^  y^2my^2_ß2 

holte  Anwendung  der  in  Gleichung  (146.)  enthaltenen  Eecur- 
sionsformel  immer  zurückführen.     Dagegen  gelangt  man  in  dem 

yr     dx 
—  ?    auf  wel- 

xyx'^ — a^ 

ches  die  in  Gleichung  (146.)  enthaltene  Formel  nicht  mehr  an- 
wendbar ist,  weil  die  rechte  Seite  die  Form  oo  —  cg  annimmt. 
Man  erhält  aber  nach  Formel  Nr.  32  der  Tabelle 

(148.)  / — ,  = arc  sinf  ~  )  • 


§   10. 

Integration  durch  Einführung  trigonometrischer 
Functionen. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  89  bis  91.)  1' 

Integrale  von  der  Form  .  i 

/f{x,  yä''^^^)cix 

i 

werden  häufig  durch  die  Substitution  1 1 


t 


§  10.     Einführuag  trigonometrischer  Functionen.  77 

(1-)  X  =  aamf 

auf  einfachere  zurückgeführt.    Es  wird  dann  nämlich 
(2.)  dx  =  acostdt,     Ya^—^-  —  acosi, 

also 

(3 .)  J/\z,  Yd^ — x^) dx  =Jf{a  sin  t,  acost) .  a  cos  tdt , 

wobei 

(4.)  sm^=-,  cos^=  ^  ,igt=    JL_,ctgt=^ -' 


<^  «  l/r/2 ^2 


«^ X' 


Vehungs  -  Beispiele. 

y:c2|/^2Z:^       aym\H~       d^^^    ~~  d^x 

(Vergl.  Formel  Nr.  29  der  Tabelle.) 

/      ^  ClT  /  ß 

2)       / =  a2  /sin2^ dt  =  --\t  —  sin  t(LQ^t) 

J  yd^ — x"^  J  ^ 

=  —  arcsinf-) v,V(-i^ — x"^   • 

(Vergl.  Formel  Nr.  77  der  Tabelle.) 
,         /*  dx  r        acostdt  r        dt 

Indem  man  Zähler  und  Nenner  dieser  Diflferential-Function 
durch  cos-i!  dividirt  und  die  bekannten  Formeln 

^'^    =ditgt),    -V,=  l+tg^^ 


COS^^  V  ö   /7      ^Qg2^ 

beachtet,  findet  man 


r        dx  _  f      d(tgt) 

Setzt  man  jetzt 

(6-)  'g«  =  -'.     T?4^.  =  ^'. 

so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  Formel  Nr.  21  der  Tabelle 
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f  dz __1 r   dz 1  1  /z\ 

oder 

(7.)     / =  -~.z=zr.^=  arc tg  (    \— ^—  )  • 

Bei  Integralen  von  der  Form 

kann  man  häufig  die  Substitution 

(8.)  X  =  atgt 

mit  gutem  Erfolge  anwenden.    Man  erhält  dabei 

/  ^  \  7  f''dt       _  /— a 

(9.)  dx  = -,    ya^  +  x^= -, 

cosH      '^       '  cos^ 

also 

(10.)     Ja.,  y^+^)u.  =ff(utgt,  ^). ^L, 

wobei 

(11.)       sin?;=-7==^5   cos^=— ^  >   tg;f  =  ~,ctgt  = 

")/a2H-a;2  Va2+a;2       ^         a        ° 

Uebiiiigs  -  Beispiele. 

sin^'c?'^ 


JY^+l^-     J     COsH .  cosH  .a      ~  "  y    cos*i5 
oder,  wenn  man 

cos  ^  =  2,     also     sin  tdt=^  —  dz 

setzt, 

Indem  man  schliesslich  noch 


a 
=.  cos;*  = 


l/a2  +  a:2 
setzt,  findet  man 
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/•  xHx      _a3/(]/äM^^)^       3l/^+^2\ 


=  l]/a2^^.(^2_2a2). 


cos*f{ .  cos?^       1  rzo%Hdt, 


-  r     dx        _  1  /ac??! .  cos*f{ .  cos?^  _  1  / 

Jx^V^+^  ~  </  cos^?' .  sin*^ .  a  ~  «4/ 


=  i( L^  +  ^V 

a*\      3sin^/       sin  tj 
Nun  ist 

(14.)  sm^  ^     ,  j     -^-  == —  j 

folglich  wird 

n^^  r      ^^        ^  1  /     (1/^+ :r^^)3      ]/^M^^  \ 

1  /"     ,  ,,       sin^;  X 

=  —^  Icosfdt  =  -^^  = 


f  4)    /: ^L_^=/: 

^    .    J{b''~-^x>)-]/a'^x^     J Q,osH{b'' +  aHgH) .  a 

_f        costdt  _  /'         cos t  dt 

~Jo-^cosH-i-a^svaH     Jb"' 


■'  +  {a^—b'-)smH 
Auf  dieses  Integral  kann  man  die  in  Formel  Nr.  40  der 
Tabelle  angegebene  Eegel  anwenden,  indem  man 
(16.)  sin^  =  2,    also    cosfdt  =  dz 

setzt.      Dies    giebt ,    wenn   man    die    Grösse   =b  c^    durch   die 
Gleichung 

,(17.)  P  =  ±  («2  —  ^2)^2 

erklärt, 
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dx  C  dz 


(18.)  (— 


:^     Jb' 


1     r  dz 


+  X"-)  "|/a2   +  X'        J  b'  +  («2  —  ^2)22  «2  _  (j.j  ^.  _^_  c. 

Gilt  das  obere  Zeichen,  ist  also  ä-  >  b-,  so  erhält  man  nach 
Formel  Nr.  21  der  Tabelle 
dx 


(19.) 


/; 


(62  +  x"-)  y^H_  a:2 


=^F-^^^^*KO 


,    /a:ya2_32\ 
arctgf     ' ) 


« 


Gilt  das  untere  Zeichen ,    ist  also  a-  <  b-,    so  erhält  man 
nach  Formel  Nr.  59  der  Tabelle 
dx  1 


(•^»•^/o 


1     /2;  — ■  c 


(62  4-  x^)]/d'-  +  a:2        «'  —  *^     2c 

1  /a:]/ 62^^^  —  6  ]/^+^\ 

~  ~  25)/62  _  ^2   V^ypiZ^  +  ^,  ya2  +  a:V 

Bei  Integralen  von  der  Form 


\z^-  c) 
yp:z^  +  b}ra^. 


/fix,yx^-a^)dx 
kann  man  häutig  die  Substitution 

(21.)  a:  = ^ 

mit  gutem  Erfolge  anwenden.    Dabei  wird 

/^-^  N      7         asin^6?i{        ^^-r :,      -i/ 

(22.)     (^:r  = ^^^  ,     ya:2  —  a'  =    / 


cos2/ 


«2    =::   atg^» 


also 


(23.)        Jf{x,  yx-^-a^)dx  =lf(^£^^ '    «tg ^) 


a  sin  ^  c?^ 
cos2^ 


wobei 


(24.) 


Vx^ — a2  ,       a 

sm  i!  =    5  cos  ^  =     5 

X  X 

tg^=    '^-— —  '  Ctg/=_^:== 


§  10.     Einführung  trigonometrischer  Functionen. 
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dx 


I 


üebuugs  -  Beispiele. 

'a^iutdt .  co^H  .  cost 


x^Vx^ a^     J      cos^^.  a*  .  asin^ 


=  aj/" 


Q,o^H  dt 


l^jll  -  ^mH)d{mM)  =  ^i(sin^  -"^'j 


also 


r      dx 1    /3]/^^^^      {yx^  —  ^)\ 

^"^^'^      J^V^^^^  ~  3aA        X         ~  x^         ) 


r  dx  r       dx  Ca 


1  rzo^tdt 


•m^tdt .  cos^/" 
1 


a^sin/! 


also 

(26.) 


( — 

j  ix^  —  a 


dx 


■■)y- 


x^  —  a' 


^y. 


a^vx^  —  (r 


.        f  dx  __  r        a  sin  t  dt .  cos  i 


__  1  rcostdt   __  1  rd(smt) 


Auf  dieses  Integral  kann  man  wieder  die  in  Formel  Nr.  40 
der  Tabelle  angegebene  Regel  anwenden,  indem  man 

BUit  =  Z 

setzt;     dann    wird    mit    Rücksicht    auf    Formel    Nr.  59    der 
Tabelle 


Kiepert,  Integral- Rechnung. 


6 
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/  dx  _  _  1  / 

oder,  da 


dz 


1  .      1     V^-|/2- 
«^    2]/2    \2  +  y2> 


=  SlUif  = 


yx^ 


ist. 


(27 )  /^  ^^ =       1       j/y£-^4^2\  _ 

J{x''-{-a^}yx^—a^       2a2]/2    V-)/a;2— a^  —  a;y2/ 


Auweudimgeu  der  liitegral-Reclmuug. 


IL  Abschnitt. 

Quadratur  der  Curveii. 

§  11. 

Quadratur  der  Curven  bei  Anwendung  rechtwinkliger 

Coordinaten. 

Nach  Formel  Nr.  ■!  der  Tabelle  ist  der  Flächeninhalt  einer 
ebenen  Figur,  welche  begrenzt  wird 

1)  von  der  Curve  y  =  cf{x) , 

2)  von  der  X-Axe, 

3)  von  den  beiden  Ordinaten  x  =  a  und  x  =  b, 
gleich 

(1.)  F  =}f{x)dx  =  U{x±  =f{b)  -f[a) , 

a 

wobei  f'{x)  —  (f{x)  sein  soll. 

Die  Berechnung  des  Flächeninhaltes  von  solchen  ebenen 
Figuren  nennt  man:  r,Quadratur  der  Gurven'''-.  Man  kann  die 
dafür  angegebene  Formel  sofort  zur  Lösung  der  folgenden  Auf- 
gaben benutzen. 

Aufgabe  1.    Es  sei  eine  Curve  durch  die  Gleichung 
(2.)  8y  =  x' 

gegeben  (Fig.  12);    man    soll   die   Fläche  A^ABBi  berechnen, 
welche  durch  die  beiden  Ordinaten 

X  =  a  =  2     und     X  =^  b  =  7 
vbegrenzt  wird. 

6* 


I 
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Auflösung.    Nach  Gleichung  (1.)  wird 

1 


Fig.  12. 


(3.)     F 


-if- 


dx 


24 


[^'l 


=  —  (73- 
24^ 

^~'24~ 


23j 


335 
24 


Aufgabe   2.      Die    Gleichung' 
TT  X   emer   Parabel  OP  (Fig.  13)    sei 

(4.)  y"-  =  2px,  oder  y  =  y2px ; 
man  soll  den  Flächeninhalt  der  Figur  OQP  berechnen. 

Auflösung.  Da  in  diesem  Falle  der  Punkt  0  die  Abscisse  0 
und  der  Punkt  P  die  Abscisse  OQ  gleich  x  hat,  so  erhält  man 
nach  Gleichung  (1.) 


Fig.  13. 

Y 

P_ 

u 

y 

-^ 

>' 

0 

( 

l' 

(5.) 

F=/ydx  =/y 

0        0 

2px  .  dx 

=  y2pfx'^dx 

0 

=  y2^[|^*" 

=  -^y2px, 

oder 
(6.) 

In  diesem  Resultate  ist  der  Satz  enthalten: 

Die  von  de?-  Parabel  OP,  der  X-Axe  und  einer  beliebigen 

Ordinale  QP  begrenzte  ebene  Figur  verhalt  sich  zur  Fläche  des 

Rechtecks  OQPR  mit  den  Seiten  OQ  =  x  imd  QP  =  g  wie  2:3. 
Aufgabe  3.     Die  Gleichung  einer  Parabel  (Fig.  14)  sei 

(7.)  ,V-  =  9r,     oder    y  =  3yx; 

man  soll  die  Fläche  AiABBi  berechnen,  wenn 
OAi  =  4,     OBi  =  25 

ist. 
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Auflösung.    Nach  Gleichung  (1.)  mrd  in  diesem  Falle 


(8.)  F=fijdz  =  dfx'^dx 


Fig.  14. 


=  3 


•O       3 


=  2 


v; 


xvx 


also 

(9.)    i^=  2(125  — 8)  =  234 


(10.) 
oder 

(10a.) 


0\       Ai  Bi 

Aufgabe  4.    In  einer  Ellipse  mit  der  Gleichung 


?/  =  dr-Va-  — rr2 


sind  die  Ordinalen  QiPi  und  Q2P2  gezogen  (Fig.  15);  man  soll 
den  Flächeninhalt  der  Figur  Q1P1P2Q2  berechnen. 


Auflösung.  Aus  Glei- 
chung (10a.)  folgt,  da  man 
nur  das  obere  Vorzeichen  zu 
beachten  braucht, 


X.2 

(U.j       F  =  jydx 
=  ^dx  Vc^- 


.r-. 


2  *\ 


folglich  wird  nach  Formel  Nr.  80  der  Tabelle  und  mit  Rück- 
sicht auf  Gleichung  (10  a.) 


*)  In  gleicher  Weise  wie  bei  den  geometrischen  Anwendungen  der 
Differential  -  Rechnung  sollen  auch  hier  die  Coordinaten  eines  Curven- 
punktes  P  immer  x  und  y,  die  eines  Curvenpunktes  P,  immer  x^  und  ?/j. 
allgemein  die  eines  Curvenpunktes  Pn  immer  xn  und  j/n  heissen. 
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b  Vx 


(12.) 


['c  sin  (—\  —  arc  sin  ( — j 


=  1  Y  + yarcsml 


oder 

(13.)     F=~  (X2y2  —  xiiji)  +  Y 


Es  sei  z.  B. 

a  =  6,     5  =  4,     Xi  =  1,     a;2  =  5, 
also 

y,  =  i  yW^-l  =  |]/35,     y2  =  |y36^25  =  |l/n ; 

dann  wird 

F=  ^^  (5]/ll  -  ]/35)  +  12   arcsin(^-^—  arcsin(^^^]  • 

Nim  ist  _  

syil  =  y275  =  16,583  123 

]/35=    5,916  080 


5]/ll  —  1/35  =  10,667  043, 
|/35)=    3,i 


■^  (syTl  —  ]/35)  =    3,555  681 
3 


12arcsm| 


,821  327 


-  (5yil  — 1/35)  +  12arcsin^|')  =  15,377  008 

12arcsinQW    2,009  377 
F=  13,367  631. 

Aufgabe  4  a.  Man  soll  die  ganze  Fläche  der  Ellipse  mit 
den  Halbaxen  a  und  b  berechnen  (Fig.  15). 

Auflösung.  Man  erhält  den  Quadranten  der  Ellipse,  wenn 
man  in  der  vorhergehenden  Aufgabe 
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Ä-i  =  0     und    X2  =  a, 


also 


1/1  =  b    imd    y2  =  0 


setzt.    Dies  giebt 

,  T^      ab  .  ab     7t 

(14.)  i^=  — arcsml  =  — -•  ^5 

folglich  wird  der  Flächeninhalt  der  ganzen  Ellipse 
(15.)  E  =  4:F=ab7r. 

Aufgabe  5.    In  einer  Hyperbel  mit  der  Gleichung 
(16.)  JV'  —  a^y^  =  a^b^, 

oder  Fig.  16. 


(16a.)  y  =  dz-Yx^—a'^. 


sind  die  Ordinalen  QiPi  \  Pi/ 

und   Q2P2  gezogen   (Fig 
16);  man  soll  den  Flächen- 
inhalt der  FigurQiPiP2Q2  7  0  a\    q,     q^q. 
berechnen. 

Auflösung.  Aus  Glei- 
chung (16a.)  folgt,  da 
man  nur  das  obere  Vorzeichen  zu  berücksichtigen  braucht, 

(17.)  F=  jydx  =  ~  fdx  ]/^2 


a^. 


Deshalb  wird  nach  Formel  Nr.  86a  dei'  Tabelle 


(18.) 


F  = 


^Vx^-a^-'^lix+y.. 


f' 
^)], 


oder  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (16a.) 
(19.)  F== 


f-T'(^  +  f)] 

2  ^  ^  "^  ^        2     \bxi  +  ayj 
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entstanden. 

Für  den  besonderen  Fall,  wo  .ri  gleich  a  und  X'>  gleicli  x 
ist,  wo  also  die  gesuchte  Fläche  AQP  im  Scheitel  der  H3'perbel 
beginnt,  wird 

xy       ab  ,  /  X 


(20.) 


F= 


ah    (X        y\ 


Aufgabe  6.     Die  gleichseitige  Hyperbel  ist  durch   die  Glei- 
Fig.  17.  chung 


Y    \ 


(21.)      xy  =  l.     oder    y  = 

gegeben ;  man  soll  den  Flächen- 
inhalt der  Figur  QiPiPoQo  be- 
rechnen (Fig.  17). 

Pg    F  Auflösung.    Aus  Gleichung 

|~  r      (21.)  folgt  nach  Formel  Nr.  12 


Q^a 


der  Tabelle 


F=Jydx  =  f^=[\x]2, 


also 

(22.) 


«i 


F=\x,-\x,^l(~\ 


Setzt  man  xi  gleich  1  und  xi  gleich  x,  so  erhält  man 
(23.)  F=\x, 

so  dass  der  Flächeninhalt  der  ebenen  Figur  AiAPQ,  in  welcher 
OAi  gleich  1  sein  möge ,  die  geometrische  Deutung  für  die 
Function  Ix  giebt. 

Aufgabe   7.      Die    verallgemeinerte    Parabel    ist    durch    die 
Gleichung 

(24.)  2/"  =  2/)^;'",     oder     y/  ==  -j/2/> .  .-c»^ 

gegeben;  man  soll  den  Flächeninhalt  der  ebenen  Figur  Q1P1P2Q2 

berechnen  (Fig.  18). 
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Auflösung.     Aus  Gleichung  (24.)    folgt  nach  Formel  Nr.  9 
der  Tabelle 


(25.)     F  =  jydx  =  y^pjx '»  dx 


Fig.  18. 


m-]-n 


=  V'2p 


nx 
m 


oder 

(26.) 


71%  -\-  n  _ 
F  = 


n    ya 

xy^p . 


a^    ß 


(^2^2  --Z-l^/l). 


Für  den  besonderen  Fall,  wo  a-i  gleich  0  und  x-i  gleich  ä; 
ist,  wo  also  die  Figur  im  Scheitel  0  beginnt,  wird 

nxy  n 


(27.) 


OQP 


OQPR. 


m-\-n       m-j-  n 
Dies  giebt  den  Satz :  Die  von  der  Parabel  OP,  der  X-Axe 
und  einer  beliebigen  Ordinate  QP  begrenzte  Figur  OQP  verhält 
sich  zu  dem  Rechtecke  OQPP  mit  den  Seiten  OQ  gleich  x  und 
QP  gleich  y  loie  n  zu  77i  -\-  ti. 

Aufgabe  8.     Die   verallgem.ei7ierte    Hyperbel  ist    durch    die 
Gleichung 

(28.)  x'"y''  =  2p,     oder     y  =:  -J/2^  .  x    " 

gegeben;  man  soll  den  Flächeninhalt  der  ebenen  Figur  Q1P1P2Q2 
(Fig.  19  und  20)  berechnen. 


Fig.  19. 


Fig.  20. 


Q 


«2 


Q2 
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Auflösung.  Es  darf  hier  vorausgesetzt  werden,  dass  die 
positiven  ganzen  Zahlen  m  und  n  von  einander  verschieden 
sind,  weil  der  Fall,  wo  m  gleich  n,  bereits  durch  Aufgabe  6 
erledigt  ist.  Unter  dieser  Voraussetzung  folgt  aus  Gleichung 
(28.)  nach  Formel  Nr.  9  der  Tabelle 


(29.)         F=    ydx  =  y2p  X    ^'dx=^2p\'^ 


n—m 


m 


■V'^Pl 


■n — m\  / 

oder  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (28.) 

(30.)         F=~~-~-    xf2p.x^-\    =-^^[.ryf 
n — ml  J         n—m        % 

_  n{x^yi  —  x^y^  ^ 

n  —  m 

Bei  dieser  Aufgabe   tritt   ein   bemerkenswerther  Umstand 

ein,  von  dem  später  noch  ausführlicher  die  Rede  sein  wird,  wenn 

sich  die  Ordinate  QiPi  der  F-Axe  immer  mehr  nähert,  wenn 

also 

lim.ri  =  0 

wird.  Die  Y-Axe  ist  nämlich  eine  Asymptote  der  Curve ,  so 
dass  sich  in  diesem  Grenzfalle  der  Flächenstreifen  in  der  Rich- 
tung der  y-Axe  bis  in's  Unendliche  erstreckt.  Damit  ist  aber 
noch  nicht  gesagt,  dass  dann  auch  der  Flächeninhalt  der  Figur 
unendlich  gross  wird;  es  wird  sich  vielmehr  ergeben,  dass  der- 
selbe  einen  endlichen  Werth  erhält ,  wenn  n  >  m  ist  (Fig.  1 9). 

Dann  wird  nämlich  in  Gleichung  (29.)  der  Exponent  — ■ — 
positiv,  und  deshalb 

n—m 

(31.)  liniÄ-,  "  =  0, 

.ri=0 

SO  dass  Gleichung  (29,)  in 

n/ n—m 

(32.)  p^nV2p^^^^ix^ 

71  —  m  n  —  m 

übergeht. 


§  11.     Quadratur  der  Curveu  bei  rechtwinkligen  Coordinaten.      91 

Ist  dagegen  n<im    (Fig.  20),  so  wird negativ^    so 

dass  man  Gleichung  (29.)  besser  auf  die  Form 

_i 

m—n 
n 


(33.) 

bringen  wird. 

Jetzt  ist 

m—n 

(34.) 
also 

limari   "  =  0, 

(35.) 

limi''^  oo. 

a;i=0 

Eine  ähnliche  Betrachtung  stellt  sich  ein,  wenn  man  xi  in's 
Unbegrenzte  wachsen  lässt.  Dann  erstreckt  sich  der  Flächen- 
streifen in  der  Eichtung  der  X-Axe  bis  in's  Unendliche ,  und 
man  erhält  in  dem  ersten  Falle,  wo 


n — m 
71 771 


0:^=00 


«  >  m ,    >  0 ,     limrr2 

ist,  aus  Gleichung  (29.) 

(86.)  limi^=  oo 


In  dem  zweiten  Falle,  wo 

m — 71 

lim  - 

1 

71 

m — n 

.-„  ==  0 

ist,  findet  man  aus  Gleichung  (33.) 

(87.)  1^^  =  51^.-1-  =  ^^*  • 

»,=oo  771 71  "'-"  m 71 

"^  n 

Xi 

Bei  der  in  Aufgabe  6  behandelten  gewöhnlichen  gleich- 
seitigen Hj^perbel  wird  der  Flächeninhalt  der  Figur  unendlich 
gross,  wenn  die  Ordinate  QiPi  mit  der  Y-Axe  zusammenfällt, 
und  ebenso  auch,  wenn  die  Ordinate  Q2P2  in's  Unendliche  rückt, 
weil  in  Gleichung  (22.) 

lim  \xi  =  —  CO     und    lim  larg  =  00 . 
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Aufgabe  9.     Die  Kettenlinie  ist  durch  die  Gleichung- 


(38.) 


y 


=  ^Ve°  +  e    "J 


gegeben;    man    soll    den    Flächeninhalt    der    Figur    QiPxPiQi 
(Fig.  21)  berechnen. 

Auflösung.   Aus  Grleichung  (38.) 

folgt    nacli    Formel    Nr.  11    der 

Tabelle 


(39.)    F 


=  iydx 


+  e 


")dx 


Nun   ergiebt   sich   aber ,   me  auf  Seite  353  und  354  der 
D.-E,.  gezeigt  wurde,  aus  Gleichung  (38.) 


(40.) 


:l/y^-«^  =  ^G" -."«), 


wobei  das  obere  oder  das  untere  Vorzeichen  gilt,  jenachdem  .r 
positiv  oder  negativ  ist.  Sind  also  xi  und  xo  beide  positiv,  so 
geht  Gleichung  (39.)  über  in 

(41 .)  F=a  [f/^^ZT^'' =  a(|/y2^^"«2  _ y^^Y2y 

Wäre  xi  tieffcäiv,  so  würde  man  erhalten 

(42.)  F  =  a(y^i^:^a''  -f  l/^i^^^)  • 

Wird  Xi  gleich  0   und  x-2   gleich  x  (Fig.  22) ,   so  ist  der 
Flächeninhalt  der  Figur  OAPQ  gleich 

(43.)  F=aYy^^^- 

und  lässt  sich  auch  sehr  leicht  als  Rechteck  darstellen.  Be- 
schreibt man  nämlich  um  den  Punkt  A  mit  dem  Halbmesser  y 
einen  Kreisbogen,  welcher  die  X-Axe  im  Punkte  B  schneidet,  so 
ist  nach  dem  pythagoräischen  Lehrsatze 
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a2 


(U.)        OB  = 
also  Kechteck 

OACB  =  f/]/^/^^^- 
Daraus  erkennt  man  auch, 
wie  man  die  Figur  Q1P1P2Q2 
(Fig.  21)  in  ein  Rechteck  ver- 
wandeln kann,  bei  dem  wieder 
OA  =  a    die    eine    Seite    und 

Seite  ist. 


•  Yyi^  —  d-  die  andere 


Aufgabe  10.    Die  Cykloide  ist  durch  die  Gleichungen 
(4:5.)  X  =  a(^  —  sin^) ,     y  =  a{\  —  cos«;) 

gegeben ;  man  soll  den  Flächeninhalt  der  Figur  berechnen,  welche 
von  einem  ganzen  Bogen  OHA  der  Cykloide  und  von  der 
X-Axe  begrenzt  wird  (Fig.  23). 

Fig.  23. 


Auflösung,  Sind  x  und  y  als  Functionen  einer  dritten  Ver- 
änderlichen t  gegeben,  so  wird  es  bei  der  Quadratui^  der  Curven 
lund  ebenso  bei  den  übrigen  Anwendungen  der  Integral- Rech- 
nung auf  die  Geometrie)  im  Allgemeinen  zweckmässig  sein, 
diese  Grösse  t  als  neue  Integrations -Veränderliche  einzulühren. 
In  der  vorliegenden  Aufgabe  bildet  man  daher  zunächst 
(i6.)  dx  =  a{\  —  COSi)dt, 

also,  da  OA  gleich  dem  Umfange  2a7r  des  rollenden  Kreises  ist, 

^an  i2an) 

(47.)  F  =/ydx  =  alf{l  —  cos t)  (1  —  cos t)df. 

ö  (0) 
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Bei  Einfiüirung  einer  neuen  Integrations -Veränderlichen 
muss  man  sorgfältig  darauf  achten,  dass  dabei  auch  andere 
Integrations  -  Grenzen  einzuführen  sind.  Deshalb  sind  auch  in 
Gleichung  (47.)  bei  dem  letzten  Integral  die  Grenzen  in  Klam- 
mern eingeschlossen,  um  dadurch  anzudeuten,  dass  sich  dieselben 
noch  auf  die  ursprünghche  Integrations -Veränderliche  x  beziehen, 
und  dass  man  dafür  die  entsprechenden  Werthe  von  f  nachträg- 
lich einsetzen  soll.    Nun  ist 

x=^0     für     t  —  Q, 

X  =  2an  ,.      t  =^  27T, 
folglich  geht  Gleichung  (47.)  über  in 

271 

(48.)  F  =  «2/(1  _  2  cos i!  -f  cosH)dt. 

0 

Nach  den  Formeln  Nr.  10,  13  und  68  der  Tabelle  ist 
j   /dt  =  t,      Jco&tdt  =  siuif, 

[  fzo'&Hdt  =  \^mtto^t  -\-  \t, 
so  dass  man  erhält 

(50.)  F=a\t  —  2^mt-\-  \ sm ^ cos ^  +  4 1] 

sm  t  (4  —  cos  t)]    =  Sd-7T . 


(49.) 


Die  Fläche  eines  Kreises  mit  dem  Halbmesser  a  ist  be- 
kamitlich  gleich  a-ir ,  folglich  ist  nach  Gleichung  (50.)  die  von 
der  Cykloide  ujid  der  X-Axe  begrenzte  Fläche  dreimal  so  gross 
wie  die  Fläche  des  erzeugenden  Kreises  (Fig.  23). 

Fig.  24. 

Aufgabe  11.     Die  Astroide  sei 
durch  die  Gleichungen 
(51.)     x=  a  co^^t,     y  =  asiw^t 
gegeben  (Fig.  24);  man  soll  die 
von    ihr    eingeschlossene    Fläche 
berechnen. 

Auflösung.  Uiu  zunächst  den 
Flächeninhalt  des  Quadranten 
OBA  zu  berechnen,  muss  man  in 
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der  allgemeinen  Formel  für  x  die  Grenzen  0  und  a  einsetzen. 
Da  nun 

X  =  0    für    f=  ~- , 

X  =  a      „      t  =  0 
wird,  so  sind  —   und  0  die  entsprechenden  Grenzen   bei  Ein- 
führung der  Integrations -Veränderlichen  t.    Deshalb  erhält  man 
(52.)  dx  =  —  3acos-^sin^c?if, 

a  0 

(53.)  F=Jydx  =  —  Saysin'^;^ .  cos- ^ sin ^c;?^ 


=  +  Sa^T^in^^cos^^c^if. 

0 

Zur  Ermittelung-  des  unbestimmten  Integrals  von  ^m'^tcosHdi 
beachte  man  zunächst,  dass 

(54.)  /sin^jtcos^i!^^  =  fimH  dt  —fimH  dt 

ist,    und   bilde   nach   Formel  Nr.  69   und   73   der  Tabelle  die 
Gleichmig-en 

(55 .)  fiv[iH  dt  =  —l  sin^^  cos  (f  +  |  Tsm'*^  dt , 

(56.)  fimH dt  =  —  \^mH cos  t  +  \fimH dt , 

(57.)  Tsin^^  dt  =  —  ^smtco&f  +  U. 

Indem  man  Gleichung  (55.)  mit  — 1,  Gleichung  (56.)  mit 
+  ^,  Gleichung  (57.)  mit  +|  multiplicirt  und  dann  alle  drei 
Oleichmigen  addirt,  findet  man 

(58.)        IsrnH  dt  —  /sin*'?!  dt  =  ^  sin^t  cos ;!  —  —  sin^if  cos  t 


—  —  sm^cos^  +  —t; 

Ib  Ib 


folglich  ist 
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(59.)         ^  =  -J^  [cos t  (8  smH  —  2  sin^^  —  3  sin  t)  +  ?,tf 

~"  16  "  ^    ~    32^  ' 

Der  Flächeninhalt  der  ganzen  Astroide  ist  daher 


(60.) 


4F: 


Dies  g'iebt  den  Satz:  Der  Flücheninhalt  der  Astroide  ver- 
hält sich  zu  dem  Flächeninhalte  des  umschriehenen  Kreises  wie 
3  zu  8. 


Aufgabe    12. 

Gleichungen 


Fig.  25. 


Die    Cissoide    des    Diokles    ist     dui'cli     die 

(61.)  X  =  2asinV,     y  =  2«  — -^ 

gegeben  (D.-R.,  Seite  384);  man  soll 
den  Flächeninhalt  der  Figur  OQP 
(Flg.  25)  berechnen. 

Auflösung.     Aus   den    Gleichungen 
(61.)  folgt 

X  =  0     für     ff  =  0, 

TT 

X  ^  2a     ..      (f  =  —  , 

A-    (62.)      ^:r  =  4asin9?  cosyc?^), 
oder 

X  (p 

(63.)     F=/i/dx  =  8a^/sm*(f  dg), 

0  0 

folglich  wkd  nach  Formel  Nr.  74  der 
Tabelle,  wenn  man  n  gleich  2  setzt, 

(64.)  F=8a^-  —  GOSg)(^sm^(p 

,3      .      \,   3.1     f 
+  4r2'^^^;+4.2^ 

0 

=  «2^3^'  —  cos(p{2sm^(f'  +  3siny)]. 
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Da  die  Gerade  AB  eine  Asymptote  der  Curve  ist,  so  er- 
streckt sich  der  Flächenstreifen  bis  in's  Unendliche,  wenn  die 
Ordinate  QP  der  Asymptote  immer  näher  rückt  und  schliesslich 
mit  ihr  zusammenfällt,  wenn  also 

TT 

(65.)  Iim2;=2a,     oder    lim^=:  — 

wird.  Der  Flächeninhalt  der  Figur  bleibt  aber  endlich,  da  man 
aus  Gleichung  (64.) 

(66.)  Ihni-^^^"^ 

erhält.  Die  Curve  liegt  zur  X-Axe  symmetrisch;  deshalb  wird 
der  Flächeninhalt  der  Figur,  welche  von  der  ganzen  Cissoide 
und  der  Asymptote  begrenzt  ist,  gleich 

Aufgabe  13.    Es  ist  die  Gleichung 
(67.)  y=^{z^  —  9x'^-\-2-dx—lö) 

b 

gegeben:   man  soll  f^/dx  berechnen. 

a 

Auflösung.    Nach  Formel  Nr.  9  der  Tabelle  wird 

b  h 

(68.)  F  =  iydx  =  ^l{a?  —  ^x^  +  23a:  —  \h)dx 


b 

^„      , —  1 5.r 

1214  '  2 


1  Ft"*  X- 

-   *  -  —  Sx^  +  23  -  —  15a: 


=  --  (6*  —  12b^  +  46^2  __  605  —  a*  +  12a»  —  46a2  +  60a 
48 

Will  man  sich  über  die  Bedeutung  dieses  Eesultates  Rechen- 
schaft geben,  so  muss  man  beachten,  dass  die  der  Gleichung 
(67.),  oder  der  Gleichung 

(67  a..)  y  =   ~  (x  -  1)  (x  —  3)  {x  —  5) 

Kiepert,  Integral  -  Rechnung.  7 
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Fig   ic, 


entsprechende  Curve  die  X- 
Axe  in  den  Punkten  A,  B,  C 
mit  den  Abscissen 

0A  =  1,     OB  =  S, 

00=6 

schneidet.    Setzt  man  daher 

a  =  —  2,     b=  +  1, 
so  erhält  man 

+1 
(69.)  DiAB  =Jydx 


48 


(—25  —  416) 


147 
"16" 


(70.) 


+  3 

AHB  =ßdx  =  l-^  (-  9  +  25)=  ~ 

+1 


Der  Ausdruck  ist  nerja- 
ti'v,  weil  die  Figiu'  Di  AD 
unterhalb  der  X-Axe  liegt. 
Ferner  wird  der  Flächen- 
inhalt der  Figur 


und  zwar  ist  dieser  Ausdruck  positiv  ,  weil  die  Figur  AHB 
oberhalb  der  X-Axe  liegt.  Indem  man  a  gleich  3  und  b  gleich 
5  setzt,  findet  man  den  Flächeninhalt  der  Figui- 

5 

(71.)  BTC  =jydx  =  ^  (-  25  +  9)  =  -  I , 

3 

und  zwar  ist  dieser  Ausdruck  wieder  negativ,  weil  die  Figur 
unterhalb  der  X-Axe  liegt.  Endlich  ist  der  Flächeninhalt  der 
Figur 


(72.) 


OEE\ 


^fydx  =  l^{ 


119  +  25)  =  +  3. 


Dieser  Ausdruck  ist  positiv  ,    weil  die  Figui-  oberhalb  der 
X-Axe  liegt.     Demnach  ist 
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(73.)  ji/dx  ^  ^^(119  ^  4:lß)  = 


99 
16 


und  kann  geometrisch  gedeutet  werden  durcli  die  Summe  der 
Figuren 

IhAI),     AHB,     BTC    und     CEEi, 
wobei  aber  die  erste  und  dritte  mit  neffativetn,  die  zweite  und 
vierte  mit  posüivem  Vorzeichen  zu  nehmen  sind. 

Dies  giebt  in  Uebereinstimmung  mit  der  auf  Seite  15  aus- 
geführten Untersuchung  den  Satz:  Wenn  man  den  Flächeninhalt 
einer  ebenen  Figur  zwischen  einer  Carce  y  =f{x),  der  Abscissen- 
Axe  und  zwei  beliebigen  Ordinalen  durch  Integration  berechnet^ 
so  sind  die  Flächoistücke  über  der  Abscissen-Axe  mit  j)ositivemj 
and  die  Flächenstücke  unter  der  Abscissen-Axe  mit  negativem 
Vorzeichen  berüchsich tigt. 


Fi-    27. 


§  12. 

Quadratur  der  Curven  bei  Anwendung  schiefwinkliger 
Coordinaten. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  92.) 

Ist  die  Gleichung  einer  Curve  für  schiefwinklige  Coordinaten 
gegeben,  und  bezeichnet  man  den  Winkel,  welchen  die  positiven 
Richtungen  der  Coordinaten- 
Axen  mit  einandei-  bilden,  durch 
;',  so  wird  der  Flächeninhalt 
eines  Streifens  QPI\Qi  (Fig. 
27),  wenn  man  ihn  unter  Ver- 
nachlässigung der  unendlich 
kleinen  Grössen  höherer  Ord- 
nung als  Parallelogramm  be- 
trachtet, 

(1.)  QPPiQi=ydx.smr 

also 


(2.) 


AiABBi  =  mnyjgdj 
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Fis.  28. 


Uebungs- Aufgabe« . 
Aufgabe  1.    Die  Gleichung 

(3.)  y-  =  2/?a;,     oder     ij  =  y2,p  .  .rr 

stellt   auch   für   schiefwinklige    Coordinaten   eine  Parabel  dar, 
wobei  die  Y-Axe  eine  beliebige  Tangente  ist,  und  die  X-Axe 

durch  den  Berührungspunkt 
parallel  zur  Axe  der  Parabel  läuft 
(Fig.  28);  man  soll  den  Flächen- 
inhalt der  Figur  OQP  berechnen. 

Auflösung.       Hier    ist     nach 
Gleichung  (2.) 

(4.)     F  =  sin  y  .y2p/x-' dz 

h 

.y2p 


sinr 


2xi/ 


Der  Flächeninhalt  des  Parallelogramms  OQPR  ist  gleich 
.rt/ sin;',  folglich  bleibt  der  auf  Seite  84  angeführte  Satz  auch 
in  diesem  Falle  noch  richtig. 

Fig-  29.  Aufgabe  2.     Macht  man  in 

der  Ellipse  zwei  conjugirte  Durch- 
messer, deren  Länge  2r  und  2^' 
sein  möge,  zu  Coordinaten-Axen, 
so  hat  die  Ellipse  (Fig.  29)  die 
Gleichung 


(5.) 
oder 


X-      r 


=  1, 


man  soll  den  Flächeninhalt  der  Ellipse  berechnen. 
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Auflösung.     Hier  ist  nach  Gleichung-  (2.)  mit  Rücksiclit  auf 

Formel  Kr.  80  der  Tabelle 

r  r 

F  =  4  sin  r  iydx  = ^r        h^^  V'f^ — ^^ 

0  0 

4s.sin/ ra:   /-;; ^       r2  .    /x\\ 

ü 
oder 

(6.)  F  =  rs  n  sin  y . 

Da  der  Flächeninhalt  der  ElHpse  mit  den  Halbaxen  a  und 
h .  wie  schon   in  Aufgabe  4  a  des  vorhergehenden  Paragraphen 
g-ezeig-t  wurde ,    gleich  uhn  ist ,    so   folg-t  hieraus  die  wichtige 
Formel 
(7.)  rs  .  sinj'  =  ah. 

Aufgabe  3.     Die  Gleichung-  einer  Hyperbel  ist ,   wenn  man 
die  Asymptoten  zu  Coordinaten -Axen  macht, 

e-     1 
(8.)  ^xij  ^  e^     oder     y  =  -  •  -  ; 

man  soll  den  Flächeninhalt  der  ebenen  Figur  QxP^PiQ,%  (Fig.  30) 
berechnen. 

Auflösung.     Aus  Gleichung  (2.)    folgt  in  diesem  Falle  mit 
Rücksicht  auf  Formel  Nr.  12 
der  Tabelle  ,  v      ^'^-  '"• 


(9.)        jp=  sin  j' /</(/: 


_  e-sin//c 


'dx 

X 


^i 


e- sin ;' ,  {^'i\ 

~      4        Vi/ 
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§    13. 

Quadratur  von  Figuren,  welche  oben  und  unten  durch 
eine  Curve  begrenzt  sind. 

(Vergl.  die  Formel- Tabelle  Nr.  9:).) 

Eine  Figur  sei  oben  begrenzt  durch  die  Curve  (Fig.  31) 
(1.)  y=/(-^-), 

unten  durch  die  Curve 

(2.)  y"  =  ^(^)r 

Fig.  ai.  links  und  rechts  durch  die  Or- 

dinalen A"A'   und   B"B'   mit 
^B'     den  Gleichungen 

(3.)     X  =  a     und     x  =  b. 

Man  kann  dann  den  Flächen- 
inhalt   der    Figur    A"A'B'B" 
'ß"    berechnen,    indem  man  zuerst 
den  Flächeninhalt  der  Figur 

h 
(4.)       AA'B'B  =fy'dx 

berechnet  und  davon  den  Flächeninhalt  der  Figur 

(5.)  AA"B"B  =fy"dx 

abzieht.    Dadurch  erhält  man 

b  h  h 

(6.)     F  =  A"A'B'B"  =ßj'dx  —ßf'dx  =J\y'  —  y")dx . 


m  I 

i 


Dasselbe  Resultat  findet  man  auch,  indem  man  durch  zwei 
benachbarte  Punkte  Q  und  Qa  der  X-Axe  Parallele  zur  F-Axe 
legt,  welche  die  beiden  Curven  bez^v.  in  den  Punkten  P',  Fi 
und  P",  P'\  treffen.  Den  Streifen  F'F'Px'Pi"  darf  man  unter 
Vernachlässigung  von  unendlich  kleinen  Grössen  höherer  Ord- 
nung als  ein  Rechteck  mit  den  Seiten 

P"P'  =  y'  —  y"     und     QQ,  =  dx 
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Fig.  32. 


betrachten,  wenn  QQi  verschwindend  klein  wird.     Dadurch  er- 
hält man  für  den  Flächeninhalt  des  Streifens 

P"P'P\P'\  =  iy'  —  y")dx, 

SO  dass  die  Summe  aller  dieser  Streifen,  nämlich 

F=f{y'-y")dx, 

a 

den  Flächeninhalt  der  ganzen  Figur  A"A'B'B"  giebt. 

Dabei  ist  zunächst  stillschweigend  die  Voraussetzung  gemacht 
worden,  dass  die  Curvenbögen  J'B'  und  A"B"  beide  über  der 
X-Axe  liegen.  Das  Kesultat 
bleibt  aber  auch  dann  noch 
richtig ,  wenn  diese  Voraus- 
setzung nicht  erfüllt  ist.  Liegt 
z.  B.  der  eme  Bogen  A"B" 
imfer  der  X-Axe  (Fig.  32),  so 
hat,  wie  schon  früher  hervor- 

gehoben   wurde,  Jy"dx    einen 

a 

negatwen  Werth,  so  dass 

y>  h  h 

fy'dx~fy"dx  =ßy'  —  y")dx 

a  (i  a 

die  Summe   der  beiden   Flächenstücke  AA'B'B  und  A"ABB" 
giebt. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  zeigen ,  dass  Gleichung  (6.) 
noch  richtig  bleibt,  wenn  beide  Curvenbögen  A'B'  und  A"B" 
unter  der  X-Axe  liegen,  und  schliesslich  auch,  wenn  die  X-Axe 
von  den  Begrenzungscurven  geschnitten  wird.  Den  letzten  Fall 
kann  man  dadurch  auf  die  vorhergehenden  Fälle  zurückführen, 
dass  man  die  Figur  in  mehrere  Theile  zerlegt,  indem  man  durch 
die  Schnittpunkte  der  beiden  Curven  mit  der  X-Axe  Parallele 
zu  der  Y-Axe  zieht.  Für  jeden  einzelnen  Theil  gelten  dann 
die  früheren  Voraussetzungen. 
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Uebiiugs  -Aufgaben. 
Aufgabe  1.     Von  einer  Parabel  mit  der  Gleichung 

(7.)  ?/  =  2px,     oder     y  =  ±:]/2/j  .  x'- 

Fie-  ^3.  ist  durch   die  Sehne    OP,   (Fig.  33) 

das  Segment  über  OPi  abgeschnitten; 
man  soll  den  Flächeninhalt  dieses 
Segmentes  berechnen. 

Auflösung.  Die  Grieichungen  der 
beiden  begrenzenden  Curven  sind  in 
diesem  Falle 

1 


-  X      (8.)    y'  =  Y'2p.  x^   und  y"  = 


'folglich  erhält  man  nach  Gleichung  (6.) 
(9.)  F=ßy'  -  y")dx  =  ^{y^p  .  x'^ 


;^> 


--x]dx 

Xi 


oder 

(10.) 


=K-^'-f;^ 


o  ■^■i2/i  — .^-^i!/i  = 


Xij/i 

6 


Das  Segment  über  OPi  ist  also  dreimal  kleiner  als  das  zu- 
gehörige Dreieck  OQiPi. 

Dasselbe  Eesultat  ergiebt  sich,  wenn  man  von  der  Fläche 
OQiPi,  deren  Inhalt  nach  Aufgabe  2  in  §  11  gleich  f-ri^i 
ist,  den  Flächeninhalt  des  Dreiecks  OQiPi,  nämlich  Ixtyi, 
abzieht. 

Aufgabe  2.    Von  der  Parabel  mit  der  Gleichung 

1 

(11.)  y'  =  2px;    oder     y'  =  zb  ]/2/) .  x^ 

ist  durch  eine  Gerade  P'iPo  mit  der  Gleichung 
(12.)  y"  =  7nx  +  .« 
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ein  Segment  P^'OPi  ab- 
geschnitten (Fig.  34);  man 
soll  den  Flächeninhalt  des 
Segmentes  berechnen. 

Auflösung.  In  dem 
vorliegenden  Falle ,  wo 
der  Punkt  P\  unter  der 
X-Axe  liegen  möge,  muss 
man  die  Figur  durch  die 
Gerade  P\Pi,  welche  der 
Y-  Axe  parallel  ist ,  in 
zwei  Theile  zerlegen  und 
erhält 


Yi'S.  U. 


(13.)  P\OP,  ==ßy'clz  =  2  y2pfx^dx  =  ^'  , 

u  ü 

(14. j     P'iPiPo  =  ({y'  —  y")dx  =  jly-Ip  .  x^  —  mx  —  ix)dx 


'  /-—    2x''        mx^ 


I  {x2!/2  —  xi  yi)  —  -^  {xr  —  a:r)  —  fi(x.2  —  Xi). 


(15. 


Dabei  ist  aber  bekanntlich 


m  =  y-^  -~  y''  =  ya  +  yi 

X-i  Xi 


fj/ 


Xi  —  Xi 

xoy'i  —  xiy.2  xxyi  +  x^yi 


Xi X\^ 


Xi  Xx 


folglich  wird,   wenn  man  noch  die  Gleichungen  (13.)  und  (14.) 
addirt, 

(16.)  P=  K^iyi  +  ^^'2^2)  —  \{xx  +  -^2)  (yi  +  ^2)  +  Xxyi  -\-  x^yi, 
=  ii^xyi  +  X0JJ2)  +  iixiy-2  +  x^yy). 
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Es  sei  z.  B. 

xi  =  4,     a-2  =  16.     2p  =  9, 
also 

2/1  =  6,     y..=  12, 
dann  wird 
(17.)  F=r  -1(24  +  192)  +  1(48  +  96)  =  108. 

Aufgabe  3.    Die  Gerade 
(18.)      y"  =  nix  +  II 
p         schneide  von  der  Ellipse 

(19.)  y'  =      Ya^^^a^ 


ein  Segment  PiBP.  (Fig.  35) 
ab;  man  soll  den  Flächen- 
inhalt des  Segmentes  be- 
rechnen. 

Auflösung.    Nach  Gleichnng  (6.)  wird  in  diesem  Falle 
(20.)    F=  fiy'  —  y")dx  =  j^  j/a^  —  ■? ^  _  mx  —  //")  dx 

ry  —  mci?-  —  2|U.a;  +  a&arcsin(  -  j 

(^2^/2 ^\y\)  ^{X.i- X(-)  2,u(a-2  —  X^ 

-\-  ah arc sin l   '\  —  ab arc sin (   '  j   • 


1  r 

2 


Nun  ist  aber  bekanntlich 


2/2  —  yi              Xiy\  —  ^i«/2 
m  = 5      |U  = 


(21.) 

X2, ^1  ^2  X\ 

folglich  wird 

(22.)  m{xi^—Xi^)-{-2ii{x2  —  Xi)  =  [y-i  —  yi){x.-[-x^)  +  2{x2yi  —  Xiy^ 

=  {x^y-2  —  .riyO  +  (.rot/i  —  ■Viy-2). 
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Dies  o-iebt 


(23.)    Fr='^^{xiy,-x,i/,)-{-''^ 


arc  sm 


Es  sei  z.  B. 

(24.)  a  =  6,     b  =  4:,     .ri=  — 1,     .ro=+5, 

also 

2 


(25.) 


y:       =      ^]/35,  yO-gl/ll 


dann  geht  Gleichung  (23.)  ül)er  in 

(26.)  F=12  arcsinrT)+arcsinQ')  —  .^  (l/lT  +  Öj/Sö). 

Dabei  ist 
12arcsinCv)=  11,821  327,      ]/lT  =    3,327  708, 

12arcsinr^')=    2,009  377,     51/35  =  29,580  399, 

also 

(27.)         F=  13,830  704  —  | .  32,908  107  =  2,861  335. 


Verbindet  man  den  Nullpunkt  0  mit  den  Punkten  Pi  und 
Po  (Fig.  35),  so  erhält  man  ein  Dreieck  OPiF,  mit  dem 
Flächeninhalte  l{a-2!/i  ~  xiij^)-  Wenn  man  daher  dieses  Dreieck 
zu  dem  Segmente  über  der  Sehne  PiP2  hinzufügt ,  so  ergiebt 
sich  nach  Gleichung  (23.)  für  den  Sector  P^OP,  der  Flächen- 
inhalt 

ab  r         .    /.r.A  .    /^tV 

arc  sm  (    "  j  —  arc  sm  (      j  • 


(28.) 


Sector  = 


Aufgabe  4.     Eine  Ellipse  sei  durch  die  Gleichung 
(29.)  aii^'-  +  2a\-2xy  +  <r/22^"'  +  «33  =  0 

gegeben;  man  soll  den  Flächeninhalt  derselben  berechnen. 

Auflösung.     Der   Anfangspunkt    der    Coordinaten    liegt    im 
Mittelpunkte  der  Curve,  aber  die  Coordinaten -Axen  fallen  nicht 
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mit  den  Axen  der  Ellipse 
zusammen  (Fig.  36).  Damit 
die  Gleichung-  eine  reelle 
Ellipse  darstellt,  müssen  die 
Ungleichungen 

«22  ä'33  <  0 

beMedigt  werden.  Aus  Glei- 
chung (29.)  folgt  dann 


f/22y'  =  —  «12-'^  +y'(«r2'  —  ax\a2<i)x^. —  a22«33  5 

a^ty"  =  —  «12^;  —  y  [cii-i'  —  011022)^"  —  ö22ö'33  ? 


also 
(31.) 


y 


y"  =  V(öl2"  —  «11  «22)^^  —  «'22  033 


Nach  den  in  den  Ungleichmigen  (30.)  ausgesprochenen  Vor- 
aussetzungen kann  man  zwei  positive  Grössen  c^  und  k-  durch 
die  Gleichungen 

«22  «33 


(32.) 


c-  =  axici-ii  —  «12'.     k-  ^= 


erklären,  so  dass  Gleichung  (31.)  übergeht  in 


(33.) 
folglich  wird 


«99  "~~ 


a<)9 


X-: 


(34.)  F  =ßy'  -  y")dx  =  ^^Jdx  ]//.^  -  x^ . 

Zur  Bestimmung  der  Integrationsgrenzen  beachte  man,  dass 
(y' — y")dx  einer  der  Streifen  ist,  in  welche  man  sich  die  ganze 
Fläche  zerlegt  denken  muss.  Die  dui'ch  die  Integration  ausge- 
führte Summation  aller  dieser  Streifen  beginnt  in  demjenigen 
Punkte  Pi  und  endigt  in  demjenigen  Punkte  Po,  in  welchem  der 
Punkt  P'  mit  dem  Punkte  P"  zusammenfällt,  so  dass  die  Tan- 
genten in  den  Punkten  Pi  und  Pi  zur  F-Axe  parallel  sind. 
Die  Wei-the  von  x^  und  -^o  findet  man  daher,  indem  man 
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gleich  0  setzt.     Daraus  ergiebt  sich 

(35.)  xi  =  —  /c    und    xo  =  -\-  /v, 

(36.)  F^~  Iclx-ykT^^-, 

(1-22  / 

also  nach  Formel  Nr.  80  der  Tabelle 


<^'->        ^=l;[l>'^-^-^^'  +  |--"(f)] 


-k 


=  —  arcsml  —  arcsin( —  1)   = 

«''22  '  «22 

oder  mit  Eücksicht  auf  die  Gleichungen  (32.) 


(38.)  F  = 


«22C  y  an  an  —  oi2^ 


Dasselbe  Kesultat  lindet  man,    wenn  man  die  Halbaxen  a 
und  h  bestimmt  und  in  die  Formel 

jp=:  abn 
einsetzt,  denn  es  ist  bekanntlich 

(39.)  a  = 

b  = 
also 

(40.)        ab=      

y(«ti  +  ö'22)-  —  («11  —  a22f  —  4a,  2^ 

(iZ3  ^ 

^«11022  —  »12^ 


v 

—  2a33 

r  (Tu 

+ 

«"22 

dzVian  — 

«22)^ 

+  4:a,2^ 

y 

2^33 

F    «1 

1  + 

^^22 

^  Yian  — 

2033 

a-22T 

+  4a,22 
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Fig.  37. 


§  14. 

Quadratur  der  Curven  bei  Anwendung  von  Polar- 
coordinaten. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  9i.) 

Bei  Anwendung  von  Polarcoordinaten  mögen  die  Coordinaten 
eines  Punktes  P  immer  mit  r  und  y,  die  eines  Punktes  1\  mit 
ri  und  f/i,  allgemein  die  eines  Punktes  Pn  mit  /•„  und  (fn  be- 
zeichnet werden.  Nennt  man  den 
Flächeninhalt  einer  Figur  AOP, 
welche  dui'ch  z.wei  beliebige  Radii 
vectores  OA,  OP  und  durch  den 
Cm-venbogen  AP  begrenzt  wird 
(Fig.  37) ,  aS'  {Sedor) ,  so  ist  S 
eine  Function  von  (f.  Den  kleineu 
Zuwachs 

(1.)  JS=POP,, 

X  welchen  diese  Function  erleidet, 
wenn  der  Winkel  XOP  gleich 
(f  um  die  kleine  Grösse  POPx  gleich  Jif  zunimmt,  findet  mau, 
indem  man  den  Bogen  PPi  durch  die  Gerade  PPx  ersetzt  und 
zunächst  den  Flächeninhalt  des  geradhnigen  Dreiecks  POP^ 
berechnet.     Für  diesen  erhält  man 

(2.)     A  POPi  =  10P.  OP,  sin  Ucr )  =  i  r(r  +  Jr)  ^^^Jcr  . 

Der  Unterschied  zwischen  dem  Curvensector  POPi  und 
dem  Dreieck  POPi  ist  ein  Segment  über  der  Sehne  PPi,  das 
eine  unendlich  kleine  Grösse  höherer  Ordnung  wird  und  deshalb 
vernachlässigt  w^ei'den  darf,  wenn  Jcf  verschwindend  klein  wh'd. 
Dann  gehen  auch  die  Grössen  QPi  gleich  Jr  und  JS  bezw.  in 
die  verschwindend  kleinen  Grössen  dr  und  dS  über,  und  man 
erhält 


(3.) 
also 


lim(r  -f  Jr)  =  r, 


lim^"^  =  l, 


^f={l 


J<f 
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(4.) 
imd 

(5.) 


dS=  lr^-(l(p 


S=\fr'"d(p, 


wobei  <  XOA  =  a  und  -^XOP  =  (p  gesetzt  ist. 

Gewöhnlich  wird  bei  den  Anwendungen  auch  die  obere 
Grenze  if  einen  constanten  Werth  ß  haben,  welcher  dem  Radius 
vecfor  OB  (Fig.  38)  entspricht. 

Auch  dieses  Integral  kann  als  eine  Summe  von  unendlich 
vielen,  unendlich  kleinen  Grössen  betrachtet  werden.  Theilt  man 
nämlich  den  Winkel  AOB  in  ?i  (gleiche  oder  ungleiche)  Theile, 
so  wird  auch  der  Sector  AOB  in  /i  Theile  zerlegt  (Fig.  38), 
von  denen  man  jeden  einzelnen  FOPi  unter  Vernachlässigung 
unendlich  kleiner  Grössen  höherer  ^i^-  ^s- 

Ordnung,  nämlich  unter  Vernach- 
lässigung der  Dreiecke  PQPi,  als 
einen  Kreissector  mit  dem  Flächen- 
inhalte ^r'-d(p  betrachten  kann. 
Dabei  ist  die  Voraussetzung  ge- 
macht ,    dass    die    Anzahl   n   der 

Sectoren    unendlich    gross    wird,  /  /  /  X      ^^ 

und  dass  die  einzelnen  Sectoren 
gleichzeitig  sämmtlich  unendlich 
klein  werden. 

Durch  Summirung  aller  dieser 

unendlich  kleinen  Sectoren  findet 

man  für  den  Flächeninhalt  des  ganzen  Sectors 

fi 
(6.)  6'  =  \/r'd(f . 


Uebuugs  -  Aufgaben. 

Aufgabe  1.     Man  soll  den  Flächeninhalt  des  Sectors  PiOP^ 
bei  der  Archimedischen  Spirale 
(7.)  r  =  a(f 

berechnen  (Fig.  39). 
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Fig.  S!i. 


Auflösung.      Nach    Gleichung 
(6.)  ist  in  diesem  Falle 

(8.)    ^  =lfr'd^  =  Y ff'd^ 


<Pi 


S  = 


0  1 


jY  —  ri-- 


1 
\ 

I 


6a 


Aufgabe  2.    Man  soll  den  Flächeninhalt  des  Sectors  PiOPo 
bei  der  allgemeinen  Spirale 
(lO.j  r  =  a(f>'' 

berechnen. 

Auflösung.     In  ähnlicher  Weise  wie  bei  der  vorhergehenden 
Aufgabe  erhält  man  hier 

ip.,  ip., 

(11.)  S=\ß--d<f='^J<f'-^d^ 


Vi 


Vi. 


a2  r  «^,2«+!-]'^        «2(^2-"  +  *  —  yi"'  +  ') 


_  a2ry,2>»+i-|--^ 

~'yL2/?.+iJ  ~ 


2(2«  +  1) 


Fis:.  40. 


Aufgabe  3.    Man  soll  den  Flächen- 
inhalt des  Sectors  PiOPo  bei  der  loga- 
rithmischen  Spirale 
(12.)  r  =  e^f 

berechnen  (Fig.  40). 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (6.)  er- 
hält man  in  diesem  Falle 


(13.) 
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Vi  <P2 

'Pi  <pi 

=  —  /e-'^v  d(2aw)  =  --  \e^-'"P  f' , 
4a/  ^     ^^       4a'-        -"vi' 
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also 

(14.) 


(Vi) 


1  r„2  ,r  2 

4a  ^  ^  4a 


Aufgabe  4.    Die  Gleichung 
(15.)         r~^  =  a~'^cos(—^\ 
oder 
(15a.)  r  = 


cos- 


(I) 


1     stellt  eine  Parabel  dar  (Fig.  41);  man  soll 
das  Segment  BAC  berechnen. 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (15a.)  folgt 
I    in  diesem  Falle 


^i  'l  cos.(f) 


2  2 

oder,  wenn  man 

setzt  und  Formel  Nr.  50  der  Tabelle  berücksichtigt, 

+v  +? 

4  4 

(17.)  Ä'  =  a^^^  =  «yci  +  tg^O  <tg  0 


=  «^[tg^  +  itg3^]     „=«^(1  +  1)  = 


8a2 


Kiepert,  Integral-ßechnung. 
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Fig.  42. 


Aufgabe  5.    Man  soll  den  Flächeninhalt  der  Cardioide  mit 
der  Gleichung 

(18.)    r"=  a^cos(^|-V 

oder 

(18a.)     r^acos^Cl") 

berechnen  (Fig.  42). 

Auflösung.    Setzt  man 
(f  =  2t, 
so  wird  zunächst  mit  Rück- 
sicht auf  Formel  Nr,  71  der 
Tabelle 

t 


(19.) 

also 
(20.) 

(21.) 


^  =  1  fr'^d(f  =  ^ /cos*  (1^  d(f  =  a'-  fcosHdt 

ü  Ö  0 

=  a2[^cos^/sin^  +  I cos?! sin?!  +  ^t]  , 


S  = 


2cos3(|)sin(|)+  3cos(|)sin(|)+  sf] 


Lässt  man  (f  bis  tt,  also  ^  bis  —  wachsen,  so  wh-d 


s  = 


16 


die  Hälfte  des  gesuchten  Flächeninhalts,  für  welchen  man  daher 

3a% 


(22.) 


F= 


erhält.     Der  Flächeninhalt  der   Cardioide  verhält  sich  also  zum 
Flächeninhalt  des  Kreises  mit  dem  Halbmesser  a  wie  3  zu  8. 

Aufgabe    6.     Man   soll  den  Flächeninhalt   der  Lemniscate 
berechnen  (Fig.  43). 
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Auflösung.  Die  Gleiclmno: 
der  Lemniscate  ist 

(23.)         r'-  =  a'-cos{2(f), 

folgiicli  wird 

<P  'p  Up) 

(24.)    S=  ^Ir'-dcf  =  "-/cos(2r/)(/f/  =  ^j- ko^{2(f)  d{2(p) 

0  0  (OJ 

=  f  [sm(2^){=^siii(2f/)). 

Den  vierten  Theil  (Quadranten)  der  Lemniscate  erhält  man, 
wenn  (f>  von  0  bis  —->  also  2y  von  0  bis  —   wächst,    folglich 
w^ii'd  der  Flächeninhalt  der  g-anzen  Lemniscate 
(25.)  i^=ß2sin/'^^  =  a2, 

Aufgabe  7.    Die  Gleichung-   des  Folium   Cartesii    war   für 
rechtwinklige  Coordinaten 
(26.)  a;3  +  2/3  —  ^axy  =  0; 

mau  soll  den  Flächeninhalt  der  Schleife  berechnen  (Fig.  44). 

Auflösung.  Bei  Anwendung 
rechtwinkliger  Coordinaten  müsste 
man  die  kubische  Gleichung  (26.j 
nach  y  auflösen  und  erhielte  einen 
Ausdruck  füi^  y'  —  y",  dessen 
Integration  grosse  Schwierigkeiten 
bereiten  würde.  Führt  man  da- 
gegen durch  die  Gleichungen 

(27.)  X  =  rcos(f,     y  =  rsin^ 
Polarcoordinaten    ein ,    so    geht 
Gleichung  (26.)  über  in 

3a  sin  cf  cos  cp 


(28.) 


cos'V/  +  siU'^r/ 


8* 
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deshalb  findet  man  füi-  den  gesuchten  Flächeninhalt 

n  n 

,      ,  ^,      l/'o7         9a2  /'sinVcos2</)c?«) 

(29.)  &  =  2/.-^^  =   2-y(eosV  +  sin3yy " 

0  0 

Indem  man  Zähler  und  Nenner  des  Bruches,  der  unter  dem 
Integralzeichen  steht,  durch  cos^y  dividirt  und  beachtet,  dass 


cos-cp 


=  cKtgcp) 


ist,  ergiebt  sich 

(f)  (I) 

9a2  ftg^(pd(tg(p)  _  9a- f      thlt 


(30.) 


(0)  (0) 

wobei  tg^  mit  t  bezeichnet  ist.    Setzt  man  noch 

1  +  ^3  _  2,     also    Sthlt  =  dz, 
so  wird 

(31.) 

folglich  ist 


7(1+15)^  =77^=/-'^^=-. 


I 


(32.)    S^\ 


J,)  2   L      1+tgV 


3a2 


Der  Flächeninhalt   der  Schleife   ist  daher  dreimal  so  gross 
icie  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  AOB. 


§  15. 

Uebergang  von  rechtwinkligen  Coordinaten  zu 
Polarcoordinaten. 

(Vergl.  die  Formel- Tabelle  Nr.  95.) 

Ist  eine  Curve  diu-ch  die  Gleichungen 
(1.)  x  =  cp{t),    y^ip{t) 

gegeben,  so  führt  man  zur  Berechnung  des  von  ihr  eingeschlos- 
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senen  Fläclieniiilialts  häufig  mit  gutem  Erfolge  Polarcoordinaten 

ein.    Aus  den  Gleichungen 

(2.)  x  =  rQ,Q^(f,     ^  =  rsm.(f 

findet  man  nämlich 


(3.) 


(^.) 


tg^  =  ^, 

d(p  zdy  —  ydx 


COS'^f/) 


und  wenn  man  diese  Gleichung  mit 

r-cos-^  =  z^ 
multiplicirt, 

(5.)  r^d(f  =  xdy  —  ydx  =  (x-^^  —  y~\  dt. 

Dadurch  geht  Formel  Nr.  94  der  Tabelle  über  in 

(6.)      S  =  \jf^dcf,  =  \f(xdy-ydx)  =  \f(^x^^^^^ 


(«) 


(«( 


Fig.  45. 


Uebungs-Aufgaben. 

Aufgabe  1.     Man  soll  den  Sector  der  Kreisevolvente  mit  den 
Gleichungen 

f  X  =  a{cosf  +  tsiüt), 

( '7  \  ■ 

\  y  =  a{smt  —  ^cos^) 
berechnen  (Fig.  45). 

Auflösung.      Aus    den    Glei- 
chungen (7.)  findet  man 

j  dx  =  at  cos  tdi, 

I  dy  =  atsiütdt, 
folglich  wird 
(9.)  xdy  —  ydx  =  a-f^df, 


(8.) 


(10.) 


S='^ßdi  =  '^  =  AOP. 
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Aufgabe    2.      Man    soll    den 
Flächeninhalt    der    Astroide    mit 
den  Gleichungen 
(11.)     ;?:  =  acos%     y  =^  aSiuH 
berechnen  (Fig.  46). 

^^  Auflösung.      Aus    den    Glei- 

chungen (11.)  findet  man 

{  dx  =^  —  ^aco^-t^mtdL 
(12  )    • 
^     '\   \  dy  =  -\-  ^ami-tQ,0?,tdU 

folglich  wird 

(13.)  xdy  —  ydx  =  3a-(sin2/cos*^+sinVcos-/!)^^^  =  Sa-siiiHcos-dt, 


(14.) 
oder 


S 


(co&-/di  =  AOP, 


(t) 


(15.)        S  =  ^-Usm'^tcosH  .  dt  =  ^~fsm-i2 1) d{2 1). 

0  (0) 

Dies  giebt  nach  Formel  Nr.  69  der  Tabelle 
(16.)    S  =  ^^' [- |sin(20cos(20  +  t\[  =  ^' L^  — isin(4^)]. 


Für  t  =    -  erhält  man  den  Sector  AOB,  d.  h.  den  vierten 


Fig.  47. 


Theil  der  Astroide,  folglich 
ist  der  Flächeninhalt  der 
ganzen  Astroide  in  Ueber- 
einstimmung  mit  Aufgabe  1 1 
in  §  11 

(17.)       -F  = 


6a-n 


Aufgabe  3.  Man  soll 
den  Flächeninhalt  der  Epi- 
cykloiden  mit  den  Glei-, 
chungen 
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^  X  =  a[mcost  —  cos(m^)], 
^^  \  y  =  a[mBmt  —  sm{mt)] 

berechnen  (Fig.  47). 

Auflösung.    Aus  den  Gleichungen  (18.)  folgt 
I  dx  =  ma[ —  sin^^  +  sin (mt)]dt, 
^     '^  \  dy  =  ma[cost  —  C0S{mt)]dt, 

also,  wenn  man  beachtet,  dass  hier  m  =  fi  -\-  1  zu  setzen  ist, 
(20.)     xdy  —  ydx  =  ma-[(m  +1)  —  (m  -f  l)cos{nt)]dt 
=  m(m  +  l)a^[l  —  cos{nf)]dt. 

Dies  giebt  für  den  Sector  AOF 

t 

(21.)  »S'=-^^ — ^    '     l[l  —  COS(;nt)]dt 

0 

m(m  +  l)a-  f        1    •  /  ^\~ 
2  L        ^i  . 

Wenn  der  Sector  durch  einmaliges  Abrollen  des  rollenden 
Kreises  entstanden  ist,  wenn  es  sich  also  um  den  Sector  AOBC 
handelt,  so  hat  man  den  Wälzungswinkel  des  rollenden  Kreises 

nt  =  2n ,     also     z!  =  — 
n 

zu  setzen  und  erhält 

/.'>2.)    s  =z  ^^^^^  +  l)a"TC.^  (/^  +  1)  {n  +  2)a^7r   ^  j^pßQ 
"■^  n  n 

Ist  71  eine  ganze  Zahl,  so  schliesst  sich  die  Curve,  und  die 
ganze  Fläche  besteht  genau  aus  n  solchen  Sectoren;  in  diesem 
Falle  wird  also  der  Flächeninhalt  der  Epicykloide 
(23.)  F=  n  .  AOB  C  =  (/^  +  1)  {n  +  2)a%. 

Ist  z.  B.  n  =  Q,  wie  es  in  Figur  47  der  Fall  ist,  so  wird 
(24.)  jP=  ößa^TT. 

Für  n  =  l  ist  die  Epicykloide  eine  Cardioide,  deren  Flächen- 
inhalt demnach 

(25.)  F=  6«% 

ist.     Dieses  Eesultat   stimmt  mit  dem  in  §  14  Aufgabe  5   ge- 
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fiindenen  überein;  nur  war  damals   der  Halbmesser  a  \iermal 
grösser  als  in  den  hier  benutzten  Grleichungen. 

Aufgabe  4.     Man  soll  den  Fläclieninlialt  der  Hypocykloiden 
mit  den  Gleichungen 

(26.)     X  =  a[m  cos  t  +  cos{mt)] ,     y  =  a[msmt  —  sin(m^)] 
berechnen  (Fig.  48). 

Auflösung.    Aus  den  Grleichungen  (26.)  folgt 
=  ma[ —  smt  —  sm{mt)]dt, 
ma  [cos  t  —  cos{mt)]df , 
also,  wenn  man  beachtet,  dass  hier  m  —  n  —  1   zu  setzen  ist, 
(28.)  xdy  —  ydx  =  ma^  \^n  —  1)  —  {m  —  1)  cos(/2^)]ö?< 

=  m{m.  —  1)  ar\\  —  Qsy&int^dt  ^ 
folglich  wird 


(27.) 


idx  = 
dy^ 


(29.) 


>S'  = 


m{m  —  1)«' 


m{in  —  \)a^ 


) 
L        n 


z^'änty^dt 


%\Vi{^lt) 


=  AOP. 


Fig.  48. 


Wenn  der  Sector  durch 
einmaliges  Abrollen  des  rol- 
lenden Kreises  entstanden 
ist,  so  hat  man  den  Wäl- 
zungswinkel  dieses  Kreises 

2n 

nt  =  27r,     also     t^=^  — ■ 
'  n 

ZU  setzen;  dann  wird 
(30.)    s^"^^^^-^^ 

_  {n—\){n— "2)0^71 
■  n 

=  AOBB. 

Ist  n  eine  ganze  Zahl,  so  schliesst  sich  die  Curve,  und  man 
erhält  füi^  den  Flächeninhalt  der  ganzen  Hypocykloide 
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(31.)  F=  n  .  AOBD  =  {n  —  1)  {n  —  2)a^7i:. 

Für  den  in  Figur  48  berücksichtigten  Fall  ist 
(32.)  n  =  S     und     F=  2tt%, 

also  doppelt  so  gross  wie  der  rollende  Kreis,  oder  wie  der  durch 
die  Punkte  I)EF  gelegte  Kreis. 

Bei  der  Ästroide  hat  man  w  =  4  zu  setzen   und  erhält  in 
Uebereinstimmung  mit  Aufgabe  11  in  §  11   und  Aufgabe  2  in 
diesem  Paragraphen 
(33.)  F^  ßa'~7r, 

nur  ist  in  der  vorliegenden  Darstellung  der  Werth  von  a  vier- 
mal kleiner  als  dort. 


III.  Abschnitt. 


Kubatur  der  Rotationskörper. 

§  16. 

Berechnung  des  Volumens  eines  Rotationskörpers. 

(Vergl.  die  Formel- Tabelle  Nr.  96—98.) 

Eine  Curve  (Fig-.  49)  mit  der  G-leichung 


(1-) 


y  =/(^) 


rotire  um  die  X-Axe,   dann  beschreibt  jeder  Punkt  der  Curve 
einen  Kreis.     Um  das  Volumen  V  des  Körpers  zu  berechnen, 

welcher  bei  der  Eotation  von 
der  Figur  AxAPQ  beschrie- 
ben wird  ,  beachte  man  zu- 
nächst, dass  V  eine  Func- 
tion von  X  ist.  Wenn  näm- 
lich OQl=.  X  um  die  Grösse 
QQi=^Jx  wächst,  so  wächst 
auch  V  um  den  von  dem 
Viereck  QPPi  Qi  beschrie- 
benen Eotationskörper  JV. 
Dabei  ist  J  V  grösser  als  der 
von  dem  Rechteck  QPRQi 
bei  der  Rotation  beschriebene  Cyüuder  y-n .  Jx  und  kleiner  als 
der  von  dem  Rechteck  QRiPiQi  bei  der  Rotation  beschriebene 
Cylinder  yi%  .Jx;  es  ist  daher 
(2.)  y^Ti .  Jx  ^  JV^  yx-n  .  Jx. 
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Dies  gilt  nur,    wenn   die  Curve    (wie    in  Figur  49)   vom 
Punkte  Pbis  zum  Punkte  Pi  steigt;  wenn  sie  dagegen  in  diesem 
Intervalle  fällt,  so  wird 
(3.)  y'-7x  .  Jx  ^JV^  y^n  .  Jx. 

Steigt  und  fällt  die  Curve  in  dem  Intervalle  von  P  bis  Pi 
abwechselnd  (vergl.  Fig.  3),  so  sei  if  die  Ordinate  des  höchsten 
Punktes  B.  und  tj"  die  Ordinate  des  tiefsten  Punktes  J",  dann 
wird 
(i.)  y'^Ti  .Jx^JV^y'^-Tt  .Jx. 

In  dieser  Ungleichung  sind  die  beiden  vorhergehenden  Un- 
gleichungen (2.)  und  (3.)  als  besondere  Fälle  inbegriffen.  Indem 
man  die  Ungleichung  (4.)  durch  Jx  dividirt,  erhält  man 

(5.)  y%^^^2/"%. 

Da  nun  für  lim^.r  =  0 

lim  2/'  =  Mmy"  =  y 

wird,  so  folgt  hieraus 

clV 
(6.)  —^^zy^-n,     oder     dV  =^  y'^ndx; 

CvCC 

dies  giebt 

(7.)  F=  Tt/y^dx, 

a 

wobei  die  untere  Grenze  a  die  Abscisse  0A\,  des  Curvenpunktes 
A  ist ,  denn  für  x  gleich  a  wird  das  Volumen  des  Körpers 
gleich  Null. 

Gewöhnlich  wird  man  auch  für  die  obere  Grenze  einen 
Constanten  Werth  h  einsetzen  müssen,  so  dass  man  erhält 

h 
(8.)  V=nff-Jx. 

a 

Auch  dieses  Integral  kann  man  als  eine  Summe  von  unend- 
lich vielen ,  unendlich  kleinen  Grössen  ansehen.  Zerlegt  man 
nämlich  die  ebene  Figur  AyABB^  durch  Parallele  zur  Y-Axe 
in  n  Streifen,  die  alle  verschwindend  klein  werden,  wenn  n  in's 
Unbegrenzte  wächst  (Fig.  50) ,   so  darf  man  diese  Streifen  als 
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Rechtecke  betrachten,  denn  die  kleinen  Dreiecke  PRP^ ,  welche 

dabei  vernachlässigt  werden,  beschreiben  bei  der  Rotation  ring- 

Fig.  50.  förmige  Körper,  deren  Volumina 

unendlich  kleine  Grössen  höherer 

Ordnung  sind. 

Das  Volumen  des  Cj^lin- 
ders,  welcher  bei  der  Rotation 
von  dem  Rechteck  QPRQy  be- 
schrieben wii'd,  ist  aber 

i/n  .dx, 

wenn   man   die  Höhe   dx   des 

Cylinders    sogleich   verschwin- ; 

dend    klein     annimmt.        Die 

Summe  aller  dieser  imendlich  vielen,  unendlich  flachen  Cylinder 

giebt  dann  das  gesuchte  Volumen  des  Rotationskörpers,  nämlich; 

in  Uebereinstimmung  mit  Gleichung  (8.) 

V  =  71  fif-dx. 


In  ähnlicher  Weise   findet   man   auch  das  Volumen  eines 
Rotationskörpers,  bei  welchem  die  Y-Axe  die  Rotations- Axe  ist; 

nui'  muss  man  in  diesem  Falle  x 
und  y  mit  einander  vertauschen, 
so  dass  man 


(9.) 


T^=  TT  fx-dy 


erhält.  Es  ist  dabei  zu  beachten, 
dass  hier  y  die  Integrations- Ver- 
änderliche ist,  und  dass  man  des- . 
halb  erst  integriren  kann,  nach- 
dem man  in  Gleichung  (9.)  x-  als 
Function .  von   y  dargestellt  hat,  \ 

während  in  Gleichung  (8.)  x  die  Integrations -Veränderliche  war.  - 
Um  dies  anzudeuten,  mögen  die  Integrationsgrenzen  a  und  | 

b,  da  sie  besondere  Werthe  von  x  sind,  in  Gleichung  (8.)  mit  '. 

xi  und  X2  bezeichnet  werden ;  und  ebenso  mögen  in  Gleichung  (9.)  i| 
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die  Integrationsgrenzen  c  und  d,  da  sie  besondere  Werthe  von 
y  sind,  mit  iji  und  y-i  bezeichnetj;^ werden. 
Man  erhält  daher 


(10.) 


F=  nfy^-dx, 


wenn  die  X-Axe  die  Rotations -Axe  ist,  und 
(11.)  V=nfxHy, 

wenn  die  F-Axe  die  Rotations -Axe  ist. 

Durch  Verlegung  der  Cordinaten-Axen  kann  nTan  es  immer 
erreichen,  dass  die  X-Axe  oder  die  F-Axe  mit  der  Rotations- 
Axe  zusammenfällt.  Ist  z.  B.  in 
Figur  52  die  Gerade  CiZ>i  mit 
der  Gleichung 

a;  =  a 

\  Rotations -Axe,  so  verschiebe  man 

die  Y-Axe  parallel  mit  sich   um 

die  Strecke  OA  gleich  a,   indem 

man 

X  ^^  x'  -\-  a^     oder     x'  ^=  X  —  a 

setzt,  dann  wird 

y-i  Vi 

12.)  F  =  nfx'Hy  =  nf{x  —  iifdy. 

Vi  Vi 

Die    Berechnung    des    Volumens    der    Körper    nennt   man 
., Kubatur  der  Körper'"''. 


§  17. 

Uebungs-Aufgaben. 

Aufgabe  1.  Ein  gerader  Kreiskegel,  dessen  Grundkreis  den 
lalbmesser  a  hat,  und  dessen  Höhe  gleich  h  ist,  entsteht,  indem 
iin  rechtwinkliges  Dreieck  OCA  (Fig.  53)  um  die  X-Axe 
otirt;  man  soll  d^is  Volumen  des  Kegels  berechnen. 
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Fig.  53. 


Auflösung.  In  dem  recht- 
winkligen Dreieck  OCA  ist  die 
Kathete  OC  gleich  7^,  und  die 
andere  Kathete  CA  gleich  a, 
folglich  hat  die  Hypotenuse  OA 
die  Gleichung 


(1.) 


y  = 


ax 
h 


I 


Das  Volumen  des  Kegels 
wü'd  daher  nach  Formel  Nr.  96 
der  Tabelle 


(2.) 


also 


(3.) 


h  h 


F  = 


a^Tc 


i-nh 


Fig.  54. 


Aufgabe  2.     Ein  ahge&iumpfter  gerader  Kreiskegel  habe  die 

Höhe  h  und  sei  begrenzt  durch 
die  beiden  Kreise  mit  den  Halb- 
messern öl  und  «2;  man  soll  das 
Volumen  des  Kegelstumpfes  be- 
rechnen. 

Auflösung.  Der  Kegelstumpf 
entsteht  dui'ch  Eotation  des  Pa- 
ralleltrapezes 0.24 1^2^  um  die 
X-Axe  (Fig.  54),  wobei  OA  gleich 
h  mit  der  X-Axe  und  OAy  gleich 
ßi  mit  der  5^-Axe  zusammenfällt. 
Die  Gleichung  der  Geraden  AyA^ 
ist  daher. 


(4.) 

folglich  \\\Y& 


09 


«l 


h 


X  +  dl  , 
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h                     h 
^=  njf-dx  =  nj  Y ^2-^—  +  -^ j-^ +  a^Y^ 

0  0 


-[ 


3Ä2 


2A 


hjx 


—  -TT  [(«2 «0^  +  3((72  —  «l)«l  +  3ai2] , 

o 


also 


Fig.  55. 


(6.)    F=— (öi^  +  a^a^  +  ao-). 

Aufgabe  3.  Der  Halbmesser  einer  Kugel  sei  a;  man  soll 
das  Volumen  einer  Kugelschicht  berechnen,  welche  unten  und 
oben  von  zwei  Kreisen  mit 
den  Halbmessern  x^  und  xi 
begrenzt  ist  und  die  Höhe 
h  hat. 

Auflösung.  Die  Kugel- 
schicht entsteht  (Fig.  55)  durch 
Rotation  der  Figur  R1P1P.2R2 
um  die  Y-Axe,  wobei  PiPo 
der  Bogen  eines  Kreises  mit 
der  Gleichung 

(7.)  a;2  +  2/2  =  a^,     oder     x^  =  a^  —  y^ 

ist.     Nach  Formel  Nr.  97  der  Tabelle  erhält  man  daher 


also 


Vi 


TT 


(9.)        F  =  ^  [^a\y,  -  y,)  -  {y,^  -  y,^)] 

_  (V2  —  yi)7T 


_  {y'i  —  y\)n 


[3a2  —  y^^  —  yiy^  —  yi^] 
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Nim  ist  aber 
(10.)  y,  —  y^  =  h,    y'^}  —  2yiy2  +  yi^  =  Ä2, 

und  nach  Gleichung  (7.) 


folglich  wird 
(11.) 


«2  y^  —  ^j2^        ^2  _  y^l  _  ^^. 


D 


Setzt  mau  in  Gleichung  (8.)  yi  gleich  0  und  y-2  gleich  a, 
so  geht  die  Kugelschicht  in  die  Halbkugel  über,  so  dass  man 
für  das  Volumen  der  ganzen  Kugel 


(12.) 
erhält. 


V 


=  27r  L^y  — 


4a^7r 


Aufgabe  4.    Die  Parabel  OP  mit  der  Gleichung 
(13.)  t/2  =  2pz 

rotire  um  die  X-Axe  (Fig.  56);  man  soll  das  Volumen  des  von 
der  Figur  OQP  beschriebenen  Rotaüons-Paraholoids  berechnen. 

*is.  56.  Auflösung.    Nach  Formel  Nr. 

96  der  Tabelle  ist 


(14.)     V  =  nfy'^dx  =  2p7t  fxdx 


X-         X  .  2pX  .  TV 

=  2^7r.-=: 


2 


xy-n 


Dies   giebt    den   Satz:    Das 

Volumen  des  B,otations-Paraholoids 

ist    halb    so    gross    wie    der    von    dem    entsprechenden   Rechteck 

OQPR   mit   den  Seiten  x    und  y   bei  der  Rotation  beschriebene 

Cylinder. 

Für  X  gleich  y  wird 


(15.) 


V  = 


§  17.     Kubatur  der  Rotationskörper;  Uebungs -Aufgaben.        129 

Beschreibt     man    über  ^^s-  Zi- 

emern Kreise  mit  dem  Halb- 
messer X  einen  Cylinder  mit 
der  Höhe  x,  eine  Halbkugel, 
ein  Rotations- Par ab oloid  \mdi 
einen  Kegel  mit  der  Höhe  x 
(Fig.  57),  so  sind  die  Volu- 
mina dieser  vier  Körper 
bezw. 

„        2x^71      x^n      x^n 
'3  2  3 

und  verhalten  sich  daher  zu  einander  wie 

6:4:3:2. 
Aufgabe  5,    Eotirt  eine  Ellipse  mit  der  Gleichung 

(16.) 

oder 


^  +  ^  =  1 
«2  ^  62       -"' 


(16a.)    y-  =  ^  (ß2  —  x") 

um  die  grosse  Axe  (Fig.  58), 
so  heisst  der  dabei  beschriebene 
Rotationskörper  ^klangliches  Ro- 
tatio7is- Ellipsoid''' ;  man  soll  das 
Volumen  der  Schicht  berechnen, 
welche  bei  der  Rotation  von 
der  Figur  Q1P1F2Q2  beschrieben  wird. 

Auflösung.    Nach  Formel  Nr.  96  der  Tabelle  wird  in  diesem 
Falle 


(17.)    V=nj,ßdx  =  ^^~j[c 


=  -^2  ['^«"(^2  —  Xi] 


Sa- 

b'^7r(x2  —  Xt] 


-  x^)dx 

(X2^~X,^)\ 


b'-n 


3ö2 

Kiepert,  Integral -Rechnung. 


(3^2 xr'  — -  XxXi  — ■  .Ti^)  , 
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(17a.)    V  = 


I^(- 


-^)  +  ^(^' 


-rr) 


J2 


+  -^  (^2  —  Xif 


oder,  wenn  man  die  Höhe  xo  —  xi  der  Schicht  wieder  mit  h  be- 
zeichnet und  Gleichung  (16.)  beachtet, 

(18.)  ^^Ti^y'  +  ^y^+'-^^y 

Für  yi  gleich  0,  7/2  gleich  0,   h  gleich  2a  erhält  man    das 
Volumen  des  ganzen  Rotations -Eilipsoids,  nämlich 

(19.) 


V  = 


Aufgabe  6.    Rotirt  eine  Ellipse  mit  der  Gleichung 

2  at2 

Fig.  59.  (20.) 

ß 

(20a.)      x^  =  ^,{b^~-f-) 


2  =  -(^ 

j^um  die  Meine  Axe,  so  heisst  der 
dabei  beschiiebene  Rotationskörper 
„Sphäroid^^  (Fig.  59);  man  soll 
das  Volumen  der  Schicht  berech- 
nen, welche  bei  der  Rotation 
durch  die  Figur  R1P1P2R2  beschrieben  wkd. 

Auflösung.    In  ähnlicher  Weise  wie  bei  der  vorhergehenden 
Aufgabe  findet  man  hier 


bh/ 


(21.)  v=^ßi^~^^f)d,  =  '^[ 

1/1  "' 

=  -(8.r,^  +  3x.'  +  -^y 

wobei  die  Höhe  y^-^yi  mit  h  bezeichnet  ist. 

Für  xi  gleich  0,  X2  gleich  0,  h  gleich  2b  erhält  man  das 
Volumen  des  ganzen  Sphäroids,  nämlich 

(22.)  r=if!^. 
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Aufgabe  7.    Eotirt  eine  Hyperbel  mit  der  Gleichung- 
(23.)  a^-fJ=l'      Oder     i/ =  ^^,{x'' -  a^) 

lim  die  X-Axe,  so  entstellt  das  ,^ziv eischalige  Rotations- Hyperbo- 
loid^^ (Fig.  60);  man  soll  das  Volumen  einer  Schicht  dieses 
Körpers  berechnen. 

Fig.  60. 
Y 


0 A 


Auflösung.     Hier  ist 


(24.J    V=n  jyhlx  —  -^  j^x^  —  d^)dx  =  -^    —  —  a'^x 


Xi  Xi 

b^Tt 

=  -g^  [^2^  —  ^1^  —  ^a\x2  —  Xi)] 


1^71  {xi  —  a-i) 

3^2 


{X2'  +  XiXi  +  Ä"r  —  3  »2) 


n{x.  —  X,)    \U\      2  2N     ,    '^^'z      2  o^ 


6 


--,{x,-x,r\^ 


oder,  wenn  man  ro  —  x^,  mit  ä  bezeichnet  und  Gleichung  (23.) 
berücksichtigt, 

(26.)  V='^{^y^  +  ^y,->^). 

Für 

^1  =^  ",  yi  =  0 ;     Xi  ^=  X,  y<i  ^:-  y;     A  =  a;  —  a 
erhält  man  das  Volumen  des  Körpers,  der  bei  der  Rotation  von 
der  Figur  A^QP  beschrieben  wird,  nämlich 

9* 
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(26.)    V  = 


6 


[3.^--^]  = 


Aufgabe  8.    Eotirt  eine  Hyperbel  mit  der  Gleichung 

/r2 


Y\s.  ei 


oder 


(27a.)      x^- = --^{rf- +  h^) 

um  die  1^-Axe,  so  entsteht  das 
^^einschalige  liotaiions-  Hyperbo- 
loid'-' (Fig.  61);  man  soll  das 
Volumen  einer  Schicht  dieses 
Körpers  berechnen. 


Auflösung.    Hier  ist 

Vi  Vi 

(28.)    V  =  nß^dy  =  "^-ßf  +  F-)dy  =  ^?-  [^  +  h^y 

Vi 

(y2-  +  yi.y2  +  ?/i'  +  3Ä2j, 


I 


2/1  S/i 

_  a^n(y2-—yx) 
""  3^2 


oder 

Bezeichnet  man  die  Höhe  3/2  —  yi   der  Schicht  wieder  mit 
//,  so  wird  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichui]gen  (27  a.) 

(30.)  r=^(3.,^  +  3../-2^). 

Für 

xi  =  a,  yi  =  0-     X2  =  X,  y2  =  y,  h  =  y 
erhält  man  das  Volumen  des  Körpers,  der  bei  der  Rotation  der 
Figur  OAPR  um  die  1"-Axe  beschrieben  wird,  nämlich 

(31.)        F  =  ^  (8.^  +  3.^  -  "^)  =  ^^ (y'-  +  35^). 
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Aufgabe  9.  Man  soll  das  Volumen  des  Körpers  berechnen, 
welcher  durch  Rotation  der  Kettenlinie  um  die  X-Axe  entsteht 
(Fig.  62). 

Auflösung.    Die  Grleichung  der  Kettenlinie  ist 

Fig.  02. 


(32 


oder 


yf—a^  =  -f^e''—e    " ), 


folR-lich  wird 


(33.)     V=Trjy'-dx 

z?^  2x  2r 

a-n\a    ~  a      i^l  - 

=^[2"  +2^-2"  .  • 


Unter  der  Voraussetzung,  dass  x^,  und  xi  beide  positiv  sind, 
erhält  man 


(34.)    F  =  f  [|G«  +  r^).  |(.^-  e-^)  + 


aa; 


•*i 


Wird  dagegen  a;i  negativ,  wie  es  in  Figur  62  der  Fall  ist, 
so  wird 

(34a.)     F  =  ~  [t/o  1/y^^::^^  +  y,  V^-'a^  +  a(rr2  -  x,)]. 


(35.) 


Für  rri  =  0,  yi  =  a;  xo  =  x,  y-2  =  y  erhält  man 
V='^{yyy^:^^+ax). 
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Aufgabe  10.  Man  soll  das  Volumen  des  Körpers  berechnen, 
welcher  durch  Rotation  der  Cyldoide  um  die  X-Axe  entsteht 
(Fig.  63). 

Auflösung.    Die  Glei- 
chungen der  Cykloide  sind 


(36.) 


j  X  =  a{t  —  sin^), 


tj  —  a{l  —  cos<); 
d.  h.  X  und  y  sind  beide 
A  als  Functionen  einer  drit- 
ten Veränderlichen  t  dar- 
gestellt; deshalb  wird  es 
zweckmässig  sein,  t  als 
Integrations  -  Veränder- 
liche einzuführen. 

Dies  giebt 
(37.)  dx  =  «(1  —  cost)dt, 

also,  wenn  der  Körper  duixh  Eotation  der  Figur  OPQ  entsteht, 


(38.) 


V  =  Trfy'^dx  =  a^nj(l  —  costydt 


—  o^nJ{\  —  3  cosi!  -f  3cos2/!  —  GOS^t)di, 

0 

folglich  wird  nach  den  Formeln  Nr.  10,   13,   68  und   42   der 
TabeUe 

(39.)   V ■—  a^/r{f.  —  S^mt  +  ^shit  cos ;!  -f  | ^  —  sin ;!  +  |sin=^0 
=  a%[|if  -}-  sin^(—  4  +  Icost  -f  ^sin^i!)]. 
Für  t  =  271  erhält  man  das  Volumen  des  Körpers,  welcher 
dui'ch  Rotation  der  ganzen  Cykloide  OPHA  entsteht,  nämlich 
(40.)  V  =  ba'^TTK 

Aufgabe  11.  Man  soll  das  Volumen  des  Köipers  berechnen, 
welcher  durch  Rotation  der  Astroide  um  die  X-Axe  entsteht 
(Fig.  64). 


§  17.     Kubatur  der  Rotationskörper;  Uebungs -Aufgaben         135 

Auflösung.     Die  Grleiclnmgen 
der  Astroicle  sind 

(41.)  ä;  =  acos^t,     y  =  asin^^, 

folglich  ist ,  wenn  man  wieder  t 
zur  Integrations  -Veränderlichen 
macht  und  zunächst  den  Körper 
herechnet,  welcher  durch  Eotation 
der  Figur  OQPB  entsteht, 

(42.)    dx  =  —  Sacos^^  %m.tdt, 

(43.)  V=  Txjy-dx  =  —  Ba^n/sm^icos^ismtdt 


=  8a%y(l  —  cos2^)3coS"/ .  4cos;;). 

71 

Setzt  man  also 

cos;;  =  z, 

so  wird,  wenn  man  beachtet,  dass  cosf^j  gleich  0  ist, 

(44.)  V  =  Sa^7T/{z'-  —  Szi  -\-  Sz^  —  z^)dz 

\3         5  7         9/ 

=  ^-^(105cos3(!—  189cos5^  -f  135cos'j;  — Söcos^O- 

Für  t  gleich  0  erhält  man  das  Volumen  des  Körpers, 
welcher  bei  der  Eotation  von  dem  Quadranten  A  OB  beschrieben 
wü'd,  folglich  ist  das  Volumen  des  ganzen  Rotationskörpers 


(45.) 


V  =  -:^r^  (105  —  189  -f  135  —  35)  = 


105 


105 


Aufgabe  12.    Man  soll  das  Volumen  des  Körpers  berechnen, 
welcher   durch  Kotation    der  Cissoide  um    die  X-Axe  entsteht 

(Fig.  65). 
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Fig.  G5. 


Auflösung.    Die  Gleichungen  der  Cis- 
soide  sind 

r  .r,\             c     •  o                  2asin^a) 
(46.)     X  =  2asin2y,     y  = ^, 

folglich  wird 

(47.)         dx  =  4:asm(f>C0S(fd(f. 


0  0 

Setzt  man  also 
(49.)     cos^  =  ^,     sin^^  =  1  —  i^, 

sm(fd(f^  =  —  dt, 
so  wird 

^=1     für     (f  =  0, 


d(p 


und  man  erhält 


(50.)    V=—  IQa'np^—^^ 


=  — 16( 


a%  If 3^  +  3^3  —  A 

1 

Ifi    3       fw  3^2  3^4  ,;6-|' 


dt 


4La^7t 


(—121!^+  18^2  „9^4  ^  2^!^  — 11) 

-     [—  Gl{t^)  —  2{l—t'-f~3{l~f)^  —  6il  —  t^)]. 
o 


3 

4a^;T 


Nun  ist 


(51.)    ^2  =  cosV  =  1  —  sinV  =  ^^v^ '     l  —  f-  =  ^, 

folglich  wird 

(52.)         V=~  ^24a3l('-_^^^  -^  x^  _  ^ax^  _  i2a2  J  • 
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Fig.  66. 


Aufgabe  13.  Man  soll  das  Volumen  des  Körpers  berechnen, 
der  durch  Eotation  der  Cissoide  um  die  Asymptote  mit  der 
Gleichung  x  =  2a  entsteht  (Fig.  66). 

Autlösung.  Zimächst  möge  das 
Volumen  des  Körpers  berechnet 
werden,  welcher  bei  der  Rotation 
von  der  Figur  OASP  beschrieben 
wird.  Nach  Formel  Nr.  98  der 
Tabelle  findet  man  in  diesem 
FaUe  ' 

?/ 
(53.)     V  =  Tif{x  —  2afdy. 

0 

Dabei  folgt  aus  den  Glei- 
chungen (46.) 

[    X  —  2a  =  —  2a  COS^^' , 
2a 


(54.) 

also 

(55.) 

(56.) 


dy 


cos^cp 


(ßcos'^cp  +  sm?(f)sm'^(pd(f, 


V=  Sa^Trysin-y  cosV(3  cos-^  +  sin-^)(/y. 

0 

Nun  ist 
J         4sin-^cos-9  =  sin2(2^), 


l    3cosV  +  sin^y  =  1  +  2cosV  =  2  -f  Q,o^{2(p), 
so  dass  man  erhält 


(57.) 


S'P) 


V  =  a^Ttßm\2(p)[2  +  tO%{2(f)\d{2(p). 

(0) 

Dies  giebt  nach  Formel  Nr.  69  und  40  der  Tabelle 
(58.)       V  =  a^n  [—  sin(29))  cos(2y)  +  2y  +  |  %m\2fp)\ . 

TT 

Wenn  y  bis  —  wächst,  so  wird  y  unendlich  gross.  Gleich- 
zeitig erstreckt  sich  auch  der  Rotationskörper  bis  in's  Unend- 
liche; trotzdem  bleibt  aber  sein  Volumen  endlich,  denn  man  erhält 
(59.)  lim   V=a^n''-. 

71 

9=^ 
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Aufgabe  14.     Man  soll  das  Volumen  des  Körpers  berechnen, 
welcher  durch  Eotation  der  Ellipse 


^'^■'''-  (60.)  y  =  c±~yar-^^^ 

um  die  X  -  Axe  entsteht 
(Fig.  67),  wenn  c  grösser  als 
b  ist. 

Auflösung.      Man    kann 
das  gesuchte  Volumen  V  als 
P'i  I      die   Differenz    zweier  Volu- 
mina  V  und  V"  betrachten, 
von  denen  V  bei  der  Eota- 
tion von  der  Figur  QiPi'Po'Qi 
^  und     V"    von    der    Figur 
Q,Pi"P^2"Q2  beschrieben 
wird.     Dabei  ist 


(61.) 
also 

(62.) 


Fr=  V  —  V"  =  Txfy'-  —  y"'')dx. 
Bei  der  vorliegenden  Aufgabe  ist 


y'  =  c-^  -ya'—x',     y"  =  c- V«^— .r^, 


also 


y'  +  y"  =  2c,     y'  -  y"   =  ^  ^a^^x^ 


folglich  wird 


Abc 

a 


(63.)  {y'  -f  y")  {y'  -  y")  =  y"^  -  y"^-  =     -  Yd^-x^ 

4:bC7T  /\ 


(64.) 


v=^Jdxy^—. 


Will   man  das  Volumen   des  Körpers  berechnen ,    welcher 
dui'ch  Rotation  der  ganzen  Ellipse  entsteht,  so  hat  man 
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ZU  setzen  und  erhält  nach  Formel  Nr.  80  der  Tabelle 


(65.) 


V 


A^bcn 


Arbeit 


^ — x^  +  ^  aresin  {  - 


(:-) 


—  aresin  (+  1)  —  --  arcsin( —  1) 


==  2ahcn". 


IV.  Abschnitt. 
Kectificatiou  der  ebenen  Curven. 

§  18. 

Rectification  ebener  Curven,  deren  Gleichung  auf  ein 
rechtwinkliges  Coordinaten*  System  bezogen  ist. 


(Vergl.  äie  Formel  -  TabeUe  Nr.  99.) 


Ist 


Fig.  68. 


(1-)  y  =A^) 

die  Gleichung-  einer  Curve  (Fig.  68),  so  wird  der  Bogen  ^P  gleich  s 

ebenfalls  eine  Function  von  x. 
Wächst  nämlich  x  um  die  Grösse 
QQi  gleich  Jx,  so  wächst  auch 
der  Bogen  s  um  die  Grösse  PI\ 
gleich  Js.  Betrachtet  man  zu- 
nächst Js  als  die  Sehne  PFi, 
so  ist  Js  die  Hypotenuse  in  dem 
X  rechtwinkligen  Dreieck  Pi^P,,  so 
dass  man  erhält 


(2-) 

(2a.) 


PPi'  =  Pm  +  i^Pi^,    oder    Js'  =  Jx''  +  ^y\ 


js  =  y  Jx^  +  ji/. 

Lässt  man  die  beiden  Punkte  P  und  Pi  einander  unend- 
lich nahe  rücken,  so  gehen  Jx,  Jy,  Js  bezw.  in  die  Differentiale 
dx,  dl/,  ds  über ,  und  der  unendlich  kleine  Bogen  PPi  fällt  mit 
der  unendlich  kleinen  Sehne  PPi  gleich  ds  zusammen.  Deshalb 
erhält  man  für  den  unendlich  kleinen  Zuwachs  ds  des  Bogens 
s  aus  Gleichung  (2a.) 
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(3.)  ds  =  Ydx^  +  df  =  dx^l  +(^ß' 

Daraus  folgt  durch  Integration  für  den  Bogen  AP  selbst 


(4.)  s=Jäs=Jä.fi+(^;j. 

a  a 

Man  wird  hierbei  die  Integrationsgrenzen  zweckmässiger 
Weise  mit  cri  und  a-o  bezeichnen  ,  um  anzudeuten ,  dass  x  die 
Integrations -Veränderliche  ist.  Dadurch  geht  Gleichung  (4.) 
über  in 


(4a.) 


^/-l/'+(S 


Man  kann  nämlich  auch  y  zur  Integrations -Veränderlichen 
machen,  denn  aus  Gleichung  (3.)  folgt 

(5.)  *  =  ^,-|/l+(U, 


also 


(6.)         .=y,fc=//,yi+0. 

2/13/1 

Sind  X  und  y  als  Functionen  einer  dritten  Veränderlichen 
t  gegeben,  so  wird  man  in  den  meisten  Fällen  mit  gutem  Erfolge 
t  zur  Integrations -Veränderlichen  machen  und  schreiben 


(^•)  — /(^J  +  (l)' 


h  h  ' 

In   dieser  Formel  sind  die   Gleichungen  (4a.)   und  (6.)  als 
besondere  Fälle  enthalten,  welche  sich  ergeben,  wenn  man 

t  =.  X    bezw.     t  =  y 
setzt. 

Auch  hier  kann  man  das  bestimmte  Integral  als  eine  Summe 
von    uuendUch   vielen,    unendlich   kleinen   Grössen    betrachten. 


Fie.  üit. 


\P, 
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Zerlegt   man   nämlich    den   Abschnitt    Q1Q2    auf   der    A'-Axe 

(Fig.  69)   in  n  (gleiche  oder  ungleiche)  Theile  und  legt  durch 

die  Schnittpunkte  Parallele  zur 
Y-Axe,  so  wird  auch  der  Bogen 
PiPo  gleich  s  in  n  Theile  zerlegt. 
Indem  man  die  auf  einander 
folgenden  Schnittpunkte  desBogens 
durch  gerade  Linien  mit  einander 
verbindet,  erhält  man  zwischen 
Pi  und  Fo  ein  Polygon  von 
n  Seiten.  Wird  nun  n  unendlich 
gross,   und  werden  die  einzehien 

Seiten  des  Polygons  unendlich  klein,  so  fallen  sie  mit  den  Bögen, 

deren  Sehnen  ds  sie  sind,  zusammen. 

Der  ganze  Bogen  PiPo  oder  s  wird  daher  die  Summe  von 

diesen  unendlich  vielen,  unendlich  kleinen  Sehnen  ds,   so  dass 

man  wieder  erhält 


0 


■X 


s=    ds=     \/dx'+df  = 


hf^^m- 


§  19. 

Uebungs-Aufgaben. 
Aufgabe  1.     Man   soll   die  Länge   des  Bogens  OP  der  Pa- 
rabel mit  der  Gleichung 

(1.)  f~  =  '2px 

berechnen  (Fig.  70). 


Fig.  70. 


Auflösung.      Aus  Gleichung  (1.) 

folgt 

,    .       ,  ,         .,       dx       11 

(2.)  ydy=pdx,  Oder  ^^  =  ~  • 

Man   wird   hier   nämlich  y  zur 

Integrations- Veränderlichen   machen, 

A"  dx 

tf^     weil  sich  x  und  -,-  rational  durch  y 
dy 
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darstellen   lassen.     Dadurch   erhält   man   nach  Formel  Nr.  99 
der  Tabelle 

?/       1/ 

(3.)  »=Ayi+(J)  =  ^/^:'>^"?' 

0  '  "^  ^  ü 

und  dies  giebt  nach  Formel  Nr.  86  der  Tabelle 


(4.) 


V 


p. 


^'Vf^y'  +  '~\y  +  yi^  +  y') 


Aufgabe  2.     Man   soll   die   Länge   des   Bogens   P1P2   der 
Ellipse  mit  der  Gleichung 
(5.)  b'^x"-  +  a^y^  =  a^b^ 

berechnen  (Fig.  71). 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (5.)  folgt 


(6.)     y=^ya^-A 

dy —  bx 

dx  ~~  «y^iZZ^s ' 


e''X'' 


a\d^  —  x^) 


wobei 


i2 


ist.    Daraus  ergiebt  sich 


__  1  ßx]/^^^  _  1  f       («*  —  e''x^)dx  ^ 

Dieses  Integral,  das  ein  „elliptisches  Integral  zweiter  Gattung^' 
genannt  wü^d,  kann  erst  an  einer  späteren  Stelle  ermittelt  werden, 
da  es  sich  weder  durch  algebraische  Functionen  noch  durch  die 
bisher  bekannten  transcendenten  Functionen   ausdrücken  lässt. 
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Man  erkennt  daher  aus  dieser  Aufgabe,  wie  die  Anwendungen 
der  Integral -Kechnung  auf  neue  transcendente  Functionen 
füliren. 

Aufgabe  3.     Man 

soll    die    Länge     des 
Bogens    der    Hyperbel 
mit  der  Gleichung 
(9.)  52^:2  —  aY-  =  aH^ 
berechnen  (Fig.  72). 

Auflösung.  Man  fin- 
det hier  in  ähnlicher 
Weise  wie  bei  der  vor- 
hergehenden Aufgabe 

1    /'     («^  —  e''x^)dx  1  /'  (e^-x'^  —  a^)dx 

(10.)     g  =  — -/— -  - =         ^  ^  , 

«yi/{a2— a;2)(a4  — «2^2)      a/ 1/(^2  _  ß2)(e2^2_ß4) 


nur  ist  bei  der  Hyperbel  e-  gleich  a-  +  P. 


Aufgabe  4.     Man   soll   die   Länge   des   Bogens   PtPo    der 
Keltenlinie  mit  der  Gleichung 

(11-)  y  =  |0^+^"''),  oder  ±yy^-ir2  =  |G^-r") 


berechnen  (Fig.  73). 


Auflösung.  Aus  den  Gleichungen 

(11.)  folgt 

=  1  +  ~0^-  2  +  e    ") 

=  Ue^+2  +  .   V, 

4 

oder 
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X.,  Xo 

(14.)    .  =  l  JQ+  e~^)dx  =  [|(.^-r"^)]    =  [1/7=^'; 


Für  Ä-i  gleich  0,  a-2  gleich  a;  wird  der  Bogen 
(15.)  AP=y'f^^' 

und  kann  sehr  leicht  construirt  werden.  Beschreibt  man  näm- 
lich um  A  (Fig.  74)  mit  dem  Halbmesser  y  einen  Kreisbogen, 
welcher  die  X-Axe  im  Punkte  B 
triift ,  und  vervollständigt  das  \^ 
Eechteck  OACB,  so  ist 
(16.)  AC  =  ]/y2ZL"^  =  Jp^ 

In  ähnlicher  Weise  könnte 
man  die  Bögen  APi  und  AP2  als 
gerade  Linien  ACi  und  AC2  dar- 
stellen, deren  Differenz 
(17.)  AC.  —  ACi  =  C'iCa  =  pTp2 
sein  würde.  o\  a       g- 

Aufgabe  5.     Man  soll  die  Länge   des  Bogens  OP  bei  der 
Cykloide  mit  den  Gleichungen 
(18.)  x^^ait- — sini"),     y  =  a(l — coit) 

berechnen  (Fig.  75). 

Auflösung.    Aus  den  Gleichungen  (18.)  folgt 
(19.)  dx  =  a(l  —  C0S^)c?^,     dy  =  amitdt, 

Fig.  75. 


0  a 

Kiepert,  Integral-Reclinung. 


10 
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(20.)     ds^  =  dx-  +  df-  =  a\\  —  2  COS^  +  COS^^  +  %\\^t)dt'^ 

=  2a-(l  —  COS  t)dt'^  =  4^2  sin2  Q)dt\ 

(21.)      ds  =  2asin(-jdt  =  4a sin  (^V(ö)' 
folglich  ist 

(22.)       .  =  4«/;m(|)rf(^-)  =  4«[-cos(i)] 

(0)  0 

=  4a[l-COs(|)]  =  8asill2  0- 


Wird  der  Wälzuiig-swinkel  t  gleich  27t,   so   rollt   der   die 
Curve  erzeugende  Kreis   einmal  ab.    Dadurch  erhält  man  für 
den  Bogen  der  ganzen  Cykloide 
(23.)  s  =  8a, 

ein  Resultat,  das  schon  bei  der  Krümmung  der  CuiTen  (D.-R., 
Seite  429)  ermittelt  wurde. 

Aufgabe  6.  Man  soll  die 
Länge  des  Bogens  BP  bei  der 
Adroide  mit  den  Gleichungen 

(24.)         X  =  acos^^,     y  =  asinH 

berechnen  (Fig.  76). 
i 

Auflösung.  Aus  den  Glei- 
chungen (24.)  folgt 

i  dx  =  —  Sacos^^sin^c?^, 
(25  ) 

■^     [  dt/ =  +  SasmHcOütdt, 

ds^  =  dx'~  +  (// 

=  da^smHcosHdt^, 
also 
(27.)  ds  =  dr  3a sin/! cos ^f/?'. 

Hierbei  ist  das  untere  Zeichen  zu  nehmen,  weil  s  zunimmt, 
wenn  t  abnimmt.    Dies  giebt 
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(28.) 


=  —  Sa  /si 


smt  cos  tdt  = 


Sa 


[smH] 


Fig.  77. 


=  ^{l-smH)  =  ^cosH. 

Für  t  gleich  0  wird  s  dem  Quadranten  BA  der  Astroide 
gleich,  nämlich 

/      ,  Sa 

(29.)  5  =  -  . 

Aufgabe  7.    Man  soll  die  Länge  des  Bogens  AF  der  Kreis- 
evolvente mit  den  Gleichungen 

f  X  =  afcos  ^  +  <  sin  0, 
"^     ^    [  y  =  a(smi!  —  ^cos^ 
berechnen  (Fig.  77). 

Auflösung.      Aus    den    Glei- 
chungen (30  )  folgt 

dx  =  atcostdt, 

dy  =  atmvtdt , 
(32.)     ds^  =  dx"  -f  dy"  =  aH\zo%H  +  sin2i!)c/^2  ^  aHUt'', 
(33.)  t?s  =  a^c?^, 

Li       ""^^ 
s  =^  a  Itdt  =  —  • 

J  2 


(31.) 


(34.) 


Aufgabe  8.    Man  soll  die  Länge  des  Bogens  AP  bei  den 
EpicyMoiden  mit  den  Gleichungen 

(35.)     a;  =  a[m  COS  ^  —  cos(m^)] ,     y  =  a[m  sin  t  —  sin(w^)] 
berechnen  (Fig.  78). 

Auflösung.    Aus  den  Gleichungen  (35.)  folgt 
(36.)  dx  =  ma[ —  sin^  +  sm(mt)]dt,  dy  =  ma[cos t  —  cos(m;;)]c?^; 
dies  giebt,  wenn  man  wieder  m  —  1  mit  n  bezeichnet, 


10" 
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(37.)  ds^  =  dx"  +  dl/  =  2m2a2[i  _  cosintjjdf^ 

=  ^m'^a'^sin^r^df', 

ds  =  2ma sin  (—j dt  = ^^'^i /^H  9")  ' 


(38.) 
(39.) 


Wird  der  Wälziingswinkel 
nt  des  rollenden  Kreises  gleich 
27T ,  so  erhält  man  für  den  voll- 
ständigen Bogen  AGB  (Fig.  78) 

(40.)  5  =  ^  =  ^(^^  +  ^)"  . 


Ist  n  eine  ganze  Zahl,  so 
schliesst  sich  die  Curve;  ihr 
Umfang  U  besteht  aus  n  sol- 
chen Bögen,  so  dass  man  er- 
hält 

(41.)       U=  8(^^  +  l)a. 
Auch  dieses  Resultat  ergab  sich  bereits  bei  der  Krümmung 
der  Curven  (D.-R.,  Seite  432). 

Für  den  Fall  ?i  =  6 ,  welcher  durch  die  Figur  dargestellt 
ist,  erhält  man  also 
(42.)  U=hQa. 

In  dem  Falle,  wo  w  =  1  ist,  wird  die  Curve  eine  Cardioide, 
deren  Umfang  also 
(43.)  C7  =  16a 

ist. 

Aufgabe  9.    Man  soll  die  Länge  des  Bogens  AP  bei  den 
Hypocykloiden  mit  den  Gleichungen 

(44.)       X  —  a [m cos t  -f  cos(w^)] ,     y  =  a[m'&mt  —  sin(w/;)] 
berechnen  (Fig.  79). 
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Fig.  79. 
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Auflösung.    Aus  den  Gleicliimgen  (44.)  folgt 
(45.)  clx  =  ma[—  sin  t  —  ^m{mt)\dt,    dy  =  ma[cos  t  —  CQ^{mt)\dt ; 
dies  g-iebt,  wenn  man  (in  Ueber- 
einstimmung    mit    der    früher 
gebrauchten  Bezeichnung)  m-\-l 
gleich  n  setzt, 
(46.)  ds'^  =  dx^  +  df 

=  2m^a^[l—C0s{9it)]dfi 

(47.)  ds  =  2masin{--jdt 

4m  a    .    /nt\  Jnt\ 

=  ^^'"(2X2)' 

{t) 
4m«  /'.   /'nt\  ,/'nt\      -ima  f  /nt\ 

(48.)     s  =  — ><2)<2)=  —  L"  '"iV. 

(0) 

4mar^  /nt\\       8ma   .  „/ntX 


Wird  der  Wälzungswinkel  nt  des  rollenden  Kreises  gleich 
2n,  so  erhält  man  für  den  vollständigen  Bogen  ADB  (Fig.  79) 

8ma. 8(w  —  l)a 

n  n 


(49.) 


Ist  n  eine  ganze  Zahl,   so   schliesst  sich  die  Curve;   ihr 
Umfang  U  besteht  dann  aus  n  solchen  Bögen ,   so   dass  man 
erhält 
(50.)  U=Q{n  —  l)a. 

Für  den  in  Figur  79  gewählten  Fall,  in  welchem  n  gleich 
3  ist,  erhält  man  z.  B. 
(51.)  C7=16a. 

Bei  der  Astroide  hat  man  n  gleich  4  zu  setzen  und  erhält 
(52.)  Z7=24a. 


i 
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Fig.  SO. 


Aufgabe  10.    Man   soll  die  Bogenlänge  bei  der  NeiV sehen 
Parabel  berechnen  (Fig.  80). 

Auflösung.    Die  Evolute   der 
Parabel 

(53.)  2/2  =  2px 

ist    bekanntlich     (vergl.     D.-R., 
Seite  423) 
(54.)  Fix,  y)  = 

27pf  —  8(x—pf  =  0, 
eine  Curve,  welche  man  auch  die 
^^NeiVsche  Farahel''-  nennt.  Zur 
Berechnung  der  Bogenlänge  bei 
dieser  Curve   bilde  man  zunächst 

(55.)  F^=  —  24(a:  -  pf,     Fi  =  54joy, 

folglich  wird 


(56.) 


%  _  _  ^    _  4:(X  pf 

dx~     jP2  ~         ^py 


X  —  Iß)      p  -\-  2x 


Sp 


3p 


tdL 


also  mit  Rücksicht  auf  Grleichung  (54.) 

(-)(0-^^--^ 

Setzt  man  daher 
(58.)  ]//;  +  2x  =  f,     also    p  +  2x  =  t%     dx 

so  erhält  man 

(89.)   .  =  ^/&>^2-;  =  ^/4=^-^^  [.];;., 

oder 

(60.)  s  =  -^  [(2x  +  p)y2x  +'p  —  SpYSp]. 

SySp 
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§  20. 

Rectification  ebener  Curven,  deren  Gleichung  auf 
Polarcoordinaten  bezogen  ist. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  100.) 

Bei   Anwendung   von   Polarcoordinaten   sei   die   Gleichung 
einer  Curve  AP  (Fig.  81) 
(1.)  r  =  Ficf), 

dann  ist  auch  die  Länge  s  des  Bogens  AP  eine  Function  von 
y,    denn   der  Bogen   wächst   gleichzeitig   mit   dem   Winkel  y. 
Nimmt  man  sogleich  an,  dass  der 
Zuwachs  POPi  von  (p  unendlich  . 
klein  ist,  und  bezeichnet  denselben 
dem  entsprechend  mit  dcf,  so  wird 
auch  der  Zuwachs  PPi   oder  ds 
des  Bogens  unendlich  klein.     Be- 
schreibt  man    daher   um   O    mit 
dem    Halbmesser    OP    gleich    r 
einen    Kreisbogen    PQ,    so    kann 
man    das    rechtwinklige    Dreieck 
PQPi  als  ein  geradliniges  Dreieck 
betrachten   und  findet  nach    dem 
Pythagoräischen  Lehrsatze,  wie  auch  schon  früher  gezeigt  wurde, 

PPy-    =     QI\^    -I-      PQ", 

oder  (vergl.  D.-E.,  Formel  Nr.  108  der  Tabelle) 
(2.)  ds'-  =  dr'-  +  r^d(p\ 

Dies  giebt 


X 


(3.) 


ds  =^  y  dr'^  4-  r^dffr  =  d(f 


0-^ 


also,  wenn  man  die  Grenzen  sogleich  mit  if^  und  9^2  bezeichnet, 

(4.) 


-Hm 


"'■S+r'. 


Man  kann  natürlich  statt  (f  auch  andere  Integrations -Ver- 
änderliche einführen.  Sind  z.  B.  r  und  cp  beide  Functionen  von 
t,  so  folgt  aus  Gleichung  (3.) 
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(5.)      äs  =  Väi^TVW-  =  'n^(^] +'■■'{'§}. 

und  für  t  gleich  r 

(6.)  ds  =  dr 

dies  giebt 


t^-ity-, 


('■)  '=/^'i/gj+-aj=y-f+'<tj- 


§  21. 

Uebungs-Beispiele. 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Länge  des  Bogeiis  bei  der  Archi- 
medischen Spirale  mit  der  Gleichung 
(1.)  r  =  a(p 

berechnen  (Fig.  82). 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (1.)  folgt 

Fig.  82.  (2.)     dr  =  ad(p, 

ds'-  =  di'^  +  r'-d(p'- 
=  a%l  +  cf-')d(p\ 
fok'lich  wird 


(3.)     ds  ^=  adtf  "j/l  +  (p~, 

Vi 

(4.)         s  =  a/r/f/^]/H-^^ 


'/'i 


Dies  giebt  nach  Formel  Nr. 
86  der  Tabelle 


(5.) 
oder 


Vi 


Vi  +  ]/l+yiVJ 


(5a.)     s  =  ~  ysVl+y'r- 9^iyr+yr  +  l|        ,  _/-- 

2    Vn  +  l/a^  -f  ri^J 


_  rgVÖM^-  —  ''1  Va-  +  1\'       a  ,  /r.  +l/«2  _|_  ,.22v 


lia 
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Aufgabe  2.    Man  soll  die  Länge  des  Bogens  bei  der  hyper- 
bolischen Spirale  mit  der  Gleichung 
(6.)     r(f  =  a,     oder     r  =  a(p-\  Fig.  83. 

berechnen  (Fig.  83). 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (6.) 
folgt 
(7.)         dr  =  —  a(f~'^dfp, 


(8.)         ds^  =  dr^  +  r^-d(p^  T\r, 


(9.)  ds  =  -^yi-{-<fKdcp, 


(10.)  .  =  a/4l^^  =  a  \  A^-^+  f^^]  . 

Dies  giebt  nach  den  Formeln  Nr.  31  und  23  der  Tabelle 

(11.)      ^  =  4~^^^^  "^  ^^^  +i/r+i^)] ' 

also 


(12.)      s  =  l/ß^  +  z-i^  __  yaH^a^  +  «H^Vv=^=3=^  j  " 

Aufgabe  3.    Man  soll  die  Länge  des  Bogens  bei  der  loga- 
rilhmischen  Spirale  mit  der  Gleichung 

(13.)  r  =  e"'P  Fig.  84. 

berechnen  (Fig.  84). 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (13.) 
folgt 

(14.)  dr  r=  e'"P .  ad^^  =  ard(fi, 
oder 


(14a.) 


,  dr 

d(f  =  —  1 


ar 


f  a-        a 


a'  +  l\ 
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(15.)  dis'-  =  dr'  +  r^d(f-  =  dr'-fl  +  ^A ' 

(16.)  ds  =  dr 

dies  giebt 

(17.)        .  =  i^"^±i/^r=^i:=iy5?+T:. 

a       J  a 

Aufgabe  4.    Man  soll  die  Länge  des  Bogens  AP  bei  der 
Parabel  mit  der  Gleichung 


(18.) 


=  a      COsf — "oj'    ^^^^    '*  ~ 


cos-^  -^ 


(I) 


berechnen  (Fig.  85). 

Fig.  85. 
Y 


(19.) 


Auflösung.    Aus  Gleichung  (18.)  folgt 
asinf  ^  V^ 


dr  = 


COS' 


<l) 


(20.)  ds^~  =  dr'-  +  r'^d(f'-  = 


d^dcf'' 


COS' 


(I) 


(21.) 


ds 


ad(p 


COS' 


(I) 


also,  wenn  man  (p  =  2t  setzt  und  die  For- 
meln Nr.  72  und  39  der  Tabelle  beachtet, 


(22.) 


5^2« 


=  2a 


(I) 


dr^ 


(p\      "  JcosH 


(I) 

sin<     ,  1  ,  (  ,   /'T       f\\ 
2CoÄ  +  2'fHl-2)}. 
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oder 

(23.) 


asin 


s  = 


COS' 


i+'"K^-^)] 


(I) 


Aufgabe  5.    Man   soll   die  Länge  des  Bogens  AP  bei  der 
Cardioide  mit  der  Gleichung 

1  1  /(r,\  Fig.  86. 

(24.)  r^  =a'cosf|^J5 

oder 

(24a.)  r  =  a(!.o%'^C~\ 

berechnen  (Fig.  86). 

Auflösung.     Aus  Gleichung 
(24  a.)  folgt 

(25.)  dr  =  — acosf  I  jsinf  ^V/y, 
(26.)    ds'~  =  dr'-  +  r^d(p'- 

^  a2cos2(|)[sin2(|)+  cos^d)]./.^^  =  a2cos^(|)^^^ 

(27.)  ds  =  acos(|V^  =  2acos(|  jc?(|  j . 

(28.)  5  =  2a /cos  ("1)/^)  =  2a  sin (^^  • 


Für  y   gleich  n  erhält  man   die  Länge  des  Bogens  APO^ 
nämlich 

(29.)  s  =  2a, 

d.  h.  der  B offen  APO  ist  dem  Durchmesser  des  in  Figur  86  der 
Cardioide  umschrieb ene)i  Kreises  gleich. 

Aufgabe  6.    Man  soll   die  Länge   des  Bogens  OP  bei  der 
Cissoide  mit  der  Gleichung 

2asin2^ 


(30.) 

berechnen  (Fig.  87). 


r  = 


cos^ 
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(31.) 


Auflösung.    Aus  Gleichung  (30.)  folgt 

2a  sin  (/'(l  +  cos-(f)cl(f 


dr  = 


(32.)      ds^  =  dr^-  +  r^dcf'^  = 
also 


cos*^ 


Fig.  87. 


ß      (33.)  ds  = 


2asin^d'(/)]/l  +  3cos^(/' 


COS'^' 

Setzt  man 
(34.)  ]/3.cos^  =  ^ 

also 

—  y'd^mtfdcp  =  f/i5, 
SO  wii'd 


V     ,  _    ,            2al/3.^^]/l+^^ 
(35.)  ds  = ^^ 


(36.) 


(0) 


-  fdtyl  +  ^=^ 


(v) 


(V) 


(0)  '  (0) 

folglich  erhält  man  mit  Eücksicht  auf  die  Formeln  Nr.  31  und 
23  der  Tabelle 


(37.)        s  =  ~  2a]/3 
oder 


yi  +  t^ 


+ 1(^  +1/1  +  ^^) 


(0) 


(38.) .  =  2/1^1  +  1^^^-2-1/3 .  i/V3.cos,y+Vl  +  8cos'^N-| 

_        cos^  '^        \  .2  +  ]/3  /J 


V.    Abschnitt. 
Complaiiatioii  der  Rotation sfläclieii. 


§  22. 

Berechnung  des  Flächenelementes  bei  einer  Rotationsfläche. 

(Vergl.  die  Formel- Tabelle  Nr.  101  und  102.) 

Rotirt  eine  Ciirve  mit  der  Gleichung- 

(1-)  y  =/(^) 

um  die  X-Axe,  so  beschreibt  der  Bogen  AP  (Fig.  88)  eine 
Rotationsfläche,  deren  Oberfläche  0  eine  Function  von  x  ist. 
Wächst  nämlich  x  um  die 
Grösse  QQi  gleich  Jx ,  so 
wächst  auch  die  Oberfläche  um 
denjenigen  Theil  JO  der  Ro- 
tationsfläche, welcher  bei  der 
Rotation  von  dem  Bogen  PPi 
beschrieben  wird. 

Zur  Berechnung    von  JO 
betrachte    man    zunächst    den 
Mantel      des      Kegelstumpfes, 
welcher   bei  der  Rotation  von 
der    Seime    PPi    gleich    z/s    beschrieben    wird.      Der    Mantel 
dieses  Kegelstumpfes  ist  nach  bekannten  Sätzen  aus  der  Stereo- 
metrie 
(2.)  M=n{QP-hQiPi).PPi 

=  My  +  «/O  •  ^s. 
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Rückt  nun  der  Punkt  Pi    dem  Punkte  P  unendlich  nahe, 
so  fällt  der  Bogen  PFi  mit  der  Sehne  PPx  zusammen;  dabei 
geht  Js   über   in  ds  und  limyi  wird  gleich  y\    folglich   findet 
man  für  das   Oberßächenelement  dO  aus  Gleichungen  (2.) 
(3.)  dO  =  2Tcyds. 

Daraus  ergiebt  sich  dui'ch  Integration 

X., 

(4.)  0  =  2nfijds, 

wobei  die  Grenzen  mit  xi  und  ars  bezeichnet  sind,  weil  man  x 
als  die  Integrations -Veränderliche  betrachtet. 

Auch  hier  kann  man  das  bestimmte  Integral  als  eine  Summe 

von   unendlich   vielen ,    unendlich   kleinen   Grössen  betrachten, 

und  zwar  sind  die  einzelnen  Summanden  Mäntel  von  Kegel- 
stumpfen mit  der  Seitenkante  ds,  begrenzt  von  zwei  Kreisen 
mit  den  Halbmessern  y  und  y  +  dy. 

Rotirt  die  CuiTe  um  die  F-Axe,  so  erhält  man  in  ähnlicher 
Weise  für  den  Flächeninhalt  der  Rotationsoberfläche  durch  Ver- 
tauschung von  X  mit  y 

y-i 
(5.)  0  =  2nfxds. 

2/1 

Die  auf  diese  Weise  ausgeführte  Berechnung  der  Ober- 
fläche nennt  man:   ,,Complanation  der  Rotationsflächen'"'' . 


§  23. 

Uebungs -Aufgaben. 

Aufgabe  1.     Man   soU   den  Flächeninhalt   einer   Kugelzone 
berechnen  (Fig.  89). 

Auflösung.    Rotirt   der   Bogen  P1P2    des  Ki'eises   mit   der 
Gleichung 

(1.)  x^  -\-y^  =  «^     oder     x  =  Yd^  —  y"^ 

um  die  Y-Axe,  so  beschreibt  er  eine  Kugelzone,   deren  Ober- 
fläche nach  Formel  Nr.  102  der  Tabelle 
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(2.)     0  =  iTifxds 
y'i 

wird.    Dabei  folgt    aus    Glei- 
chung (1.) 

(3.)     &  =  ^^^, 
ya^  —  y^ 

(4.)   ,s'  =  fa'-  +  f-fW 


a^  —  y^ 


(5.) 
(6.) 

(7.) 


ds 


ady  ady 


ya^ — y^         ^ 
xds  ■=^  ady, 


0  =  2aTtJdy  =  2aTc(y2  —  yi)  =^  2anh, 


wenn   mau   die   Höhe    ?/2  —  y\    der  Kugelzone   wieder    mit   h 
bezeichnet. 

Setzt  man  y^  gleich  +  o ,  y^  gleich  —  a,  also  h  gleich  2a 
so  erhält  man  für  die  Oberfläche  der  ganzen  Kugel 
(8.)  0  =  4a%. 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  Oberfläche  des  Rotationsparaboloids 
berechnen  (Fig.  90). 

Auflösung.    Die  Gleichung  der  ^*^-  ■^'^• 

Parabel  ist  \r v^ 

(9.)  y''  =  2px; 

daraus  folgt 

dx       y 


(10.) 

/n^   (ds^_P2±f_t±^Pl 

^     '^    \dx)~~      y^      ~~lf~ 


ds 


("'•)5S  =  ^l^^'  +  2^^' 


(12.) 


yds  =  dx  ]//)2  +  2px. 
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Setzt  man 
(13.)        ]//)2  _}_  ^py.  —  t^     also    f  +  '^px  —  i\    pdx  —  idt, 

so  wird 

f-dt 
(li.)  2/^^  =  ^  ' 

also  nach  Formel  Nr.  101  der  Tabelle 

X  ix) 

(15.)      0  =  2rtßds  =  ^jfm  =  ^  [{Vp^TW^fl . 

0  (0) 


(16, 


Dies  giebt  mit  Rücksicht  auf  Gleichung-  (9.) 
)  0  =  ^[ip'  +  f)y^f-p']. 


Aufgabe  3.     Man  soll  die  Oberfläche  des  Rotationsellipsoids 
berechnen  (Fig.  91). 

Auflösung.   Die  Gleichung  der 
Ellipse  ist 

(17.)  6V  +  aV  — «2^2^  0; 
\       daraus  folgt 
\     /.^  N  dy  Z»2.r 


dx 


ahj 


Ms^     gy  +  w 


bHa'^  —  e^x^) 


(20.) 


dx       a^ij 


aY 


h  .dx. 


(21.)       yds  =  "^y^^~:j^.  ^  ^^V^^^=^Ä 

ix.) 

(22.)  0  =  ^jd{ex)y7o 


e'-x'- . 


(351 ) 


Dies  giebt  nach  Formel  Nr.  80  der  Tabelle,  wenn  man  «^ 
mit  a*  und  x  mit  e.c  vertauscht, 


(23.;: 


0  = 


257r  fea: 


a^'e 


—  ]/  a^  —  e^a;2  +  —  arc smf -^  1    • 


Xx 
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Für  xi  gleich  a  wird 


e^'X^' 


=  aYc 


e^  =  ab; 


^,„  2a-bjT. 

=  2b^n  -\ arc : 

e 


desliall)  erhält  man,  wenn  man  Grleichung  (23.)  mit  2  nuiltiplicirt 
und  xy  gleich  0  setzt,  für  die  ganze  Oherfläche  des  Eotations- 
ellipsoids 

(24.)  0  —  -^   d^be  +  a*arcsin(  -  J 

Man  kann  sich  davon  überzeugen,  dass  der  gefundene  Aus- 
druck die  Oberfläche  der  Kugel  liefert ,  wenn  die  rotirende 
Ellipse  in  einen  Kreis  übergeht,  wenn  man  also  a  gleich  b  und 
e  gleich  0  macht.  Allerdings  nimmt  dann  das  zweite  Glied  die 
Form  Ä  an;  setzt  man  aber 

e  =  az , 
SO  lindet  man  nach  der  Regel,   welche  für  die  Berechnung  von 
solchen   unbestimmten  Ausdrücken  in  D.-R. ,    Seite  290  ange- 
geben ist, 


(25.) 

und 

(26.) 


lim 


d 


arc  sm 


Kd]  =  S 


,.     arcsinz       ,.    l/l 
hm =  lim  - — 


=  1 


lim  O  =  2a^7r  +  2d^7r  =  -id-TT. 


Aufgabe  4.     Man    soll   die    Oberfläche    des    Sphäroida    be- 
rechnen (Fig.  92). 

Auflösung.    Aus  der  Gleichung  i'^jf^-  '«• 


(17.)  der  Ellipse  folgt 

(27.) 

dx            a-y 
dy~"~l^x' 

<-KIJ 

b^x" 

a\¥  +  ehj 

') 

iV 

Kiepert,  Integral  -  Rechnung. 

11 
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ds 


(29.) 


a  .  dy 


(30.)        xds=     -^^yb^  +  eY'  =  '     ^,^ 


yb^  +  e^y^ 


(31.) 


O 


6*  +  eh/. 


Dies  giebt  nach  Formel  Nr.  86  der  Tabelle,  wenn  man  a"- 
mit  Z»*  und  x  mit  ey  vertauscht. 

Vi 


(•^■^•)  «  =  w 


^3/ 


¥ 


^Vb^-i-  eY  +  ^  \{ey  +  )/  6*  +"  e^«/^' j 


Für  y-2  gleich  ^  wird 

deshalb  erhält  man,  wenn  man  Gleichung  (32.)  mit  2  multiplicirt 
und  yx  gleich  0  setzt,  für  die  ganze  Oberfläche  des  Sphäroids 

(88.)  0=^[«4^.  +  4n(^j— ) 

=  2a%+^l(^). 

Nun  ist 

(a  +  e)-  _  {a  +  e)-  _  r/  +  e 
b-  a-  —  e-         a  —  e' 

folglich   kann   man    den  Ausdruck   für  0   auch   auf  die  Form 
bringen 


(34.) 


0  =  2«%  +  ^^l('!^-n 
e        \a  —  ej 


Auch  hier  kann  man  sich  davon  überzeugen,  dass  der  ge- 
fundene Ausdruck  die  Oberfläche  der  Kugel  liefert,  wenn  die 
rotirende  Ellipse  in  den  Kreis  übergeht,  wenn  man  also  a  gleich 
b  und  e  gleich  0  macht.  Allerdings  nimmt  das  zweite  Glied 
wieder  die  unbestimmte  Form  ^  an;  setzt  man  aber 

SO  findet  man  nach  der  Regel,  welche  für  die  Berechnung  von 
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solchen    imbestimmten    Formen    in    D. -E.,    Seite    290    ange- 
geben ist, 

im 


(.35.)      ]m'^\C'-±^)=\im 


=  lim 


l(l  +  ^)-l(l-^) 


'       +       ' 


und 

(36.) 


1   4-  c:  1  Z 


lim  O  =  2a-7r  +  a%  .  2  =  4:a^7T. 


Aufgabe  5.      Man    soll    die    Oberfläche    des    zweischaligen 
Rotationshyperboloidu  berechnen  (Fig.  93). 

Fig.  93. 


0 4 


Auflösung.    Die  Gleichung  der  Hyperbel  ist 

(37.)  J2^2  _  ^Y  _  ^,2^2  ^  0; 

daraus  folgt 

dy  _  b-x 
dx       a^y 
'^l^_  aY  +  ^%"  _  b%f^—  a" 
Y 


(38.) 
(39.) 
(40.) 


\dx)  ~~         aY        ~~         ^ 


ds         b    ^/-~r-:, 7 

dx       a^v  ' 


(41.)  yds  =  *-l^  y-Jc^=^=  il4(^  j/Ä^^-V  , 

ci"  we 

(42.)  O  =  ^^fd{ex)yehf^^^\ 


\V 
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Dies  giebt  nach  Formel  Nr.  86  a  der  Tabelle ,    wenn  mau 
a-  mit  a*  nncl  x  mit  ex  vertausclit, 


(43.)    0  = 


2b  TT 


P 4  -.-^ 

^  1/eV  —  a*—  ^  \{ex  +  Ye^x^  —  a^) 


Setzt  man  x^  gleich  a  und  x-i  gleich  .r,  so  wird 
«4  ^=  ay«"-  —  rt-  =  (//> , 


l/e^ 


:ri' 


und  man  erhält  fili'  die  von  dem  Bogen  AP  bei  dei-  liotation 
beschriebene  Fläche 

(44.)    0  =  ~^ye^x^  —  a^  —  h^Ji 1(-     '        ,    ,, )• 

Aufgabe  6.     Man  soll  die  Obei'fläche  des  einschaligen  Rota- 
ttonshyperholoich  berechnen  (Fig.  94). 

^^'  '  Auflösung.    Aus  der  Gleichung- 

(37.)  der  Hyperbel  folgt 

'^  dy       b'x 


(-)©= 


b^x^ 
a^b*  +  e2y2) 


(48.)    .<;.  =  ^  i/y«-+ .y = -•  jt-  V^  <^' . 
(49.)  0  =  ^ßK^y)  y^M^^. 

(Vi) 

Dies  giebt  nach  Formel  Nr.  86  der  Tabelle,  wenn  man  «^ 
mit  Ä^  und  x  mit  et/  vertauscht, 


2  an 


b'-e 


(50.)  0  =  -^;^  '^yÄ^  +  ey  +  ^i(^y  +  ]//>^  +  ^¥) 
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Für  «/i  gleich  0,  y-2  gleich  y  erhält  man  daher 

(51.)  0  =  "f  yw+-ev+  ^  1  (i^-+l^|Et5l) . 

Aufgabe  7.     Man  soll  die  Oberfläche  des  Körpers  berechnen, 
welcher  durch  Rotation  der  Kettenlinie  mit  der  Gleichung 


(52.) 
oder 

(52a.j 


y 


(a    ,  a    ) 

^     e    +  e      J, 


±yy^-^a^  =  |G"-.    ") 


um  die  A'-Axe  entsteht  (Fig.  95). 
Auflösung.      Aus    Gleichung 
(52.)  folgt 


Fig.  9.5. 


(54.)     0  =  27T    ych 


r., 

=  ^/Ve«  +  e"  "Jdx 


an 


2z  -Ix. 

«  —  a    — 

-e«  +  2.r e    " 

2      ^  2 


oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (52.)  und  (52a.) 


(55.)   0  =  TT 


2  2 


Hierbei  gilt  das  obere  oder  das  untere  Vorzeichen,  jenach- 
dem  .Ti  positiv  oder  negativ  ist. 


I 
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Aufgabe  8.  Man  soll  die  Oberfläche  des  Körpers  berechnen, 
welcher  durch  Rotation  der  Cykloide 

Fig.  9G. 

[  X  =  a(t  —  sinO, 
B  (56.)  \ 

Y  P—— T^~~~-^  ^    iy  =  a(l— COSO 

um  die  X-Axe   entsteht 
(Fig.  96). 

Auflösung.    Aus   den 
Gleichungen  (56.)  folgt 

(57.)  ds  =  2a ü\\(-\df , 

(58.)  yds  =  2a\l  —  cos  t)  sin  (£)dt  =  4«^  sin^^'l^  df. 

Dies  giebt 

t 

(59.)  0  =  Ißa'rrfsm'  (D  "^(D 

0 

(0) 

t 

=  -16«^.[cos(0-icos»(0]^ 

=  i^-[2-3eos(i)+0]. 

Für  t  gleich  2;r  erhält  man  die  Oberfläche,  welche  bei  der 
Rotation  von  dem  ganzen  Cjkloidenbogen  OHA  bescluieben 
wird,  nämlich 


(60.) 


0  =  1^^2  +  3-1)  =  '^ 
3  .  3 


Aufgabe  9.     Man  soll  die  Oberfläche  des  Körpers  berechnen, 
welcher  durch  Rotation  der  Astroide 
(61.)  X  =  «cos%     y  =  asin^^ 

um  die  X-Axe  entsteht  (Fig.  97). 
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Auflösung.     Aus  den  Gleichungen  (61.)  folgt 
(62.)    ds  =  —  3«  sin  t  cos  t  dt, 
(63.)  yds  =  —  3a-sin*^cos^c?^. 

Dies    giebt    für   die     ganze 
Oberfläche 

0 

(64.)  0  =  —  12«-7r/sin''^cosi;f/^, 

71 

oder 

7t 

y 

(65.)   0  =  +  12a-7rysin^^  .  d{üut) 


12a-Tv  r  ,  . -,2       12a-7r 

—  — - —  I  sin^^l   =  — 

5      '-        -"o  5 

Aufgabe  10.    Man  soll  die  Oberfläche  des  Körpers  berechnen, 
welcher  durch  Rotation  der  Kreisevolvente 

(66.)  2;  =  «(cos^  +  ^sin?;),    ij  =  a{smt  —  tcost) 

um  die  X-Axe  entsteht. 

Auflösung.    Aus  den  Gleichungen  (66.)  folgt 

(67.)  ds  =  atdt, 

(68.)  i/ds  =  a%ismt  —  t-cost)di, 

t 

(69.)  O  =  'lcC-nf(t  sin  ?;  —  ^2  ^^^  i^t, 

0 
Setzt  man 
(70.)     u  =  f-,     de  —  costdf,     also     du  r=2tdt,     v  =  sini 
in  die  Formel  Nr.  67  der  Tabelle,  nämlich  in  die  Gleichung 

(71.)  judv^=uv — Je  du 

ein,  so  erhält  man 

(72.)  /t^-costdt  =  t^sint  —  2/tsmtdt. 

Setzt  man  dagegen 
(73.)     u  =  f,     dv  =  ^iwtdt,     also     du  =  dt,     c  =  —  cost 
in  die  Gleichung  (71.)  ein,  so  ergiebt  sich 

(74.)      ftsmtdt  =  —  ^cos;!  -\-Jcostdt  =  ~  tcost  -{-  sint. 
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Indem  man  Gleichung-  (72.)  mit  —  1 ,   Gleichung  (74.)  mit 
+  3  multiplicirt  und  dann  beide  Gleichungen  addirt,  findet  mau 

(75.)       /fsmfdt  —J't^costdt  —  —  fHint  —  Stcost  +  3siu/. 

Deshalb  wird 
(76.)  0  =  2a'-7r(3sin^  —  3^cos^  —  fsint). 

Aufgabe  11.    Man  soll  die  Oberfläche  des  Körpers  berechnen, 
welcher  durch  die  Eotation  der  Cardioide 
(77.)        X  =  a[2 cos t  —  cos(2 1)],  y  =  a[2 sin t  —  sin(2 1)] 
um  die  X-Axe  entsteht. 

Auflösung.    Aus  den  Gleichungen  (77.)  folgt 

(78.)       dx  =  2a[-~  sin  f  +  sin(2  ()]df  =  4a sin^  \osf  |: )  df , 

(79.)       df/  =  2a[cos^  —  cos(2t)]dt  =  4asinr^  ]sinr-  V/^ 

also 

(80.)  ds'^  =  1 6a2  sin-  (^|  ^  df- ,     ds  =  4a  sin  (^^  df , 

(81.)  ijds  =  4a- [2  sin  t  —  sin(2 1)]  sin(  ^  )  dt 

=  8a2sin^(l—  cosOsrnr^Jf/^ 

=  S2aHm*{l^\coaf^\lf  =  64a5sin*('^Vsin('.^  V 
Dies  giebt 

(JZ) 

(82.)  0  =  128a27r  /sin* f^  ^ ö^sin  (J^^ 

0 


28a27r 


VI.  Abschnitt. 
Rectification  der  ßaiimcurveii. 

8  24. 

Berechnung  des  Bogenelementes  einer  Raumcurve. 

( Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  103.) 

Der  Durclisclmitt  7A\eier  krummen  Flächen  mit  den  Glei- 
chmigen 

(1.)  F(t,  ij,^)  =  0     und     G[x,  y,z)  =  {) 

ist  im  Allgemeinen  eine  Eaumcurve  (vergl.  §  112  der  D.-R.). 
Indem  man  aus  den  beiden  Gleichungen  (1.)  die  Veränderliche 
z  eliminirt.  erhält  man 

(2.)  H{x,tj)  =  0,     oder    ?/ =./(.r). 

Dies  ist  die  Gleichung  eines  Cylinders,  welcher  die  Schnitt- 
cm^ve  in  die  XY- Ebene  projicirt.     Ebenso    findet  man   durch 
Elimination  der  Veränderlichen  //  aus  den  Gleichungen  (1.) 
(3.)  Ii:(x,z)  =  0,     oder    z  =  f/{x). 

Dies  ist  die  Gleichung  eines  Cylinders,  welcher  die  Schnitt- 
cmve  in  die  XZ- Ebene  projicirt. 

Setzt  man  noch  für  x  irgend  eine  Function  von  einer  vierten 
Veränderlichen  t,  so  werden  mit  Eücksicht  auf  die  Gleichungen 
(2.)  und  (o.)  auch  y  und  z  Functionen  von  /,  so  dass  man  die 
Raumcurve  auch  durch  die  drei  Gleichungen 

(4.)  ^=.m,  }/=/m  z=f,{t) 

darstellen  kann.  Umgekehrt  lassen  sich  drei  solche  Gleichungen 
auch  immer  als  Raumcurve  geometrisch  deuten. 
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Um  nun  die  Länge  6'  des  Curvenbogens  AP  zu  bestimmen^ 
nehme  man  auf  der  Curve  zwei  benachbarte  Punkte  P  und  Pi 
Fig-  '»s-  an  und  lege  durch  dieselben  Ebenen, 

parallel  zu  den  Coordinaten- Ebenen 
(Fig.  98).  Dann  erhält  man  ein 
rechtwinkliges  Parallelepipedon  mit 
den  Kanten 

xi  —  x,    iji  —  y,    zi  —  z 
und  mit  der  Diagonale 

(5.)  PP,  =  y[x,-xf.-^r{y,-yfH^,-zf. 
Rücken    die   Punkte  P  und   Pi 
einander  unendlich  nahe,  so  fällt  der 
-Y  Bogen  PFi    mit  der   Sehne  PPi   zu- 
sammen, die  Grössen 
PPi,     a-i  —  x,     yi  —  tj,     zi  —  z 
gehen  bezw.  über  in 

ds,     dx,     dy  ^     dz 
und  aus  der  Gleichung  (5.)  ergiebt  sich 
(6.)  di"  =  dx"-  +  r/y2  -j_  dz-. 

Daraus  folgt  für  die  Länge  des  Bogens  AP 

t, 


(7.) .  =/*  ^fvä.^+äf+ ä.^  =fä<^(;^]+  (f J + 

Für  X  gleich  t  wird  z.  B. 
(8.) 


dz^ 
dt)' 


■fi 


\dxj        \dx/ 


Uebungs -Aufgaben. 

Aufgabe  1.     Man  soll  die  Bogenlänge  bei  der  cylitidrischen 
Schraiibenlmie  (vergl.  D.-R.,  Seite  513  und  514) 

(1.)  :r2  +  t/2  =  a\     y  =  ^^^{^ 

berechnen. 
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Auflösung.    In  dem  vorliegenden  Falle  wird  es  zweckmässig 
sein,  X,  y  und  z  als  Functionen   einer  einzigen  Veränderlichen 
(f  auszudrücken,  indem  man 
(2.)  X  =  acosy 

setzt;  dann  folgt  aus  den  Gleichungen  (1.) 
(3.)  «/  =:  a  sin  y ,     z  =  cg) , 

und  man  erhält 

(4.)         dx  ^  —  asiiKpdg-,     dij  =  acosrfd(f,     dz  =  cd(f, 
(5.)         ds"'  =  dx"-  +  dl/'-  +  dz'^  =  (a-'  +  c^lff"^, 


(6.)  ds  =  d(f>ya^  -{-  c^, 

Vi  

(7.)  6-  =  Va^  c'fdff  =  ((f2  —  cfi)  Y'a''  +  c\ 

<Pi 

Dieses  Resultat  ergiebt  sich  auch  daraus,  dass  die  Schrauben- 
linie entsteht,  indem  man  ein  rechtwinkliges  Dreieck  mit  den 
Katheten  a(f,  ccf  und  der  Hypotenuse  yj/a^-f  c^  aufdenKreis- 
cylinder 

2;2  +  3/2  =  «2 

so  aufwickelt,  dass  die  Kathete  «y  mit  der  Basiscurve  (d.  h^ 
mit  dem  Kreise)  zusammenfällt.  Die  Hypotenuse  bildet  dann 
die  Schraubenlinie. 

Aufgabe  2.  Man  soll  die  Bogenlänge  bei  der  conischen 
Spirale 

(8.)  X  =  e^fcosff,     y  =  e'"Psm(f,     z  =  ce'"P 

berechnen. 

Auflösung.  Die  Projection  der  Curve  in  die  XF- Ebene  ist 
eine  Curve,  bei  welcher  <f  der  Winkel  zwischen  der  X-Axe- 
und  dem  Radius  vector  ist,  denn  aus  den  Gleichungen  (8.)  folgt 

(9.)  |=^^9^- 

Die  Projection  hat  daher  die  Gleichung 
(10.)  x"^ -\- y^  =  r"^  =  e'^"'p  ^     oder     r  =  «"'P, 

d.  h.  die  conische  Spirale  liegt  auf  einem  Cylinder,  welcher  auf 
der  X  F- Ebene  senkrecht  steht  und  die  logarithmische  Spirale 
zur  Basiscurve  hat.     Ausserdem  folgt  aus  den  Gleichungen  (8.) 
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r2 


(11.)  x'  +  f--^  =  0: 

die  conische  Spirale  liegt  also  aucli  auf  einem  Kreiskegel,  dessen 
Spitze  mit  dem  Anfangspunkt  der  Koordinaten,  und  dessen  Axe 
mit  der  Z-Axe  zusammenfällt. 

Aus  den  Gleichungen  (8.)  findet  man 

j  dx  =  e'"f{a  cos  q  —  sin  (f)dff  , 
(12.)  \  dy  =  e"'P{a^m(p  +  co&  (f)d(f, 

[  dz  -=  c"'!" .  acd(f. 
Dies  giebt 
(13.)   ds"-  =  dx'  +  dif-  +  de-  =  e'"'Pia''  +  1  +  cfic')d(f\ 


(14.)    ds  =  e"'r .  dqY  1  -\-  a-  +  a^c^ , 

Vi  2     

(15.)     .s'  =  ]/ 1  +  aH a^cf/e-'v  .  d(f  =  ^yi+a^-\- a^c^ {e'"P^  —  c"'p^) , 

oder 


(1 6.)  *■  =  ^^^^i  ]/l  +  a^  +  aV. 

,  ac 

Für  einen  ganzen  Umgang  wird 

(17.)  rf.2  =  rfi  +  27T,     z-2  =  ce°('/'' + -'^'  =  ?,  .  e-""  ^ 

also 


2i 


(18.)  6-  =     -  {e^^^  —  1)  y  1  +  r/2  +  «V . 


Zweiter   Th  ei  1. 


yil.  Abschnitt. 

Integration  der  gebrochenen  rationalen 
Fnnctionen. 

Aecht  gebrochene  und  unächt  gebrochene  rationale 
Functionen. 

Wie  schon  in  der  Ditferential-Eeclniimg  (Seite  14)  gezeigt 
wurde,  lässt  sich  jede  gebrochene  rationale  Function  als  Quotient 
zweier  ganzen  rationalen  Functionen  darstellen,  d.  h.  sie  lässt 
sich  auf  die  Form 

F(x)  __  Ax'"  +  Aix'"-'-  +  Aox"'--^  + h  A,n-ix  +  ^/^ 

'    '     f{^)  "       aa;"  +  a^x''-^  +  a^x''-'^  +  •  •  •  +  a^-^x  +  o^ 
bringen.    Hierbei  sind  die  Coefticienten  A^  A\^  A-i^  . . .  a,  «,,  «2,  ... 
beliebige  constante  Zahlen,   und   die  Exponenten  7n   und  n  sind 
beliebige  positice  ganze  Zahlen.     Den  Coefticienten  a  der  höch- 
sten Potenz  von  x  im  Nenner  kann  man  immer  gleich  1  machen, 
weil  man  ,    wenn  a  von  1  verschieden  ist ,    Zähler  und  Nenner 
des  Bruches    durch  a    dividiren   kann.     Der  Nenner  _/(.?•)    soll 
daher  in  dem  Folgenden  immer  die  Form 
(2.)      f{x)  =  :r"  +  ai:r«-'  +  a^x''^-  +  •  •  •  +  Un-yX  +  «„ 
haben. 

Man  tlieilt  die  gebrochenen  rationalen  Functionen  in  acht 
gebrochene  und  unächt  gebrochene  rationale  Functionen  ein, 
und  zwar  heisst  eine  gebrochene  rationale  Function  ^^ächf  gebrochen'"'', 
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wenn    der    Grad    des    Zählers    kleiner    ist    als    der    Grad    des 

Nenners;  sie  heisst  dagegen  ^^unächt  gebrochen''^  wenn  der  Grad 

des    Zählers  grösser   oder   mindestens   ebenso   gross   ist  wie   der 

Grad  des  Nenners. 

Hiei-nacli   ist  die    durch  Gleichung-  (1.)  erklärte  Function 

Fix) 
,.,  [   acht  gebrochen,  wenn  7n  <  n,  und  sie  ist  unächt  qebrochen. 

wenn  m~^n  ist. 

Satz.  Jede  unächt  gebrochene  rationale  Function  lässt  sich 
als  die  Summe  einer  ganzen  u?id  einer  unächt  gebrochenen  ratio- 
nalen Function  darstellen.     Es  ist  also 

/o  \  F{X)  ,  ff(z) 

wo  g{x)  eine  ganze  rationale  Function  und  der  Grad  von  (f{x) 
kleiner  ist  als  der  Yon/(:r). 

Der  Beweis  des  Satzes  ergiebt  sich  einfach  durch  Division. 
Ist  nämlich  bei  der  Division  von  F{x)  durch /(:r)  der  Quotient 
gleich  g{x)  und  der  Rest  gleich  (p{x),  so  ist 
(4.)  F(x)=f{x)g{x)-^cf{x), 

wobei  der  Grad  des  Restes  (f{x)  kleiner  gemacht  werden  kann 
als  der  Grad   des  Divisors  f(x).    Aus  Gleichung  (-4.)  ergiebt 
sich  sofort 
/-  X  F(x)         ,  .    .  (f{x) 

Am  besten  erkennt  man  das  Verfahren  aus  eüiem  Beispiele. 
Es  sei 

F(x)  _  x^  -\-  9x^  +  12.r  —  16 
f{x)  "  x^  -\-  2x  —  3  ' 

dann  erhält  man  durch  Division 

x^  4-  Qcc^  +  12a:  —  16  =  {x''-  +  2:c  —  3)  (x  +.  7)  +  (,r  +  5) , 
x^  +  2x^  —  Sx 

+  Ix^'  +  Ibx—  16 
+  7a;^  +  143;  — 21 
X  -{-    5 
oder 
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/fi  ^       ^'+  9.r^  +  12.r-16  _         ,    ..    ,         a:  +  5 
'^^•^  :r2  +  2.r  — 3  ~  ^"^  ^  ' > '^  x' +  2x— ^' 

In  ähnlicher  Weise  findet  man 


3:r  +  4  '  '  '    ä;^  —  3a:  +  4 


§  27. 

Zerlegung  der  acht  gebrochenen  rationalen  Functionen  in 

Partialbrüche,  wenn  die  Wurzeln  der  Gleichung  f{x)  =  0 

sämmtlich  von  einander  verschieden  sind. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  104.) 

Nach  dem  im  vorliergehenden  Paragraphen  bewiesenen 
Satze  kommt  es  bei  der  Integration  der  gebrochenen  rationalen 
Functionen  nur  auf  die  Integration  der  acht  gebrochenen  ratio- 
nalen Functionen  an ;  denn,  wäre  die  vorgelegte  Function  unücht 
gebrochen,  so  könnte  man  sie  in  eine  ganze  und  in  eine  acht 
gebrochene  rationale  Function  zerlegen.  Die  Integration  der 
ganzen  rationalen  Functionen  ist  aber  bereits  auf  Seite  18  in 
§  4  erledigt. 

Die  Integration  der  acht  gebrochenen  rationalen  Functionen 
kann  man  durch  Zerlegung  in  Partialbrüche  ausführen,  wobei 
der  Generalnenner  der  einzelnen  Partialbrüche  f{x)  sein  muss. 
Deshalb  muss  man  hier  die  Zerlegung  der  ganzen  rationalen 
Function  f{x)  in  lineare  Factoren  benutzen.  In  §  82  der  Diffe- 
rential-Rechnung (Seite  367)  war  nämlich  der  Satz  bewiesen 
worden:  Jede  ganze  rationale  Fanction  ^^*^"  Grades  lässt  sich  in 
n  lineare  Factoren  zerlegen.  Es  ist  also 
(1.)        f{x)  =  a;"  -f  a,  a:"-'  +  a,.r«-2  +  •  •  •  -f  a,,_,x  -f-  a„ 

=  {X~  Xi)  {X  Xi)  {X Xz)  "  -{X Xn), 

und  iTi,  Xi,  xz,. .  .Xn  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung 
(2.)  fix)  =  0. 

Für  das  Folgende  muss  man  zwei  Fälle  unterscheiden, 
jenachdem  diese  Wurzeln  xi,  X2,  x^ . .  .  x»  sämmtlich  von  ein- 
ander verschieden  sind  oder  nicht. 
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Hier  möge  zunächst  der  erste  Fall  beliandelt  werden,  wo 
die  Wurzeln  der  Gleichung  (2.)  sämmtlich  von  einander  ver- 
schieden sind.  Um  die  vielen  Indices  zu  vermeiden,  mügen  dabei 
diese  Wurzeln  mit  a,  6,  c, ..  .yl-,  l  bezeichnet  werden,  so  dass 
die  Gleichung-  (1.)  übergeht  in 

(3.)         fix)  =  {x  —  «)  {x  —  b)  (.r  —  c)...(x~  k)  [x  —  l). 
Es  soll  dann  gezeigt  werden,  dass  die  licht  gebrochene  rationale 

Function  %,p.   auf  die  Form 

vix)         A  B  0       ,  ,      Ji  L 

gebracht  werden  kann,  wobei  die  Zähler  A,  B,  C, .  . .  K,  L  der 
Partialbrüche  constante  Grössen  sind. 
Beweis.     Es  sei 

(5.)     /i(^-)  =  /-^-^-,  =  (-^  -  ^)  (•^--  -c)...{x-  Z:)  {x  -l], 

Ob    '    t/' 

dann  ist  f^{x)  nur  noch  eine  ganze  Function  (w  —  1)^^'^  Grades; 
ferner  sei 


(6.) 

(7.)  q{x)  —  Aj\{x)  = 


Nach  diesen  Festsetzungen  wird 

</'C^)/i(«)  —  9"(")./i(«) 


gleich  0  für  a;=  c/,  so  dass  nach  Satz  2  in  §  82  der  D. -K. 
(Seite  366)  (fix)  —  Af\{x)  durch  x  —  a  theilbar  sein  muss. 
Man  erhält  also 

(8.)  (fix)  —  Af^{x)  =  (.r  —  a)(f,{x) , 

oder 

(f{x)  =  Afi(x)  +  (x  —  a)(fi{x), 

wo  (fi{x)  eine  (janze  rationale  Function  von  x  ist,  deren  Grad 
höchstens  gleich  n  —  2  sein  kann.     Hieraus  folgt 

(0  \    ^  =,  Af\i^)  +  (•^'  —  «)yi(^)  =     ^^    ,  ^/'•(^) 

^    '^    /(.r)  ix-a)f,[x)  x-c^   f,ix)' 

Dabei  ist  \.,-^  nach  den  gemachten  Angaben  wieder  eine  acht 
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gebrochene  ratioimle  Function ,    welche  aber  einfacher  ist  als 

Cf  (t) 

^.7-,  j    (\mnfi(x)  ist  nur  noch  vom  Grade  n —  1,  und  (ri(x)  ist 
höchstens  vom  Grade  u  —  2. 

In  derselben  Weise  kann  man  jetzt  zeigen,  dass 
(1 0  ^  ^^i^  —     ^    _L  y^C-r) 

wo  f2{x)  vom  Grade  n  —  2  und  (f-iix)  höchstens  vom  Grade  ti  —  3 
ist.     So  kann  man  fortfahren  und  lindet  die  Gleichungen 

(Mx)  _  _6'  (p3(x) 

f.{x)  ~  x—  c       fz{x) ' 


(11.) 


(fn~l{x)   _       K  (fn-\{x) 


fn-lix)  X k        fn^  i  {x) 

(pn-l{x)  _       L        _ 
fn-l[x)  ~  X l 

Addirt  man  die  Gleichungen  (9.),  (10.)  und  (11.)  und  lässt 
die  Glieder  fort,  welche  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  stehen, 
so  erhält  man 

(12,  'f '=  -^_  +  ^  +  ^  + . . .  +  J'-^^^  +  -^- . 

j{x)       X  —  a       X  —  0       X  —  c  X  —  k       X  —  / 

Dieser  Beweis  liefert  sogleich  den  Werth  von  Ä\  es  ist 
nämlich 

yvö.)     jx      ^.^^  ^^       ^^  _  ^^  ^^^  ^^c)...{a  —  k)  {a  —  l) 

(i>(x ) 
In  derselben  Weise,  wie  A  aus    ..y  ^  berechnet  ist,  könnte 

man  ietzt  i>  aus^M'  C'  aus  -ph^-'-  berechnen.    Dazu  würde 

aber  erstens  die  Bildung  von  —--( ?  ^"  •>  ■  -  •  erforderlich  sein^ 

und  zweitens  könnte  man  leicht  glauben,   dass  die  dui'ch  Glei- 
chung (12.)    erfolgte  Zerlegung  in   Partialbrüche   verschiedene 

Resultate  liefere,  jenachdem  man  zuerst  das  Glied oder 

Kiepert,  Integral-Eccbnung.  12 
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ein  anderes  absondert.  Dies  ist  aber  niclit  der  Fall,  es  gilt 
vielmeln'  der  Satz:  Die  Zerlegung  in  Portialbrüche  iaf  ein- 
deutig; d.  1).  die  Wertlie  von  A,  B,  C,. . .  K,  L  sind  unabhängig 
von  der  Reihenfolge,  in  der  man  sie  herleitet.  Multiplic.irt  man 
nämlich  Gleichung  (12.)  mit 

fix)  =  [x  —  a)  {x  —  h)  (x  -' 
so  erhält  man 
(14.)       f/(.r)  =  A{x  —  b)  {x  -    c) . 

+  B{x  —  a)  (x  —  c)  . 

+  C(x -~^  a)  (x  —  b) . 


c)...{x    -k){x-~  l), 

.{x  -  ~  k)  [x  —  l) 
.{x^-k){x~l) 
.{x^     k)  {x^  l) 


+  K{x  —  a)  {x  —  b)  ...  {x  —  i)  {x  —  l) 
-\-  L{x  -  -  a)  (x  —  b)  .  .  .  (x  —  i)  {x  —  k) . 
Setzt  man  in  dieser  Gleichung  der  Reihe  nach 
X  =  a,     X  =  b,     X  =  c,  .  .  .  X  :=  k,     x  =  l, 


so  wird 


(15.) 


Dies  ffiebt 


(16.: 


(p(a)  =  A{a  -  b)  (a  —  c)  .  .  .(a  —  k)  (a  --  l), 
(p{b)  =  B(b  -  a)  (b  —  c)...  (b  -  Z;)  (b~l). 
(f,{c)  =  C{c     -  <i)  {c    -  b)  .  .  .  (c  —  k)  {c     -l). 

ff{l)   =  L(l-    a){l—b)...(/--  i)  (l  —  k) . 

rria) 


A  = 
/>'  = 


(a  —  b)  {a  —  c)  . .  .  {a  —  k)  [a  —  l) 

cm 

{b  —  a)  {b-c).,.{b^  k)  {b  —  l) 

:?<£) _ 

(c  —  ß)  (c  —  6)  .  . .  (c  —  k)  (c  —  l) 


L 


v{l) 


1^1  —  a)  {l  —  b)  ..  .  [l  —  i)  [l  —  k) 

Man  erhält  also  für  die  Zälder  der  Partialbrüche  genau 
dieselben  Wertlie,  gleichviel  ob  man  mit  der  Absonderung  des 
betreffenden  Partialbruclies  anfängt  oder  nicht. 
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Die    Gleichmig'en  (10.)    lassen   sich   noch    etwas   einfaclier 
schreiben.     Es  war  nämlich 

wobei  nach  Gleichung  (5.)  ,    . 

X  —  a 
oder,  da  f{a)  =  0  ist, 

(17.)  /,(.)^/W -/('". 


X  — -  a 
Hieraus  folgt  (vergl.  D.-R.,  Formel  Nr.  15  oder  81  der  Tabelle) 

fi[a)  —  hm  —  ^^^ — - —  =  hm'— — ^  =f\a) . 

5C=(V  ^  (f  x—a        1 

also 

und  ebenso 

Für  die  Ausführung  der  numerischen  Berechnung  ist  das- 
selbe Verfahren  wie  bei  dem  oben  gegebenen  Beweise  am  meisten 
geeignet;  man  schaffe  also  in  Gleichung  (12.)  dui'ch  Multipli- 
cation  mit 

f{x\  =  {x  —  «)  (.r  —  6)  (a;  —  c)  .  .  .  ix.  —  U)  {x  —  l) 

die  Nenner  fort,  um  die  Gleichung  (14.)  zu  erhalten,  au>  dei' 
sich  dann  die  Werthe  von  A,  B .  C,  .  .  .  K,  L  unmittelbar 
ergeben,  indem  man  bezw. 

X  ^=  a,  X  ^=  h  ^  X  z=  c,  .  .  .  X  ^=-  k,  X  =:  l 
einsetzt. 

Man  kann  allerdings  zur  Berechnung  der  Grössen  A,  B, 
C, .  . .  K.  L  auch  das  folgende  Verfahren  anwenden,  das  später 
in  dem  allgemeineren  Falle  noch  in  Betracht  kommen  wird,  wo 
die  Wurzeln  von/(.r)  nicht  alle  von  einander  verschieden  sind. 

In  Gleichung  (14.)  ist  die  linke  Seite  höchstens  vom  Grade 
w  -  -  1 ;  ebenso  ist  die  rechte  Seite  eine  Function  vom  Gi^ade 
n  —1,  die  man  sich  nach  Potenzen  von  x  geordnet  denken  kann. 

12* 


1 
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Da  die  Gleichung-  für  alle  Weillie  von  x  gilt ,  so  müssen  die 
einzelnen  Coefficienten  der  linken  Seite  gleich  sem  den  gleich- 
stelligen Coefficienten  auf  der  rechten  Seite,  welche  lineare 
Functionen  (d.  h.  Functionen  ersten  Grades)  der  gesuchten 
Grössen  A,  B,  C, .  .  .K,  L  sind.  Nun  hat  aber  eine  Function 
(y^_l)ten  Grades  im  Ganzen  n  Coefficienten.  Man  erhält  also 
w  lineare  Gleichungen  mit  n  Unbekannten,  welche  sich  in  diesem 
Falle  stets  auflösen  lassen. 

Am  besten  wird  man  dieses  Verfahi-en   durch  die  Behand- 
lung einiger  Aufgal)en  verstehen. 

\^x^ 70a; ■  95 

Aufgabe  1.     Man  soll  den  Bruch  ^3_  ga;-^  —  13.r  +  42  ^" 

Partialbrüche  zerlegen. 

Auflösung.    Man  setzt  den  Nenner  gleich  Null  und  erhält 
dadurch  die  Gleichung 

(19.)  a;3  —  6x-  —  Idx  +  42  =  0. 

Löst  man  diese  Gleichung  auf,  so  ergeben  sich  folgende 
Wurzeln 

(20.)  «  =  7,  b=  ^  3,  c  =  2, 

deshalb  wird 

(21.)       x^  —  6x^  —  13.r  +  42  =  (a;  —  7)  {x  -j-  3){x  —  2). 
Hieraus  folgt 

15.r2  —  70a;  —  95      _        15a:=^  —  70^;— 95 
^^^■■^        x^  —  ßx'' —  ISx -{-  42  "  {x  -~7){x-h  S){x-  -  2) 

x~7      X  +  S ^  X   ~ 2 

Um  die  Werthe  von  A,  B  und  C  zu  ermitteln,  schaffe  man 
die  Nenner  fort,  indem  man  Gleichung  (22.)  mit 

a;3  —  %x-  —  13a:  +  42  =  {x     -  7)  {x  +  3)  {z  —  2) 
multiplicirt.     Dadurch  erhält  man 
(23.)  15a;2  —  70.r  —  95  =  A{x  +  3)  (a;  —  2) 

+  B{x  —  7)  (a;  —  2)  -F  C(a;—  7)  (a;+  3). 
Da  diese  Gleichung  fiü-  alle  Werthe  von  x  gilt,  so  findet 
man  daraus  für  a;  =  7 
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150  =  50^,     oder     A  =  S, 
für  .r  =  —  3 

250  =  bOB,     oder     B  =  b, 
und  für  x  =  2 

—  175  =  -  -  25C',     oder     C  =  7. 

folgiich  Aviid 

,„ .  15x2  _  rjQ^  _  95  3  5  7 

(24. ) = 1 • 

^  a;3  --  6a;2  —  13a;  +  42       rr  —  7  ^  .r  +  3  ^  a;  —  2 

Man  kann  auch  die  rechte  Seite  von  Gleichung  (23.)  nach 
fallenden  Potenzen  von  .r  ordnen  und  erhält  dann 

(25.)  15:r2  — 70.r  — 95 

=  x\A-\-B-{-  C)-{-xiA-^9B~4:C)  +  (--6A-^UB-^2W) 

Diese  Gleichung"  gilt  für  jeden  Werth  von  x,  folgiich  müssen 
die  Coefficienten  gleicher  Potenzen  von  x  auf  beiden  Seiten  dieser 
Gleichung  einander  gleich  sein,  d.  h.  es  niuss 

(26.)  ^  +  i^  +  C  =  15, 

(27.)  A  —  9B^4:C=  —  70, 

(28.)  —  6.4  +  145  — 216'=  —  95 

sein.     Löst  man   diese  Gleichungen  für  A ,  B  und   C  auf,  so 

ergiebt  sich  wieder 

(29.)  A  =  'd,     B  =  b,     C=l. 

Zu  demselben  Eesultate  kommt  man  natürlich  auch  diu'ch 
Anwendung  der  Gleichungen  (18.)  und  (18  a.),  indem  man 

*'"■'         ^  -f(u) '  *  =.m '  ^  -/w 

setzt.     In  dem  vorliegenden  Falle  ist 

(31.)  a  =  7,     b  =  —  S,     c=2 

und 

'  (32 .)  /'  (.r )  =  3.r-  —  1 2^;  —  1 3 : 

dies  o-iebt 


I 
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'33.) 


A  = 
B  = 
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ff (7)  15.49- -  70.  7  — 95        150 


fV) 


3 

49  —  12 

7  - 

—  13 

~~    50 

15 

1)  +  70 

)>  - 

^  95 

250 

3. 

9  +  12 

3 

-  13 

~    50 

15. 

4  —  70. 

2- 

-95 

_  — r 

=  5, 


f\2)  3.    4—12.2 


13 


Aufgabe  2.     Man  soll  die  Function 


z-  +  1 


X" X 


in   Partialbriiche 


zerlegen. 

Auflösung.     Hier  ist 

(34.)  /(.r)  =  x^-~x  =  x{x  —  1)  {x  +  1), 

also 

(35)  'lW^^M^I 

Um  die  Grössen  -^,  B,  C  zu  bestimmen,  multipliciit  man 
beide  Seiten  der  Gleicliung  (35.)  mit  x^    -  x  und  erhält 
(36.)        X-'  +  1  =  A(x^     -  1)  +  B{a-'  +  .f)  +  C{x'  —  :r). 

Diese  Gleichung  gilt  für  alle  Werthe  von  x,  deshalb  findet 
man  für  x  =  0 


A         B  C 

X         X--1         X  -{-  1 


(37.) 

1=~A, 

oder 

.1  =  —  1 , 

für  X  =  i 

(38.) 

2  =  2B 

oder 

^=  +  1 

und  tiir  ,?•  =  - 

-  1 

(39.) 

2  =  2(7, 

oder 

(7  =  +  1 ; 

folglich  wird 

(40.) 


a:'  +  1 


1 


=  --  +  --,  +-iT 

X"  —  X  X         X  —  1  X  -\-  \ 


Ordnet  man  die  rechte  Seite  von  Gleichung  (36.)  nach  fal- 
lenden Potenzen  von  a:,  so  erhält  man 
(36a.)         a;-^  +  1  =  x\A  +  ^  +  C)  +  x{B  ---  6')  —  A. 

Da  die  gleichstelligen  Coefficienten  auf  beiden  Seiten  dieser 
Gleichung  einander  gleich  sein  müssen,  so  zerfällt  die  Gleichung- 
(36a.)  in  die  Gleichungen 
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1, 
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(  A  -^  B  +  C 


(41.) 

l  -.4  =  1. 

Die  Auflösung-  dieser  Gleichungen  giebt  wieder 
(42.)  ^  =  —  1,     B=l,     C=l. 

Dasselbe  Eesultat  erhält  mau  auch,  indem  man 


(43.) 


(fi.^)      c  =  ^'^^^^ 


(44.)  «  =  0,     h  =  l,     c  =  ~l, 

(45.)  /'(a:)  =  3^2  _  1^     ^(^)  ^  ^2  ^  1 

setzt,  denn  es  wird 

(f(0)  0  +  1 


(4ö.) 


A  ^ 


0  —  1 

1  +  1 

3--1 

1  +  1 


-  +  1, 


+  1 


f'i-1)        3-^1 
Aufgabe  3.    Man  soll  die  acht  gebrochene  rationale  Function 

-    in  Partialbrüche  zerlegen. 


(a:-l)(r.-2)(^  — 3) 
Auflösung.     Hier  ist 
4x^  —  Ibx  +  19 


C 


^^^   ,    ..         _     A  B 

^   '  ■''    \x  —  l){x~  2)  {x  —  3)  ~  .r^^l       .^•  — "2  "^  ^"—  ö 
oder,  wenn  man  beide  Seiten  der  Gleichung-  mit 

{x  --  1)  ix  —  2)  {x  —  3) 
multiplicirt, 

(48.)  4.r-  —  15a:  +  19  =  A{x     -  2)  {x  ^-  3)  +  i?(a;  —  1)  {x  —  3) 

+  C{x  ^-  1)  (.r  —  2). 
Dies  giebt  für  x  =:  1 


für  o;  =:  2 
und  für  x  —  3 


8  =  2A,     oder     A  —  A, 

5  =  —  i>',     oder    i?  =  — 

10  =  26',     oder     6'  —  5, 
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also 

^^^•^  (a;  _  l)(a;  __  2)  (a;  —  3)       x  —  l       x  —  2x  —  'd 

Aufgabe  4.    Man  soll  die  acht  gebrochene  rationale  Function 
in  Partialbrüche  zerlegen. 


1   +  X  —  X- 


Auflösung.  Hier  muss  man  erst  Zähler  und  Nenner  des 
Bruches  mit  —  1  multipliciren ,  damit  der  Coefficieut  von  x'^  im 
Nenner  gleich  +  1  wiid.    Dadurch  erhält  man 

(50)  't^^= IlJ— . 

^^^•^  f{x)       x'-  —  x~l 

Die  beiden  AVmzeln  der  Gleichung- 

(51.)  f{x)  =  x''  —  x—l  =  {) 

sind 

(52.)  r/  =  1(1  +  yi),  h  =  \{i  —  Vö). 

Deshalb  ist 

(53.)       ~^^^^= -^."H-        —"7-^ 

x^^-x—l      x  —  ^^il  +  Yö)       .r  — 1(1— 1/5) 

oder 

(54.)        — = — -^  + -—  • 

x^~x  —  l       2x  —  l~yö       2a;^l+V5 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit 

(22;  —  1  —  ]/ 5)  (2a;  —  1  +  ]/ b)  =  4(.r-  ~x—  l), 
SO  eihält  man 

—  4  =  2^(23:  —  1  +Vö)  +  2B{2x  --  1  —  ]/5). 
oder 
(55.)  —  2  =  2x{A  +  B)  +  A(~  1  +y5)  +  B{—  1  —Yö): 

daraus  folgt 

(56.)  1^4  +  ^  =  0. 

M(l-y5;  + 7^(1+^5)  =  2, 
oder 

(57.)  ^  =  -_^^,    ^=+^^. 
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Dies  giebt 
(58)  1  _^  /  1  ^         -Y 

Aufgabe  5.    Man   soll   die   gebrochene   rationale   Function 

•23?  —  Ix-  ■ —  6a;  +  8 

-^ — 5 — — in  Partialbriiclie  zerlegen. 

X-  ■ —  K)X  +    / 

Aullösung .  Die  vorgelegte  Function  ist  eine  unächt  gebrochene ; 
deshalb  muss  man  sie  zunächst  durch  Division  in  eine  ganze 
und  eine  aclü  gebrochene  rationale  Function  zerlegen.  Dadurch 
erhält  man 

,     22;3  —  7a;- —  6a;  +  8        ^      ,    _    ,       lO.r— 27 
"^^•>  a;^-6a;+7^=^"+"+.--6;.+  7- 

Die  Wurzeln  der  Gleichung 

f{x)  =  X-  —  6a-  +7=0 
sind 

(60.)  a  =  ;3  +1/2,     6  =  3  —VI, 

folglich  wii'd 

(61.)  fix)  =  (a:  -  3  —  ^2)  (x  —  3  +]/ 2) , 

10^-27      ^  ^ ^ ^ 

^      -'  a;2  — 6a;+7        ^_3_y2       a;— 3+1/2 

(63.)       10a;  —  27  =  A{x  —  3  +]/ 2)  +  j5(a;  —  3  — ]/2). 

Für  X  =  3  +y2  erhält  man  daher 

(61.)  3  +  10  ]/2  =  2^1/2,     oder     .4  =  —~-~  (3  +  10y2j, 

und  fiir  a;  =  3  —  ]/  2 

(65.)  3— 101/2  =  — 2 Z;  1/2,     oder     i^  = -^  (— 3  + 101/2', 

also 

,  2a;3  —  7a:2  —  6a;  +  8 

^^^•^  :.2_6a:+7"^  = 

2.  +  5  +      1   y^^JOl^  +  ^,3+iOpN  . 
2 1^2  Vr  —  3— 1^2         a;  —  3  +1/2  / 
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Die  aii,!^egebene  Metliode  für  die  Zeilegmig'  in  Partial- 
brüelie  bleibt  richtig-,  gleichviel  ob  die  Wurzeln  der  Gleichung 
f{cr)  =  0  reelle  oder  complexe  Grössen''')  sind. 

Im  letzteren  Falle  werden  aber  die  Partialbrüche  selbst 
eine  complexe  Form  annehmen,  die  man  vermeiden  kann,  wenn 
die  Coefficienten  von  (p(or)  nnd/(a:)  reell  sind. 

Wie  dies  geschieht,  mög-e  zunächst  die  folgende  Aufgabe 
lehren. 

Aufgabe  6.    Man  soll  die  acht  gebrochene  rationale  Function 

Vdx^  —  68a:  +  95        •     -r.     .l-  iu  ••  i  ^ 

' m  Partialbruche  zerlegen. 

i'*— llrc- +  43r  — 65  ° 

Auflösung.  Indem  man  den  Nenner  gleich  KuU  setzt,  erhält 
man  die  Gleichung 

(67.)  x^  —  lla;2  +  43:r  —  65  =  0 

mit  den  Wurzeln 

(68.)  a  =  5,     b  =  ^  +  -2'\/~~l,     c=3    -2]/^^, 

oder,  wenn  man  ]/■ — 1  mit  i  bezeichnet, 
(C8a.)  rt  =  5  ,     />  =  3  +  2i,     c  =:  3  —  2e. 

Demnach  ist  der  Nenner  der  gebrochenen  Function 
(69.)  x^  —  1  Ix-  +  43.r    -  65  ^  {x  —  5)  (a;  —  3  —  '2i)  {x  —  3  +  2i). 
Dies  giebt 

13:c-  —  68.r  +  95     _    A  B C 


.•r<^  — lla;2  +  43z  — 65       a:— 5       x—-^—2i   '   a;  — 3  +  2i 
und  wenn  man  diese  Gleichung  mit  x^ —  ll.r'-  +  43.r  —  65  mul- 
tiplicirt, 
(71.)       13a;-'  —  68a;  +  95  =  A{x  —  8  —  2i)  (a-   -  3  +  2/) 

+  i)'(.f-5)(a;--3  +  2^ 
+  C(x  —  5)  (a:  —  3  —  '2i). 
Dies  giebt  für  a;  =  5 
(72.)       80  =  A{2  —  2i)  (2  +  2i)  =  8^,     oder     A  =  10, 
für  X  =  3  +  2i 


'■)  Vergl.  D.-R,  §  131—140. 


(73.) 
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3  --  8i 


U  +  20i  =  (—  2  +  2i)4:i .  B,     oder     B  = 


2 


2i)4:i .  O,    oder     C  =  ^—  , 


und  für  x  =  S  —  2i 

(74.)     —  U  —  20«  =  —  (—  2 

folglich  ist 

ISx'-    QSx  +  dö 
x^  —  llx'-}-4:'dx  —  Qö^.r — 5'   2{x—'d—2i)   '    2^:r— 3  +  2«) 


("5-)    .3 


=  A+ 


8« 


3+8^■ 


Da  die  beiden  letzten  Glieder  conjug-irt  complexe  Grössen 
sind,  so  muss  ihre  Summe  reell  sein.*)     In  der  That,  es  ist 
3  —  8*  3  +  8i  Sx  +  7 


also 

(76.) 


2{x 


13a:2 


-  2i)  '^  2{x 
6Sx  +  95 


3  +  2i) 
10 


+ 


a;2  —  6.7:  +  13 
Sx-\-  7 


x^  —  lla;2  +  43^-  —  65       x  —  5'    x'- —  6x  -^  13 
Ganz  allgemein  gilt  nnn  Folgendes.     Sind  in  f{x)  die  Co- 
efficienten  reell,  so  treten   die  complexen  Wurzeln  m  f{x)  =  0 
bekanntlich  paarweise  auf.*'')    Ist  z.  B.  b  gleich  g  +  hi,  so  ist 
eine  andere  Wurzel,  sie  heisse  c,  gleich  g  —  hi,  also 
(77.)  h  =  g  -\-  hi,     ('  "=  g  —  ^d' 

Sind  nun  auch  in  (f{x)  die  Coefticienten  reell,  so  wird 


(78.) 


''"/(6)"/(^+^)-^  +  '''' 


folglich  erhält  man 

,     B  C 

(79.) 


X Ö       X- 

oder 

(80.) 

wo 

(81.)  P=2G,     Q  =  —  2Gg 

reelle  Grössen  sind. 


X  —  0  X 


-Hi, 

2G{x-~g)—2Hh 
g  —  lii  '  X — g-\-hi  {x — ^)"  +  A^ 

C  Px+  Q 


.n-)  f\<j-hi) 


G  +  Hi        G  —  Hi 

■+ 


c      {x  —  gf  +  fr 
2Hh 


^)  Vergl.  D.-R.,  Seite  609,  Satz  1. 
**J  Vergl.  D.-R.,  §  140. 
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Durch  Anwendung'  der  Gleichung  (80.)  kann  man  also  bei 
der  Partialbruclizerlegung-  die  complexen  Grössen  ganz  ver- 
meiden. 

In  Aufgabe  6  hätte  man  z.  B.  setzen  können 

Idz^  —  Q8x  +  95      _     .4  Px  -^  Q 


a;3— 112:2  +  43^  —  65       x  —  b       2;2_62;+l3 
Miütiplicirt  man  diese  Gleichung  mit 

x^  —  lla;2  +  432:  —  65  =  (.^  —  5)  (x"'  —  6x -\-  13), 
so  erhält  man 

(83.)     lSx'^  —  6Sx-\-95  =  A{x^  —  6x-^lil)  +  P{x'—bx)-\-Q{x~ö) 
=  x^(A-\-P)-{-x{^6A  —  öP-]-Q)+{13A-~bQ). 

Daraus  folgen  die  Gleichungen 

I  ^+P=       13, 

(84.)  ■      —  6^  —  5P  +  Q  =  --  68, 

\  inA  —  5Q  =       95. 

Durch  Auflösung  dieser  Gleichungen  ergiebt  sich 
(85.)  ^  =  10,     P=3,     Q  =  7, 

und  wenn  man  diese  Werthe  in  Gleichung  (82.)  einsetzt, 
13a;2  —  68a:  +  95  ^^  ^   i  Sa;  +  7 


ä:3  — 11ä;2  +  43a:  — 65       x  —  ö   '    a;"  —  6a;  +  13 
Dieses  Eesultat  stinunt  natüi'lich  mit  dem  fiüheren  überein. 

Noch  einfacher  gestaltet  sich  die  Eechnung  durch  die  fol- 
genden Ueberlegungen.  Aus  Gleichung  (83.),  nämlich  aus  der 
Gleichung 

13a;2  — 68.r+95  =  ^(a;'-  — 6a:  +  13)+P(.r-  — 5:r)+ Q(a;  — 5) 
ergiebt  sich  für  x  =  b 

80  =  8^4,     oder     A  =  10, 
und  füi' 

(86.)  a;2  —  6a;  +  13  =  0,     oder     x^-  =  dx  —  13 

(87.)  10a;— 74  =  (P+  Q)a;— 13P— 5Q. 

Da  Gleichung  (86.)  für  ztcei  Werthe  von  x  befriedigt  wird, 
nämlich  für 

a-  =  3  +  2/    und     a;  =  3  —  2/, 
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SO  wird  auch  Gleicliung-  (87.)  für  diese  beiden  Werthe  von  x 
befriedigt.  Nun  ist  aber  Gleichung  (b7.)  nur  vom  e7-sten  Grade, 
folglich  müssen  (nach  D.-R, ,  §  82,  Satz  5  auf  Seite  367)  die 
gleichstelligen  Coefiicienten  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung 
einander  gleich  sein,  d.  h.  es  wird 

(88.)  P  +  Q  =  10,     13P+5Q=71,     also     P=3,     Q=7. 

Wie   sich    dieses   Verfahren    allgemein    durchführen   lässt, 
mögen  die  folgenden  Aufgaben  zeigen. 

Aufgabe  7.     Man  soll  die  acht  gebrochene  rationale  Function 

-^ =-„  ,    ^-, T^TT  m  Partialbruche  zerlegen. 

x^  —  7x^  -f  32^:  —  60  ^ 

Auflösung.     Indem  man  den  Nenner 

(89.)  x^  —  7.r-  +  32x  —  60  =  0 

setzt,  erhält  man  für  die  Wurzeln  dieser  Gleichung 

(90.)  a  =  3,     5  =  2+4/,     c  =  2  ~~  ii. 

Deshalb  ist 

(91.)    Ä-3  — 72;2  +  32a:  — 60=  {x-~S)(x—2-~4:i){x—2  +  ^i) 

=  (x-~S)(x^~4:X  +  20), 

6x'  —  2dx  +  89       _  _^  Px+  Q 


x^  —  7x'  +  'd2x—60       x—3      X'  —  4:X-]-20 
Multiplicirt   man   beide    Seiten    dieser  Gleichung   mit    (x  —  3) 
mal  (a;2  — ■  4cX  -{-  20),  so  ergiebt  sich 

(93.)  6a;2— 25.'C+89  =  A{x^~4:X+20)  +  P(x'^~Sx)~{-Q(x—S). 
Daraus  folgt  für  x  =  S 

(94.)  68  =  17^,     oder     ^  =  4, 

und  für 

( 95.)  a;2    -  4a;  +  20  =  0,     oder     x-  z=  4,x^  20 

(96.J  —  a:  — 31  =  (P+ (3).r  — 207^— 3Q. 

Indem  man  die  gleichstelligen  Coefficienten  auf  beiden  Seiten 
dieser  Gleichung  einander  gleichsetzt,  findet  man 
(97.)  P+Q=^l,     20P+3Q  =  31, 

(98.)  P=2,     Q  =  — 3; 

und  wenn  man  diese  Werthe  in  Gleichung  (92.)  einsetzt, 
^^^.  Qx''  —  25:g  +  89       _      4  2a:  — 3 


x^  —  7x'  +  32a;  —  60       x  —  3       a;-  —  4a;  +  20 
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Aufgabe  8.     Man  soll  die  acht  gebrochene  rationale  Function 
7.^3  ^  (jz-  +  9a:  +  108 


in  Parti albi'üche  zerlegen. 


(a;2  —  4a:  +  13)  {x^  +  2rc  +  5) 

Auflösung.    Indem  man  den  Nenner 
(100.)  f{x)  =  (a:2    -  4a;  +  13)  (.r^  +  2a:  +  5)  =  0 

setzt,  erhält  man  die  vier  complexen  Wurzeln 
(101.)  a  =  2  +  3^,  i  =  2  —  3/,   c—--l-\-2i  d  =  —  l  —  '2i. 
deshalb  "wird  man  den  vorgelegten  Bruch  auf  die  Form 

Ix^  —  6a:2  _^  9^  ^  ^08      ^  _^l±_9_    ,       ^^  +  8 
^      "'^  (.r2  —  4.r  +  1 3)  {x^  +  2a:  +  5 )  ""  a;^— 4a:  -}- 1 3  "^  a;-'  +  2a:  +  5 
bringen.     Hieraus  erhält  man  durch  Fortschaffung  der  Nenner 
(103.)      Ix^  —  6.^2  +  9a:  +  108  =  (P.r  +  Q)  (.r^  +  2:c  +  5) 

+  ylix  +  »S)  (a:2  —  4a:  +  13). 

Dies  giebt  für 

x^  —  4.r  +  13  =  U,     oder     a:-  =::  4a:  —  13,  a:^  =  3^'  —  52 
(104.)  6a:  —  178  =  P(16.^  —  78)  +  Q(6.r  —  8). 

Da  die  gleichstelligen  Coeflicienten  auf  beiden  Seiten  dieser 
Gleichung  einander  gleich  sein  müssen,  so  gelten  die  Gleichungen 
(105.)  8P  +  3Q  =  3,     39P  +  4Q  =  89, 

folglich  wird 
(106.)  ^=3,     Q  =  --7. 

Setzt  man  in  Gleichung  (103.) 
a:2  +  2a:  +  5  =  0,     oder     x^  —  ~  2x  —  5,     x^  =  —x  +  10, 
so  findet  man  in  ähnlicher  Weise  die  Gleichungen 
(107.)  14.r  +  208  =  i?(20.r  +  30)  +  .S'(—  6.r  +  8), 

(108.)  lUß  -  :kV  =  7,     \hR  +  4-S'  =  104, 

(109.)  Ä  =  4,     ^=11,      . 

und  wenn  man  diese  Werthe  in  die  GleicJunig  (102.)  einsetzt. 
.        .       Ix^  —  6x'-  +  9.r  +  108      _       3.r  —  7  4a;+ll 


(a:2— 4a:  +  13)(a:2  +  2a:  +  5)      a;---4a;  +  13   '   a;-' -j- 2.r  +  5 
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§  2S. 

Zerlegung  der  acht  gebrochenen  rationalen  Functionen 

in  Partialbrüche,  wenn  die  Gleichung /(^)  =  0  auch 

gleiche  Wurzeln  besitzt. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  1U5.) 

Hat  die  Gleicliimg  f{x)  =  0  auch  gleiche  Wurzeln,  so  kann 
man  diese  gleichen  Wurzeln  zusammenfassen  und  fix)  auf  die 
Form 

(1.)     f{x)  =  [x  —  ay{x  —  hy  {x  —  e)r  .  .  .  (x  —  kY{x  —  If 
bringen ,   wobei  die  Grössen  «,  h.  c,  . . .  /c,  l  sämmtlicli   von  ein- 
ander verscliieden  sind,  und 
(2.)  a  +  li  +  y  +  •■■  +  y.-i-  /.  =  u 

ist.     Man  erkennt  sogleich,  dass  in  diesem  Falle  die  Gleichung 
<p(x)__     ^      ,      B  C  ^      I^    ^     L 

/ \x)       X  —  a       X  '  ~  b       X  —  c  X- —  K       X  —  l 

nicht  mehr  bestehen   kann ,    weil    der  Generalneuner   auf  der 
rechten  Seite  nicht  mehr  gleich  fix)  ist. 
Hier  sei 

(:'..)    f\{x)  =  j£^  =  {x-  by{x  -c)y...ix-  ky{x  -  ly- 

und 

(4.)  ^.=#1' 

dann  wird  die  ganze  rationale  Function 

( 5.)  cpix)  -  Aj\{x)  =  "MM"')  -  ^ricOAi^:) 


Ij     gleich  0  für  x  —  a,  folglich  ist  sie  theilbar  durch  .r  —  «.     Man 

erhält  also 

«3.)  ffix)  —  A.fix)  =  {x  —  a)(f,{x), 

II    oder 

(6  a.)  <f{x)  =  A.fix)  +  ix  —  a)cp,{x). 

Da  die  ganze  rationale  Function  (f{x)  —  A^f[x)  höchstens 

vom   Grade    n  —  1  ist ,    so   kann   (fi{x)   höchstens  eine  ganze 

rationale  Function  vom  Grade  n  —  2  sein. 
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Nach  diesen  Angaben  wird  also 

^  -^     f{x)  {x—  ayj\{x)  {X  -  «)«  "^  {x  —  aY-%{x) ' 

Man  hat  also  von    4.7— n  ein  Glied   7 ^-^-   abgesondert. 

f{x)  {x  —  aY 

SO  dass  nur  noch  eine  acht  s'ebrochene  Function .     ,  „, 

{x  —  aY-%[x) 

übrig  bleibt,  bei  welcher  der  Grad  des  Nenners  nicht  mehr  9k 

sondern  nur  noch  n  —  1  ist. 

Ist  «  >  1 ,  so  kann  man  dieses  Verfahren  wiederholen  und 
erhält  ebenso 

^""•^  {x~ar-lf,{x)       [x~ar-'  ^  ^^^aY-]fx{x)  ' 

also 


/(.r)        {x  —  aY        (X  —  a)«-'    '    (a:  —  a)«-^i(Ä-) 

W-~>(x) 

wo  jetzt  in  der  acht  gebrochenen  Function ,   \ ,. ,  ,  der 

Grad  des  Nennei-s  wieder  um  1  kleiner  ist. 

Wendet  man   dieses  Verfahren  «-mal  an,   so  ergiebt  sich 

In  dieser  Weise  kann  man  fortfahren  und  findet  schliesslich 
die  Gleichung 

/(^)       (^  —  «)"       (^  —  «)""'  "^  2;  —  a 

^ {x  —  by  ^ {x  —  bf-'  ^     ^  x~b 
+ 

^ (x-^if    {x  —  ly-' ^     ^ x^i 

Die  Zähler  ^1,  A-i, . . .  ^1«,  i^i,  -Öo, . . .  B^^ . . .  Xi,  L-i,  • . .  Li 
dieser  Partialbrüche  berechnet  man,  indem  man  die  Gleichung 
(11.)  mit  dem  Generalnenner /(ic)  multiplicirt,  nach  Potenzen 
von  X  ordnet  und   die   gleichstell  igen  Coefficienten  auf  beiden 
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Seiten  der  Gleicluiiig  einander  gleich  setzt.  Dies  giebt  dann, 
wie  man  leicht  bestätigen  kann,  n  lineare  Gleichnngen  mit  den 
n  Unbekannten 

-^1}   -^2?   •  •  •  -^a,  -Dl,   X)2,   .  .  .  -D^i,   .  .  .  Xi  ,   Xo,   ■  '  •  Li, 

und  zwar  sind  diese  Gleichungen  immer  lösbar. 

Aus  dem  Umstände,  dass  diese  ti  linearen  Gleichungen  mit 
n  Unbekannten  nur  eine  Lösung  besitzen ,  kann  man  wiedei' 
schliessen,  dass  auch  in  diesem  Falle  die  Partialbruchzerlegung 
nur  auf  eine  Weise  geschehen  kann ,  d.  h.  dass  man  dasselbe 
Eesultat  erhält,  gleichviel  ob  man  zuerst  die  Partialbrüche 

^t  ^2  ■ Ag 

(:r  — a)"        (a;  — a)«-^  x  —  a 

absondert,  oder  ob  man  mit  der  Absonderung  der  Partialbrüche 
in  einer  späteren  Zeile  von  Gleichung  (11.)  anfängt. 

Die  Rechnung  wird  ziemlich  umständlich ,  wenn  n  eine 
grosse  Zahl  ist:  dann  kommt  man  schneller  zum  Ziele,  indem 
man,  der  Gleichung  (4.J  entsprechend,  zunächst 

_  (p{d) 

berechnet  und  das  gleiche  Verfahren  auf  die  Ermittelung  von 
i^i,  C'i,  ...  Kl,  Li  anwendet.  Dies  geschieht  am  einfachsten, 
indem  man  in  Gleichung  (11.)  durch  Multiplication  mit 

f(x)  =  {x  —  a)"{x  —  by{x  —  c)y...{x— ^y{x  —  ly 

die  Nenner  fortschafft  und  dann  der  Reihe  nach 

X  =  a,  X  =  b,  X  =i  c,  . . .  X  =^  k,  X  =  l 
setzt.  Die  Berechnung  der  übrigen  Zähler  der  Partialbrüche 
geschieht  dann  nach  dem  zuerst  beschriebenen  Verfahren,  ist 
aber  viel  leichter  geworden,  weil  man  nur  noch  n  —  m  lineare 
Gleichungen  mit  n  —  m  Unbekannten  hat ,  wobei  m  die  Anzahl 
der  von  einander  verschiedenen  Wurzeln  a,  b,  c  . .  .k,  l  der 
Gleichung  f[x)  =  0  ist. 

Einige  Beispiele  mögen  zur  Erläuterung  dieser  Angaben 
dienen. 

Kiepert,  Integral- Eeclimmg.  13 
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Autgabe  1.     Man   soll    die   gebrochene   rationale   Function 

^ -,, in  Partialbriicne  zerlegen. 

{z  —  7 )  (a;  —  5)=* 

Auflösung.     In  diesem  Falle  niuss  man 
4:X^  —  QBx'^  +  338^  —  619 


'12.') 


{X  —  7)  (.r  —  5; 


(15.) 


~  x  —  l'^  {x  —  5)3        {x—  bf  "^  ^  —  5 
setzen.     Dies  gieLt,  wenn  man  mit  {x  —  7)  {x  ^-  5)^  multiplicirt, 
(13.)  4r'^  —  63.r-  +  338ä:  —  619 

=  A{x  —  bf+B^{x  —  l)-{-B.{x~l){x--b)  -\-B-lx—l){x~bf-, 

oder 

(14.)  4.r3  —  63.r2  _|.  333,^.  _  ß^c,  =  ^,3(^4  _|_  ß^^ 

+  x\-  IhA  +  Bo  --^  17i?3)  +  .r(75.'4  +  B^  -  122?.,  +  95i^3) 
+  (—  125.4  —  iBi  +  35i^2  —  175i>'3). 
Daraus  folgen  die  Gleichungen 

A  +  B,  =  4, 
—  15.4  +  B.       IIB,,  =  —  63, 
75.4  +  iii  —  12i)',,  +  95i?3  =  338, 
—  125.4  —  7  ö,  +  35^2  —  175^3  ==  —  619. 
Durch  Auflösung  dieser  Gleichungen  ergiebt  sich 
(IG.)  A  =  4,     7ii  =  2,     B.  =  —  3,     B-,  =  0. 

so  dass  man  erhält 

4r^—63a:^  + 338a:  — 619  __      4  2 3^ 

^^^•^  (^~77)  (x  —'by'  '~x~7~^{x—bf      {x—bf' 

Wendet   man    das    andere    Yei-fahren    an ,    indem    man   in 
Gleichung  (13.)  zuerst  x  =7  setzt,  so  findet  man 
(18.)  32  =  8-4,     oder     A  =  4.; 

und  für  x  =  b  ündet  man  aus  Gleichung  (13.) 
(19.)  —  4  =  -  2i^i ,     oder     Bi  r^- 2. 

Zm^  Ermittelung  von  Bo  und  B.,  braucht  man  jetzt  nur 
noch  ztoei  Gleichungen.  Deshalb  wählt  man  von  den  der 
Gleichungen  (15.),  welche  zur  Verfügung  stehen,  diejenigen  aus, 
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welche  sich  am  leiclitesten  lierleiteii  lassen;   d.  h.  man  l)ranclit 

jetzt  g-ar  nicht  mehr  die  Gleichung  (14.)  vollständig  zu  bilden, 

sondern  berechnet  von  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung-  nur 

den  Coefficienten  von  x^  und  das  constante  Glied.    Daraus  er- 

geljen  sich  in  Uebereinstimmnng-  mit   den  Gleichung-en  (15.)  die 

Gleichungen 

(20.)        ^  .4  +  ^3  =-4, 

(21.)  -  125.4   -  77^1  +  35i5,  —  llbBa  =  —  619, 

die  sich  aber    mit  Hülfe    der  Gleichungen  (18.)  und  (19.)    auf 

(20  a.)  i^3  =  0, 

(21a.)         352^2     -  175Z>'3  =       105,     oder     B.^^—S 

reduciren.   Anf  diese  Weise  wird  man  wieder  zu  dem  in  Gleichung 

(17.)  angegebenen  Resultate  gefiilu^t. 

3_23  _L.   \Qx-  X 

Aufgabe  2.    Man  soll  den  Bruch       ,  ., — , —  in  Partial- 

{x^  —  ly 

brüche  zerlegen. 

Auflösung.     Hier  muss  man 
3.r3+  10-r^-  — a:  ^  __^i  _A2_  B^^       ^, 

"^"'"■^  {x-  —  1 )-  [x^  if'^x~l'^{x  +  ir''^x+l 

setzen  und  erhält  durch  Multiplication  mit 

ix^~-iy  =  {x-~iy-{x  +  iy 

(23.)      Sx^  +  10:r2  __..  ^  ^  ji^(^  _^  ^y  _^  ^^(^,  _^  ^yi  (^^.  __  ;^) 
+  B,{x  —  1)2  +  B,{x  +  1)  (;r  -  1)-^ 

Hieraus  ergiebt  sich  für  x  =  l 
(24.)  12  =  iAi ,     oder     Ay  =  3, 

und  für  x  =  —  1 
(25.)  8  =  45,,     oder     B,  =  2. 

Zur  Ermittelung  von  Ao  und  B2  suche  man  auf  der  rechten 
Seite  von  Gleichung  (23.)  den  Coefficienten  von  x^  und  das  con- 
stante Glied  auf  und  setze  die  gefundenen  Grössen  den  gleich- 
stelligen Coefficienten  auf  der  linken  Seite  gleich.  Dadurch 
erhält  man  die  beiden  Gleichungen 
(26.)  A,  +  i?,  =  3, 

(27.)  A,  —  Ao-i-By  +  B,  =  0, 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (24.)  und  (25.) 

13* 
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(27  a.)  —J,+  B.2=~5, 

also 

(28.)  ^2  =  4,     Bo  =  ^l, 

so  dass  Gleichung-  (22.)  übergeht  m 

Sx^ -\- lOx^' —  X  3.4.2 


(29.) 


(:r^-l)^ 


{x—lf'^x 


l'^{x-\-lf       x+1 


Dieses  Verfahren  gilt  auch  hier  noch,  wenn  die  Wurzehi 
a,  b,  c,...k,  l  sämmtlich  oder  theil weise  complex  sind.  Man 
kann  aber,  wenn  m  f{x)  und  (f{x)  die  Coefficienten  sämmtUch 
reell  sind,  das  Eesultat  gleichfalls  auf  eine  reelle  Form  bringen. 
Ist  z.  B.  h  gleich  g  -\-  hi ,  so  wird  eine  andere  Wurzel ,  sie 
heisse  c,  gleich  g  —  M,  und  es  wird  ß  gleich  y  sein,  wie  in  der 
Algebra  bewiesen  wird  (Vergl.  D.-E.,  §  140).  Nun  folgt  aber 
aus  der  Bildung  der  Grössen  Bi,  Bo,. .  .B^  und  Ci ,  Co , . . .  Cy, 
dass  man  die  letzteren  durch  Vertauschung  von  +^  mit  — i 
aus  den  ersteren  erhält.  Ist  also 
(30.)  Bi=  Gi+  H,{,  B.,  =  Co  +  U.i, 
so  wird 
(31.)  Ci  =  Gl  —  Hii,  Co  =  G.  —  H.J, . . 

Deshalb  werden  die  Summen 

{x—by'^{x—cy 

-0>  .  02 


B,  =  G,  +  HJ, 


.  C'y  =  C^i  —  G^ 


Hii. 


(32.) 


{x—by-''^{x—c 


B, 


+ 


Cß 


x  —  c 


X  —  b 

Sämmtlich  reell. 

Man  kann  auch  hier  in  der  Zwischenrechnung  die  com- 
plexen  Grössen  ganz  vermeiden.  Wenn  man  näniKch  die  Aus- 
drücke (32.)  auf  gleichen  Nenner  bringt  und  addirt,  so  erhält 

wo  der  Nennner  vom  Grade  2/i^,  der  Zähler 


man 


Fix) 
\Sx-gY^K^'' 


aber  höchstens  vom  Grade  2/S/ 
Division 


1  ist.    Jetzt  findet  man  durch 
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(33.)  F{x)  =  [ix  -  gf  -f  A-]  F,(.r)  -f  P,x  +  Q, , 

also 

Ebenso  findet  man 


[(^x-gf  +  Iv^f-^      [{x^gf  +1^^-'  ^  [[x~gf  +  h?f-' 

In    derselben    Weise    kann    man    fortfahren    und    erliält 
schliesslich 

^      P,x+  Qy  P.X+  Q2  P^r  +  Q,? 

[{x-gf-\-h'^y  "^  [(.r-  -^)HA^Ji^-i  +  ■  '  •  +  ix^gf+Ii' ' 

Die  Berechnung  der  Grössen  Pi,  Qi,  P2,  Q2,  •■■Pi^,  Q[i 
erfolgt  jetzt  wieder  wie  früher,  indem  man  den  Ausdruck,  welcher 

(fifx^ 

sich  für  ^7^'  durch  Partialbruchzerlegung  ergiebt,  vorläufig  aber 

noch  die  unbestimmten  Grössen  Pi,  Qi,  P>.  Q2,  •  •  •  P/^;  Q.v  u.  s.  w., 
enthält,  mit/(:r)  multiplicirt ,  nach  Potenzen  von  x  ordnet  und 
die  einzelnen  Coefficienten  den  gleichstelligen  Coefficienten  von 
<f(x)  gleichsetzt.  Dadurch  erhält  man  ?i  lineare  Gleichungen 
mit  n  Unbekannten,  deren  Auflösung  nach  diesen  Unbekannten 
immer  möglich  ist. 

Man  kann  aber  auch  hier  die  Rechnung  wesentlich  abkürzen 
indem  man 

{x  —  gf  +  A2  =  0,     oder     x'-  =  2gx  —  g-  —  h^ 
setzt.    Dadurch  kann  man  die  eben  beschriebene  Gleichung  auf 
den  ersten  Grad  bringen  und  durch  Gleichsetzung  der  gleich- 
stelligen Coefficienten  die  beiden  darin  verbliebenen  Unbekannten 
Pi  und  Qi  berechnen. 

Am  besten  wü'd  dieses  Verfahren  durch  Beispiele  erläutert. 

Aufgabe  3.    Man  soll  die  acht  gebrochene  rationale  Function 

, , ,  ., -r  in  Partialbrüche  zerlegen. 

{x  —  l){x-  -hl)- 
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Auflösung.     Nach  dem  Gesagten  muss  man  hier 
X  +  1  -i- 


{z  —  1)  {x'  +  If 


1  "^  (x^  +  1)''  .-?:-  +  1 


setzen.     Wenn  man   diese  Gleichung  mit  {x — l){x-  +  1)-  mul- 

tiplicirt,  erhält  man 

{■68.)  x+l  =  A{x'--^iy-  +  {P,x+Qi)ix^l)-\-{P2X+Q-2){x^^l)ix-  +  l), 

oder,  weim  man  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  nach  fallenden 

Potenzen  von  x  ordnet, 

(39.)  x-\-l  =  x\A  +  P2)+x\^~Po+Q-^+x''{2A  +  P,  +  P.y-Q.;) 

+  x{-~  Pi  +  Qi  —  P2  +  Q2)  +  (A  —  0,  —  Qo). 

Durch  Gleichsetzung  der  gleichstelligen  Coefücienten  ergiebt 

sich  hieraus 

A  +  P,=--0, 

-^  P,  +  Qo  =  0, 

(40.)  ''         2.1  +  Pi  +  Po  —  Qo  ^  0, 

— /'.  +  Qt—  /'2+  Q2  =  1, 

^— Qi—  Qo  =  1. 

Löst  man  diese  Gleichungen  auf,  so  findet  man 
{U.)A  =  \,    P,  =  — 1,     Qi  =  0,    Po  =  —  4-,     Q-2  =  - 
also 

^  +  1  1/1  2^  .-r+l 

(4^.j 


I 


t) 


(a:  —  1)  (x'  +  1  j-       2  Vrr  —  1       (.t2  +  1)'-^       x'  + 
Die  Eechnung  wird   wesentlich  abgekih'zt,    wenn  man  in 

Gleichung  (38.)  zunächst  x  =  1  setzt.    Dadurch  erhält  man 

(43.)  2  =  4:A,     oder     A  =  ^. 

Für  X-  =  —  1  geht  sodann  Gleichung  (38.)  über  in 

(U.)    .-r  +  1  =  (Pi.r  +  Q,)  (x  --  1)  =  (—  7\  +  Q,)x  —  i\  —  Q,, 

und  daraus  folgt 

(45.)  —  p, +  Qi=:i,    —  Pi  — Q,  =  1, 

(46.)  Pi  =  — 1,  Qi  =  0. 

Um  noch  die  beiden  Grössen  Po  und  Qo  zu  linden, 
bi-aucht  man  auf  der  rechten  Seite  von  Gleicliung  (38.)  nur  die- 
jenigen beiden  Coefticienten  zu  berechnen,  welche  sich  am  leich- 
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testen  ermitteln  lassen,  nämlich  die  Coeflicienten  von  x"^  und  .r". 
Wenn  man  diese  Grössen  den  gleiclistelligeii   Coeflicienten  auf 
der  linken  Seite  von  Gleichung-  (38.)  gleichsetzt,  erhält  man 
(47.)  ^  +  P2  =  0,     A~Q,  —  Q.2^1, 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (43.)  und  (46.) 
(48.)  Po  =  — I,     Q.,  =  -~U 

Daraus  ergiebt  sich  wieder  Gleichung  (42.). 

Aufgabe  4.  Man  soll  die  acht  gebrochene  rationale  Function 
—; ^- ~ -r m  Partialbruche  zerlegen. 

Auflösung.    Hier  ist  zu  setzen 

/(^)  ~  (^  —  2)2  ^  x~  2  ^  {x^  +2x+  2f  "^  x^  +  2:?;  +  2  ' 

folglich  wird 

(50.)   (f{x)  =  3.«°  +  2x^  +  6.r3  —  IIa;-  —  12:k  —-  8 

=  A,{2:'  +  2.r  +  2)^  +  A.{x  —  2)  {x^  +  2z  +  2/ 
+  {F,x-\-Q,){x-2f  +  {P-2X+Q-^(x  —  2f{x''  +  2x  +  2). 

Dies  giebt  für  :z-  =  2 
(51.)  100  =:  lOO.-i,,     oder     .4i  =  1 

und  für  x'^  +  2.r  +  2  =  0,     oder    rr^  =  —  2z  ~  2 
10z+30  =  (Pia:+Qi)(— 6z  +  2)  =  (14Pi  — 6Qi).r+(12Pi  +  2Qi), 
also 

(52.)  7Pi  —  3Qi  =  5,     6Pi  +  Qi  =  15, 

(53.)  Pi  =  2,     Qi  =  3. 

Setzt  man  jetzt  noch  die  Coefflcienten  von  x^,  x*  und  x^ 
auf  beiden  Seiten  von  Gleichung  (50.)  einander  gleich,  so  er- 
hält man 

J.,  +  p.  =  3,     A,  +  2A.2  —  2P2  +  Q2  =  2, 
4.4i  —  8^2  +  4Qi  +  8Q2  =  —  8, 
oder  mit  Eücksicht  auf  die  Gleichungen  (51.)  und  (53.) 

(54.)  ^2  +  P2  =  3,     2A2  —  2P2  +  Q2  =  1,     Ao  —  Q2  =  3, 

also 

(55.)  Ao  =  2,     P2  =  1,     Q2  =       1 . 
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Indem  man  diese  Wertlie  in  die  Gleicliung  (49.)   einsetzt, 
erhält  man 

,.„  -  Sx^  -\-  2x'  +  6a;3  -  -  11.^2  _  12a:  —  8 

(o6.) 


{x  —  2)2  {x'-  -\-2x-\-  2y 
1  ,2,  2a: +  3  ,  x  —  1 


(a:  —  2)2    '   a;  —  2       (.r^  -}-  2x  +  2)^    '    .r^  +  2a:  +  2 

(fix^ 
Bei  der  Zerlegung  von  4^  in  Partialbrüche  ist  voraus- 

gesetzt ,  dass  man  die  Wurzeln  der  Gleichung  f(x)  =  0  ermit- 
telt hat. 

Weitere  Uebungs- Aufgaben  kann  sich  der  Anfänger  sehr 
leicht  selbst  stellen ,  indem  er  beliebig  gewählte  Partialbrüche 
auf  den   gemeinsamen  Generalnenner  bringt   und   dadurch  die 

Function  fj^  bildet. 


§  29. 

Integration  der  Functionen  -^—dx  und  ^dx. 

^  X  —  a  {X  — «)« 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  20,  59,  60,  61,  63,  65  und  106.) 
Die  Zerlegung  in  Partialbrüche  macht  es  möglich ,  jede 
gebrochene  rationale  Function  zu  integriren ,  denn  man  kann 
sie  nach  den  Ausführungen  der  vorhergehenden  Paragraphen 
stets  (nöthigenfalls  nach  Absonderung  einer  ganzen  rationalen 
Function)  in   eine  Summe  verwandeln,    deren  einzelne  Glieder 

A  A 

entweder  die  Form  oder  , ^    haben.     Diese   Aus- 

X  —  a  [x  —  a)" 

drücke  kann  man  aber  sehr  leicht  integriren. 

Setzt  man  nämlich 
(1.)  X  —  u  —  t,     also     dx  =  dt, 

so  wird  nach  Formel  Nr.  12  der  Tabelle 
CA,  .  Cdt 


Jx  —  a  J   t 
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X  —  a  \x — aj" 

oder  in  Uebereinstimmiing  mit  Formel  Nr.  20  der  Tabelle 

(2.)  \^I~a  ^•^  =  -^  1  (^  "     «^)- 

Ferner  wird,  wenn  n  von  1  verschieden  ist,   nach  Formel 
Nr.  9  der  Tabelle,  indem  man  m  =  —  n  setzt, 


I  ^ dx  =  Al—=A  It-^'dt  =  A 

J  {x  —  af  J  t-         J 


n  +  l 
oder 


'■^•)       h 


dz  = 


{x  —  af   '        {n  —  1)  {x  ~  a)"-i 
Für  n  =  2  ergiebt  sich  hieraus  Formel  Nr.  63  der  Tabelle, 
nämlich 

dx  1 


(^^•)  J  ^2  ^  2bx  +  b'^  ~J  {:> 


[x  +  by-  X  -{-  b 

Wendet  man  dies  auf  die  in  §  27  und  28  behandelten  Bei- 
spiele an,  so  findet  man  ohne  Weiteres  die  Lösung-  der  folgen- 
den Aufgaben. 

Aufgabe  1.         /^ —5 — — ~--dx  =  i 

^  f  x^  --  6.r2  —  13.r  -f  42 


Auflösung.     Nach  Aufgabe  1  in  §  27  ist 
15a;2  —  70:c  --  95 


1:2  X t  X 


+ 


x^  —  Qx^  —  13a;  -f  42        x  —  7       .r  +  3       x  —  2 

folglich  wird 

r  Ibx^-^lQx—To      ,         /^   3       ,     ,   r   5       ,     ,  f   7 

I—, r dx  =  I dx  -\-l dx  -\-l dx 

ya;3  — 6a;2— 13a;  +  42  Jx~l         Jx-{-S         Jx  —  2 

=  Sl(x  —  7)  -f  5 /(a:  +  3)  4-  7 l(x  —  2) 
=  l[{x  —  7)3  (x  +  Sf  {x  —  2)'] . 


Aufgabe 


2.    f^^d.^ 

J  x^  -  -  x 


Auflösung.    Nach  Aufgabe  2  in  §  27  ist 

X^  X  X         X  —  1         X  -{-  \ 

folglich  wird 
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X  —  a  (x  —  «)'» 

/^^^^ dx=  —        dx  +  / c/a;  +  /         ^  f/a; 

y  a;**  —  X  J  X  J  X  —  1  j  o:  -\-  \ 

=  ~lx  ^  lix  —  1)  +  l{x  +  1) 

Aufgabe  3.    \, — ; —^7 dx  =  ? 

Auflösung,    Nach  Aufgabe  3  in  §  27  ist 

4a;-  — loa: +10  _      4      ^        .        ^ 

"(a;  —  1)  (a;  —  2j  (i  —  3)  "  x  —  \  ~  i"^  2      ä:"— 3 ' 

folglich  wild 
r     4a:"  — 15a;  +19         1    _  ,f  ^x^ -  / '  ^^     4.  -  f  ^^ 

J{x-i){x-2)ix-3)  '^"^  -  yx  -"1     7^-2  +  7^^=^ 

=  4^(a;  —  1)  —  öl{x  —  2)  +  öl{x  -—  3). 

Aufgabe  4.    /-— — ^ ^  =  ? 

Auflösung.     Nach  Aufgabe  4  in  §  27  ist 

1  ^    1   /  2 -2  \ 

1  +  a;— a;2       y5\2a;— 1  +  ]/5       2a;  —  1  —  Vs/ ' 
folglich  wird 

2(/a;  \ 


/'        dx  _    ^    (  f         2f/a;  / 

/l  +^_^2  -  y ^  \72.r— 1  +  Vö     J ! 


2a;  —  1  —  ]/5/ 

=     .^    [/(2a;  -  1  +  ]/  5)  -  /(2.r  -  1    -  ^  Yb)] 

yb 

^    1    ,/2a;-l+]/5\ 
]/5    W  — 1       ]/5/ 

'2a;3  —  7a;2  —  6a;  +  8   ,. 


A  .     i,     c;  /2a;^— 7:r2  — 6a;  +  8  ,.        .. 

ung.     Nach  Aufgabe  5  in  §  27  ist 

-Ga;+8  _^  1     /   3+10|/2        —  a  +  10y2\ 

+  7        '~-'^"*"^'^2V2U-3-y2      a;-3  +  ]/2/ 


a;2— 6a; 
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X  —  a  (x —  «)" 

folglich  wii^d 

/- ; dx  =  2  Ixdx  +  5  Idx 

fT3  +  l0'\/2)dx       n—  3  +  10'\/2)dx 

V'2    ^j        ] 
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+ 


J 


2]/2 

x"^  +  bz  -\- 


x—^ 
1 

2]/ 2 


]/2     './        :r— 3+y2 
[(3  +  10y2)Z(a:-3-]/2) 

+  (-3  +  10}/2)^(;r  — 3+>/2)] 

^  ^.2  +  5:r  +      ^,     [3  /f'  ~'^~  V^)  +  10]/27(a:2-6:r+  7) 
21/2  L      \.r  — 3-|-y2/ 

=  ^2  _^  5^  _^      3      Va:  — 3-]/2\       _.     _^,  _  g^ 
2]/2    V:r— 3+y2/ 


Aufgabe  6.         / 


Tl32;2  — 68:r  4.  95^^^ 


^/  (;r— 5)(ä;2  — 6:r+13; 
Auflösung.     Nach  Aufgabe  Nr.  6  m  §  27  ist 

133:^—683:+ 95     _  JJO_  3  —  8t 3  +  8/ 

(.r  — 5)(:r2  — 6a;-i-T:3)  ~  ^^^       2(2:— 3  — 2^■)  "^  2(:c  —  3  +  2^■} ' 
folglich  wird 

Al3a;2  —  68.r  +  ^o)dx  _.^fdx  3  —  8e  f"      dx 

J{x—  5j  {x^  —  Qx  +T3)  ~     J^—o  2^2:  —  3  —"2? 

3  +  8i  r_^_ 
2"'  y  ä:  —  3  +  2/ 

=  10/(.r— 5)+  -■-"—  ^(:f  -  3  —  2e) 


+ 


2 

3  +  8^ 


^(:c  —  3  +  20- 


Dieses  Resultat  beftiedigt  deshalb  nicht,  weil  es  complexe 
||     Grössen  enthält,   obgleich  man  es,  wie  später  gezeigt  werden 


soll,  auf  eine  reelle  Form  bringen  kann. 

'4:X^  ~  63a;-  +  338a:  —  619 


Aufgabe  7.        / 


(x  —  7){x  —  5)3 
Auflösung.    Nach  Aufgabe  1  in  §  28  ist 


dx 


■ix^  ~  63a:-  +  338a:  —  619 

{z  —  7  j  (a;  —  5)^ 


4 2 3_ 

a:  —  7  "^  (:r  —  5)3  ~~  {x  —  öf 
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■^  °  X  —  a  i^x~  rt)» 

folglich  wird 
Aa;3  —  6Sz^  +  338a:  —  619  ,    _  ,  /^^   ,    9  f_^^_ 

=  4^Gr  -  7)  -^^v^  +  —    . 
{x  —  5)-       X  —  o 

Aufgabe  8.       ^-(^.„ly       -^  =  ^ 

Auflösung.    Nach  Aufgabe  2  in  §  28  ist 
3ä;3  +  10;r-  —  a:  3,4,2  1 


(a;2  —  1)'^        ~  (a;  _  1)2   '   a;  —  1   '    {x  +  If       x  +  1 
folglich  wird 
r3x^+10x^-  —  x  ,          ^  f    dx         ,    ,  r  dx      ,    ^  C    dx 


dx 


x-\-\ 

=  ^l  +  ^^(--l)-.-|l-^(^+^J 

^l({p^~^f\       5a; +  1. 
\  a:  +  1  /       rr'-^  —  1  ' 

Die  einfachsten  Fälle  der  Partialbruchzerlegung  sind  schon 
im  ersten  Theile  (§  8)  berücksichtigt  worden.  So  ergiebt  sich 
z.  B.  Formel  Nr.  59  der  Tabelle,  nämlich 


7'^   dx       1    ,/a;  -    d\ 
x~  —  ar       2a   \x  +  a) 


ohne  Weiteres  durch  Partialbruchzerlegung,  denn  es  ist 


X-  —  a-      X     -  a      X  -\-  a 
oder,  Avenn  man  beide  Seiten  der  Gleichung  mit  {x  —  d)  {x  +  a) 
=  X-  —  d-  miütiplicii't, 

(5.)  1  =  A{x  4-  a)  +  B{x  —  a). 
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X  —  a  {x  —  a)*» 

Dies  giebt  für  x  =  a 

1  ~  2Aa,     oder     A  =  ---, 
2a 

und  für  x  =  —  a 

1 


1  =  —  2Ba,     oder    ^  = 


2a 


Setzt  man  diese  Werthe  von  A  und  i?  in  die  Gleichung-  (4.) 
ein,  so  erliält  man 


■0^  —  a^       2a  \x  —  a       x  -\-  a) 


also 

f'  dx 


In  gleicher  Weise  ergeben  sich  auch  die  Formeln  Nr.  60 
und  61  der  Tabelle,  denn  es  ist 


(7.) 

1 

-         ^            , 

5 

{X 

—  a"i)  {x-'-X'i) 

:?;  —  Ä-i 

a:  — 

2:2 

oder 

(8.) 

1  =  . 

A{x  — 

a^o)  4-  ^(^  — 

x,\ 

Dies 

giebt  für  x  - 

=  Ä-l 

(9.) 

1  = 

A{x^- 

-^2), 

oder    A  — 

1 

x-i 

und  für  x 

=  X<i 

(10.)  1  =  j5(ä-2  —  x^,     oder    5  =       "^ 


Xi  — ■  X\_ 


Dadurch  erhält  man  in  Uebereinstimmung  mit  Formel  Nr.  61 
der  Tabelle 

(11  ^  1  _  _1_  /l ^\  , 

(ic  —  Xx)  [x  —  x^       Xi  —  aro  \x  — -  X\       X  —  xiJ 

(12.)  f- ^ =  — -—  1  ('^-z:^^^ . 

J  (a;  —  xi){x  —  X2)       3*1  —  X2    \x  —  xiJ 
Daraus  ergiebt  sich  dann  auch  Formel  Nr.  60  der  TabellCy 
denn  bezeichnet  man  die  Wurzeln  der  Gleichung 
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X  —  ((  {X  —  fl  )« 

(13.)  x'  +  2bx  +  c  =  0 

mit  .Ti  lind  x-j,.  so  wird 

i  xx  =  -  -b  +  yö''~c,  x-^  =  —  b -~yv'^. 

(14.)  <  .  ' 

{  Xi  —  X2  =  2  Yb-  —  c , 

(15.)  (x  —  .Ti)  {x  —  Xo)  =  X-  +  2hx  +  e, 

SO  dass  Gleiclimig  (12.)  üljergelit  in 

....       f    dx  _j (x  +  b  ^yw^cx 

^-Lö-J  /^2  j^2bx  +  c       2]/6-^  —  c   V:r  +  6  +  1/6^-c/ 

Ebenso  ündet    man    auch  Formel  Nr.  65    der  l'abelle  am 
einfachsten  durch  Partialbruchzerlegimg,  denn  es  ist 

{x Xx)  [x  ^  ~  X2)  X Xi  X  —  X-i 

(18.)  Px-^  Q—  A{x  —  Ä-s)  +  B{x  —  x^. 

Dies  giebt  für  x  =  xi 
(19.)         Pxi  +  Q  =  A(x,  —  xo),     oder     A  =  :^''^L±_5  , 
und  für  .r  =  xo 
(20.)  7-^^o  +  Q  =  ^(.ro  —  .ri) .      oder     i^  =  ^^"^^  "^  ^  • 

X2  Xi 

Daraus   folgt  in  Uebereinstimmuug  mit  Formel  Nr.  65  der 
Tabelle 
(91)  P^+q        ^       1       /Px,-{-Q       Fxo+Q\ 

''      {X Xi)  (X  X2)  Xi  X2\    X Xi  X Xo     / 

(22  )  fJ^±3^'L.  = 

J  {X  —  Xi)  {X  --  Xo) 

^-^  [{Pxy  +  Q)  1  (.r  —  .r,)  —  (i^ro-  +  Q)  1  (,r  —  .ro)]. 
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§   '30. 

Integration  der  Functionen 

./:.         und  '^^' 


(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  ß2,  107  bis  109a.) 

Nach  Formel  Nr.  21  der  Tabelle  war 
/    X  C    dx  1         ^    /.-rX 

^    ^  I  d-  +  ,r-         a  "^  \aj 

Auf  den    Zusammenhang'   dieser   Formel    mit    Nr.  59    der 
Tabelle,  nämlich  mit 
/    N  r    dx  1   .  /x  —  a\ 

ist  bereits  auf  Seite  49  hingewiesen  worden. 

Aus  Formel  Nr.  21  der  Tabelle  ergiebt  sich  Formel  Nr.  62, 
nämlich 
,    ,  /'         dx  1  +    /  ^  +  ^  \ 

indem  man  das  Integral  auf  die  Form 

d{x  +  h) 


k 


\X^   bf  +  C— 62 

bringt  und  c  —  b-  gleich  «-  setzt.    Dieses  Integral  geht  in 
f*  .      C       dx  f  dix  —  g)  1         .     /x  —  r/\ 

über,  wenn  man 

(5.)  b  =  —  ff ,     c  —  b-  =^  h- 

setzt.     Noch  unmittelbarer  erhält  man  dieses  Resultat  durch  die 

Substitution 

(6.)  X  —  ff  ^=^  ht,     dx  =  hdt, 

dann  wird  nämhci  in  Uebereinstimraung  mit  Gleichung  (4.) 

.    ,     f       dx  f    Mi           1   f  dt         1       .    ^ 


1     +  {''  —  ^\ 


208  §30.   Integration  der  Fvmctioneu  ~ ^^  und  ^^ 


Dieselbe  Substitution  kann  man  anwenden,  um  1^} ^ — r^r 

ZU  berechnen  für  den  Fall,    wo  w  >  1  ist;   dann   erhält  man 
nämlich 

dx  r      hdt  1     /'    dt 


/  dx  _  1       hdt         _     1      / 


+  t'T 


Nun  ist 

1  1  +f^  —  i^  1  t^ 


folglich  wird 

^^^•^      y  (1  +  ^-')"  "7  (r-M'r'*  ^jirr^ ' 

Setzt  man  jetzt  in  Formel  Nr.  67  der  Tabelle,  nämlich  in 
Jude  =  uo  — Jcdii, 
__  t  2tdt       _  c/(l  +  f^) 

'"-2'  '^'-ji+wjy+w 

also 

(/^^  z=i  Idt,        V  ■=■    -, TT :   J 

SO  erhält  man 

^    'VCi  +  ^')"        2{:n—i){i+p)^'  "^  2(w— i)y (1+ ^7*-^ ' 

und  wenn  man  diese  Gleichung  von  Gleichung  (10.)  subtrahirt, 

(12)  f    "^^       =   \  "  I   '^''-^  f     ^^         - 

^     *V(1  +  ^')"  (2w—  2)(l+?!2)»-i  ^  2^—27(1  +  ^7'-^ 

Durch  diese  Formel  ist  das  gesuchte  Integral  auf  ein  ehi- 
facheres  zurückgefülu-t.  Durch  wiederholte  Anwendung  kommt 
man  schliesslich  auf 


I 
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Beispiel  füi-  n  =  3. 

dt  t 


(Ix 


h 


(x-il)-+Jfi 


n-U 


und 


äx 
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[(•e~r/)-+Ä'^]" 


cU 


+    f'f  4:[l-\-f-f      '      4/(1    +    ^2) 

f    dt        _  t  1 

JjT+t^f  -  2(1  +  t')  +  2  '''^^^"^' 


also 


/^    dt        __         t  U  3 

^(3^2  -f-  5)    ,   3 


Man  kann  das  gesuchte  Integi^al  auch  auf  Formel  Nr.  71 
der  Tabelle  zurückführen,  indem  man 

(13.)  t  =  tg-0,  also  z  =  arctg-/',  c/2;  =  ? 

i  -|-  f" 

(14.)  l+«=  =  H-tg-^.=^.,  jA__eos%,^j^i5pj  =  cos--. 

setzt,  dann  wird  mit  Rücksicht  auf  Formel  Nr.  71  der  Tabelle 


=  sin;2 -COE 

[2/1 — 2 

(2y^— 3)(2^e— 5)...5.3 
"^         ^(2w— 2)(2«— 4)...6.4.2 

Dabei  ist 

1 


+ 


2n 


COS^ 


COS;; 


+ 


{2n—2){2n—4:) 

(2^— 3)^?2--5)^^5^^^ 
(2w— 2)(2^^— 4) . . .  67172^* 


^      (16.)     COS;:  =     , 

^  ]/l  +  ^2 


5     Sm;::  = 


t 


Vl  +  t' 

Für  w  =  3  erhält  man  z.  B.  wieder 
dt 


?    Sm2C0S2:  = 


3.1 

2' 


1  +  t' 


f    dt  .      /l       „     ,      3  \  ,    3 

7(7^^3  =  ^m.^  cos-  +  ,   ,cos.j+  ^ 

=  rF?  (4(1^^  +  8)+ 8^^^^*^^- 


Kiepert,  Iiitegral-Reclmung. 
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§31. 

Integration  der  Functionen 

(Px  +  G)dx  .      (Px  +  Q)dx 

(Vergl.  die  Formel-TabeUe  Nr.  llU  und  111.) 

Setzt  man  in  Formel  Nr.  64  der  Tabelle,  nämlich  in 

fi^jt^^  =  ^1(..^  +  2bx  +  c)  +  (Q  ^  Pb)f.^, , 

J  x^ -{- 2bx -{■  c       2^      ^  -r    J-TK  Jx^+2bx  +  c 

(1.)  h  =  —  (j,    c~b-^  =  h\ 

SO  gellt  sie  über  in 

dies  giebt  nacli  Formel  Nr.  107  der  Tabelle 

,,      r{Px+Q)dx       P,.,  .,  ,,,.      P^+Q        .   {^^—9\ 

In  äbnliclier  Weise  kann  man  /ft—^ — ,.>  ,   791.  anffinden. 

wenn  /i  >  1  vorausgesetzt  wird.    Es  ist  nämlich 
fjPx  +  Q)t/a:     _  p(:r  -  g)  +  Pg  +  Q 

_P  f2(x-g)dx  (p,sQ)f ^ 

Setzt  man  jetzt 
(5.)  {x  —  gf^h^  =  y,     also     2{x  —  g)dx  =  dy , 

und 

(6.)  X  —  y  =  Ä/,     also     dx  =  hdt, 

so  geht  Gleichung  (4.)  über  in 

/•  {Px  +  Q)dx    _Pf^,   Pg  +  C>  C_di__  . 

dies  giebt 
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f  (Px  +  Q)dx P 

Pc/+  Q  f     elf 

wobei  das  Integral  auf  der  rechten  Seite  nacli  Formel  Nr.  109 
oder  109a  der  Tabelle  berechnet  werden  kann. 


§  32. 

Uebungs -Aufgaben. 

Auflösung.     Nach  Aufgabe  6  in  §  27  ist 
,  13a;^  —  68a;  +  95 10  3^:  -f  7 

\     >  TZ         eTTrJi         aZ    i~i  o\        Z.         R     ' 


{x  —  5)  {x^  —  6:?:  +  13)       x  ~  b    '    x~  ~  Qx  +  13 
Nun  ist  nach  Formel  Nr.  20  der  Tabelle 


(2.)  y^--_=.10l(:r-5) 

und  nach  Formel  Nr.  110  der  Tabelle 

.    .  /73a;  +  Ijdx    _  /'(3.r  +  7)dx 

Jx^  —  Qx+iS     J{x^^  3)2  +  22 


_3 

folglich  wird 

filSx^  —  Q8x+9b)dx 


l{x^  —  6ä;  +13)  +  Sarctg/"-^^^^ 


,^.      /  {inx'  —  68x+9b)dx  ,,  ,       3,,., 

+  8arctg(^). 


Aufgabe  2.    / 


(6a;-  —  252;  +  8Q)dx 


--     'rJ 


'{x  —  S')(x-  —  4:X-i-  20) 

Auflösung.    Nach  Aufgabe  7  in  §  27  ist 

,^  V            i^x'  —  25a;  +  89                 4        ,         2x  —  3 
(•^•)    TZ .TT73 rr-r-To^  =  :: ^  + 


{x  —  3)  (2;2  —  4r  +  20)       a;  —  3       a;^  —  4^-  +  20 

14* 
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Nun  ist  nach  Formel  Nr.  20  der  Tabelle 

(6.)  y^  =  41(.— 8) 

und  nach  Formel  Nr.  110  der  Tabelle 
n2x-'3)dz    _  l\2x  —  S)dx 


foklich  wird 


4rc  +  20     J{x-~2f-[-^^ 

=  \{x'  -  4.f  -f  20)  +  ^  arctg-^^-^) 


Auflösung.    Nach  Aufgabe  3  in  §  28  ist 

^  ^^      (.r  —  Ij  (a;2  +  1)2       2  U-  —  1       {x'  +  l)-2       «'  +  1/ 
Nun  ist  nach  Formel  Nr.  20  der  Tabelle 

(10.)  ^_^  =  !(._:), 

nach  Formel  Nr.  111  der  Tabelle  ist 

/'  2xdx     1 

und  nach  Formel  Nr.  110  der  Tabelle  ist 

^^2.)  y^^^T^  =  H(^-^  +  i)  +  ^^i^ctg-.r. 

Dieses  letzte  Kesultat  hätte  man  auch  mit  Hülfe  der 
Formeln  Nr.  24  und  18  der  Tabelle  linden  können.  Aus  den 
Gleichungen  (9.)  bis  (12.)  ergiebt  sich  daher 
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Aufgabe  4.    / 


(.r  —  2)2  (a;2  +  2:c  +  2)- 

Auflösung.     Nach  Aufgabe  i  in  §  28  ist 
Sx^  +  2:g*  +  6:^3  __  11.^2  _  12a;  —  8  _  1  2 

^     ■''  (a;  — 2)''(:^2  -j-  2:r  +  2)-  ~  {x—2)-       x  —  2 

2ä:  +  3  a;  —  1 


(a;-^  +  2r  +  2)2   '    a:2  +  2:c+2 

Nun  ist  nach  den  Formehi  Nr.  106,   20,  110  und  111  der 
Tabelle 

/ ,  P  N    /'  (3:  —  l)c/a:     _  /^  (a;-^l)o?.-r 
^      V  ^'  +  22:  +  2      7(3:+  1)2  +  1 

=  |l(.r2  +  2x  +  2)  —  2arctg'(.r  +  1), 

r  (2:r  +  3)(^a-    ^r  {2x  +  2,)dx 

^^''\j{x^+2x+2r-     J[{x+lf  +  lf 

1        ^LJL— 

^•^  +  2a:  +  2     V(l  +  !!'-)'' 
wobei  a;  +  1  gleich  i!  gesetzt  ist.    Dies  giebt  nach  Formel  Nr.  109 
der  Tabelle 

^         y  (1  +  ^')-  ~  2(1  +  p)  "^  27  r+T^ 

=  2(^^:'ray+2"^'^^^^^^ 

folglich  wird 


(19.)  p 


'(3a;5  +  2ä;*  +  6.^3  —  lla:^  —  12^?:  —  8)dx  __ 


{x  —  2)-{x^  +  2x  +  2)2 

1  X  —  1 

+  2l(.'r-2)  + 


.r  — 2   '        ~  '    '    2(a;2  +  2a;  +  2) 

-L  ^-1(^:2  +  2.r  +  2)  —  I  arctg(a:  +  1). 
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Auflösung.     Da  in  diesem  Falle 
(20.)  .-«2  +  a;  +  1  =  (a;  +  J)"^  +  I 

ist,  so  erhält  man  nach  Formel  Nr.  111  der  Tabelle,  indem  man 

(21.)       P=l,     Q  =  S,     g  =  —i,     Ä  =  i]/3,     n  =  2 

setzt, 

^oo  X   f  {x  +  3)& 1^__  20     /•    f/^ 

^"^'^'V(^'  +  rr  +  1)2  -  ~  %M^^~1)  "^  3757  (1  +  ^')"^ ' 

wobei 

(23.)  2.r  +  1  =  ^y  3 

gesetzt  ist.     Dies  giebt  nach  Formel  Nr.  109  der  Tabelle 

(^^•^  J^+ff  =  2-0+7^)  +  2  ^'''^' 

_  (2rr  +  1)1/3         1  _^^/2^  +  1\ , 
-8(:.2  +  .^+l)  +  2arctg(^    ^_    J, 

also 

Aufgabe  6.    /^  (5^^  -  8^  -  4)^  ^  , 


/  (5a:2  _  8a;  — 
J  x^  +  1 


Auflösung.     Hier  ist 
r9ß  >i  5a:2  — Sa;  — 4  ^     ^  Pa;  +  Q 

oder,  wemi  man  beide  Seiten  der  Gleiclmng  mit  {x-\-l){x-—x-\-l) 

mnltiplicirt, 

(27.)     5x'  —  Sa;  —  4  -=  A{x^  —  a;  +  1)  +  {Fx  +  Q)  (x  +  1). 

Dies  giebt  für  x  =  —  1 
(2S.)  \)  =  SA,     oder    A  = 'S 

und  für  a;-  —  a;  -|-  1  =  0,     oder     x-  =  x  —  1, 

—  3a;  —  9  =  (2P  +  Q)x  +  (—  P  +  Q), 
also 

(29.)  2P  +  Q  =  — 3,     — P  +  Q  =  — 9, 
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(30.)  P  =  2,     a=— 7, 

(31.)  ö.'-S.-i   ^^^^       2.-1 


X^  -{•  1  X  -{-  l         x^  —  X  -\-  l 

Nun  ist  nach  Formel  Nr.  20  der  Tabelle 

(32.)  3/;^  =  3l(.  +  l) 

und  nach  Formel  Nr.  110  der  Tabelle 
/oo  A  ß2x-l)dx  _  r{2x-l)dx 

^   ^^       Jx^~x  +  i    J{x^iy-  +  i 

^  \i^x^-^x  +  1)  ^  4]/3arctg('— ^V 
folglich  findet  man 

Dem  Anfänger  wird  die  Prüfung  der  vorstehenden  Auf- 
lösungen durch  Diiferentiation  empfohlen. 

In  manchen  Fällen,  wo  die  Integration  diu'ch  Partialbruch- 
zerlegung  sehr  umständlich  oder  in  Folge  von  algebraischen 
Schwierigkeiten  gar  nicht  durchführbar  sein  würde,  gelingt  die 
Integration  durch  zweckmässige  Umformungen  und  Substitutionen, 
wie  durch  einige  Beispiele  zur  Erläuterung  gezeigt  werden 
möge. 

Aufgabe  7.  J^^ß-^  =  ? 

Auflösung.     Setzt  man  in  diesem  Falle 

(35.)  X  =^  -  1      also     (/:r  =  — ■—,■> 

^  t  r 

so  wird 
oder 

=  3  A^H^)  ^  ^  V-^^H^i) " 
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Man  kann  dieses  Eesiütat  aiicli  in  folgender  Weise  finden. 
Es  ist 

1         _  (x^  +  1)  —  .r3  _  1  _      x'- 
x(x^-j- 1}  x(x^  +  1)  X        x^  -\-  \ 

also 


ydx  Cdx       fx-dx 

x{x^+l)     J   X      Jx^  +  1 

=  I.-...1(,,:3+I)=l(^^^), 


Aufgabe  8.    / 


dx        _  ^ 


'x(x^-\-l) 
Auflösung.     Setzt  man  in  diesem  Falle  wieder 

(38.)  X  —  j  :    also     dx  =  —  _,  j 

so  wird 

oder  '' 

Auch  liier  findet  man  dasselbe  Eesultat  ans  der  Gleicliiing 

1        _  {x*  +  1)  —  ^'^  __  1  _    y^ 

x{x^  +  1 )  ~~      x{x*  +  1  )      "  x~~  x^  +  l' 

aus  der  dann  unmittelbar  folgt  ! 

./47-'  +  l)    J  X     Jx'  +  l  .  ^    -r  ;        V-,*/a:*+l/  j 


VIIL  Abschnitt. 
Integration  der  irrationalen  Functionen. 

§  33. 

Allgemeine  Bemerkungen. 

Im  ersten  Theile  der  Integral- Rechnung-  sind  bereits  irra- 
tionale Differential  -  Functionen  in  grösserer  Anzahl  integrirt  und 
in  die  Formel -Tabelle  aufgenommen  worden.  (Man  vergleiche 
die  Formel -Tabelle  Nr.  17,  22,  23,  23a,  25  bis  33,  76  bis  91). 

In  Betreff  der  übrigen  irrationalen  Differential -Functionen 
ist  zu  bemerken,  dass  es  verhältnissmässig  nur  wenige  Fälle 
giebt,  bei  denen  sich  die  Integration  durch  Anwendung  alge- 
braischer Functionen  oder  der  bisher  bekannten  transcendenten 
Functionen  ausführen  lässt.  In  den  meisten  Fällen  werden 
durch  die  Integrale  algebraischer  Differential -Functionen  neue 
(d.  h.  bisher  nocli  unbekannte)  transcendente  Functionen  erklärt. 
Hier  mögen  zunächst  solche  irrationale  Ditferential-Functionen 
in  Betracht  gezogen  werden,  welche  sich  durch  eine  Substitution 
auf  Functionen  zurückführen  lassen,  deren  Integral  bereits  be- 
kannt ist,  oder  in  rationale  Differential -Functionen  umgeA^■andelt 
werden  können,  und  zwar  sollen  nur  die  einfacheren  Fälle  be- 
rücksichtigt werden. 

§  34. 

Integration  rationaler  Functionen  der  Argumente 

m  p 

/  a  -\-  bx^,      /  ci  -\-  bx  \7 
""^   \A  +  Bx)  '    \Är-\^Bx)  '"" 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  112  uud  113.) 

Kommen  in  der  Function  unter  dem  Integralzeichen  keine 
anderen  Iri-ationalitäten  vor  als  Wurzeln  aus  x  selbst,  so  lässt 
sich  die  Differential  -  Function  durch  die  Substitution 
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(1.)  X  =  i^- 

sehr  leicht  rational  machen,  wenn  man  den  Exponenten  x  so- 
wälilt,  dass  y.  durch  alle  auftretenden  Wui-zel  -  Exponenten  theil- 
har  ist. 

Wie  dies  gemeint  ist,  möge  zunächst  ein  Beispiel  zeigen. 

'\-y/x^  —  ifx^  +  12yx)dx        .-^ 


Aufgabe  1.     /  ^-^ ^ -.^ 

J  x\y  X  —  ~y  x) 


Auflösung.    Das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  der  Wm-zel- 
Exponenten  2,  3,  4  und  6  ist  12,  folglich  muss  man 

(2.)  X  =  t^-\    oder    ^/Ic.  =  t 

setzen  und  erhält 

(3.)       -^^=:fJ,      ^x^  =  i^,      ]/^  =  /%      ^lc=t\      -^l:  =  f\ 

Dies  gieht 
,    .      f{-y/7^  —  l^^^-\-l'2Yx) dx  _    ^  r{t'-^^-lP  +  l2t^)P'dt 

^  ■  ./       :r(-^.-f^)        ■"  7       nt'-t^) 

_        /ft6  — 7^5^  I2t^)dt 
~     J  f'-l 

]S^m  ist 

also 

(6.)     '^TT^^i^^, _,,  +  ,+  5.+  1  +  Pi{ 

folglich  ist 

^'Kl — .{f-x-r^) — ='H^~:-4  +  3+¥+^ 

+  31(/  — i)  +  2l(^+  i: 
wobei  nach  Gleichung  (2.) 

t  =  y  X 
ist. 
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Daraus  erkennt  man  schon,  dass  die  oben  angegebene  Regel 
ganz  allgemein  anwendbar  ist,  denn  aus  Gleichung  (1.)  er- 
giebt  sich 

m  p  /.m       y.p 

(8.)        Jh^,  ^",  ^%  .  •  ¥^  =Jf{i'-,  t~\  t^.  .  .)y.t''-hlt, 

wobei  die  Exponenten  ^^  j  -^ , . .  ■  sämmtlich  ganze  Zahlen  wer- 
?z      q  ° 

den,   wenn  x  das  kleinste  gemeinsame  Vielfache   der  Zahlen  n, 

q,  .  .  •  ist. 

Auf  diesen  Fall  kann  man  den  allgemeineren  zurückführen, 
wo  unter  dem  Integralzeichen  eine  rationale  Function  der  Argu- 
mente 

a  -\-  hx  \7i     /  a  -\-  bx  \q 


/  a  -\-  bx  \i     /  «  +  bx  \7 


steht.     Setzt  man  nämlich 
so  wird 

(10 )  X  =  -^fc:--- ,     dx  -  (^^1:=^^ , 

^^^•^  ^       b-~By         "^^  ~      (6  -  Bijf     ' 

so  dass  mau  erhält 

f  {Ay—a.         "i        \         \    {Ah  —  Ba)dy 

fKTZTB^'  '■> '  y  '■■■)■  (ö-Byf  ■ 

Ist  jetzt  X  das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  der  Wurzel- 
exponenten n,  q,  ...,  so  wird  die  Differential -Function  rational 
durch  die  Substitution 

(12.)  y  =  i": 

§  35. 

Uebungs-Aufgaben. 

1^  ..  _ , 


Aufgabe  1.    1       \  ^^  =  ^ 
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Auflösung,     üiii  die  vorliegende  Differential-Function  rational 
zu  machen,  muss  man 

(1.)  Vx  =  t,     also     X  =  /-,     dx  =  2tcU 

setzen  und  erhält 

(2-)  0,  ^^  =/~?^t  =  -'I^,  =  ^f7^^''-  ^ 

also  mit  Rücksicht  auf  Formel  Nr.  59  der  Tabelle 

Y 


Yx  — 

yx  + 


\Vx  +  1  / 


Aufgabe  2.    i— — -  dx  = 


Auflösung.     In  diesem  Falle  muss  man 
(4.)  -l/x  =  f,     x  =  t^,     dx  =  mhlt 

setzen  und  erhält 

3 


Um  3  /-g — —  zu  ermitteln,  wende  man  Partialbruchzerlegiuig 
an  und  setze 

dies  giebt  durch  Fortschaffang  der  Nenner 

(7.)  3  =  A{t^  +  ^  +  1)  4-  (P^  +  Q)  (,;—  1). 

also  für  f  =^  1 

(8.)  3  —  dA,     oder    A  =  1 

und  für  ^.^  +  /  +  i  =  0 

(9.)  3  =  1—  2P  -f  Q))'  +  (;—  P  —  Q), 

also 

(10.)  —2P+ Q  =  0,  P+Q  =  — 3,     oder    P=  — 1,  Q  =— 2. 
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Dadurch    erhält   man   nach   Formel   Nr.  20   und    110    der 
Tabelle 

r  dt    _f  dt      f{t  +  '2)dt 

=  l(^_  1)  _  |i(^2  +  ^  +  1)  _]/3arct8/^^\ 
also 
(12.)^^  dx  =  3-^^  +  1  (-^^  _  1)  _  |1  (^^  +  ^^  4.  1) 

Aufgabe  3.  JxdxYa  -i-  x  =  ? 
Auflösung.    Hier  ist  zu  setzen 


(13.)  Ya+z  =  t,     also     a  +  .-r  =  f-,     .r  =  !!2  —  a,     dx  =  2tdt^ 
dami  wird 

(li.)  JxdxYa'+x  =f%f  —  d)tHt 

=  2fthlt-2aftHt=.%—^^. 
oder 

{).h)  Jxdxy a  ^  x  ~  -^^^t%St-—öa)  =  j-^^(a+x)ya-\-x(Sx  —  2a)^ 

Man  hätte  auch  die  Integration  in  folgender  Weise  aus- 
führen können.    Man  setze 

(16.)  xYa  -{-  X  =^  [a  -\-  X  —  a)ya  +  x  =  (a  +  x)^'  — -  a{a  -f-  x)^ ,. 
also  nach  Formel  Xr.  9  der  Tabelle 

{n.)JxdxYci+  X  =Jl<^  +  x)^d{a  +  x)  —  af[a  -f  x)'^d{a  -f  x) 

S-  3 

=  Ka  +  x)-^  —  |-ö(«  +  ä;)"2 


=  T¥(«  +  x)Ya  +  x  {^x  —  2(1). 
Aufgabe  4.  /(«  —  x)dx  -y^lb  —  xf  =  ? 
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Auflösung.    Es  sei 
(18.)  -y/b-^-x  =  t.    also    h  'X—  t^,  x  =  b^P,  dx  =  —  U-df, 
dann  wird 

(19.)  f{a  —  x)dxf{b  —  xf  ==/{a  ^  b  +  i^)  (—  df-df) .  f- 

=  — 3 /■[(«— i)  <*  +  f]df 


=  —  3 


,^  f  («  —  b)f:^       i^ 


Aufgabe  5.         

xyx  +  a 

Auflösung.     Es  sei 


40 
dx 


(20.)  Yx  -j-  a  =  f,    also    x  +  a  =  f-,  x  =  t-  —  a,  dx  =  2tdt, 
dann  wird 


r  dx    _  r^^_  _  9  f  ^^ 

^'^''  JxVWa     J  ii'  -  ^^^  "  7^'-«  ' 

Dies  giebt  nach  Formel  Nr.  59  der  Tabelle 

^^'''\l xyj+7i    Ya  V  /  +  YaV     Y"  V--^  + « +  V«^ 


^    1       /(>/.r  +  «-]/a)\ 
Va    V  .r  ; 


Y 

Aufgabe  6.    1^"^^^  =  ^^ 
Auflösung.    Es  sei 


_  J_    (^  +  2a  — 2")/a(a  +  ■'?^)\ 

~  v^  \  -^  / 


(23.)  -\h-^^  =  t,     also     ^i+^^  =  /S.r=:a 

'  ]  a  —  X  a  —  X 
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4:atdt 


(24.) 
dann  wird 


dx  = 


{f  +  1)^ 
'   f-dt  .     l\f^  +  1  —  '^)dt 


(26.)    j]^,  ä.  =  4»/jj,^^,  =  H^^IF+Tf- 

Nun  ist  nach  Formel  Nr.  18  und  109  der  Tabelle 

(26.)  |^-^=arctg^ 

^^'■\l(l  +  ^2)2  -  2(1  +  ;!^)  +  2y  1  +  f~  2(1  +  t^)  "^  ^'^'"^^^  ' 
folglich  wird 


oder,  da 


+  x 


dx  =  4« 


2^r^tg-^-2(n^^). 


1  +  /2  ^  1  + 


«  +  X 


2a 


^  l/a-'_^-2 


a  —  .r       a  - —  a;      1  +  t~ 


2a 


ist. 


—  Va-  —  x^ 


Einfacher  kann  man  in  diesem  Falle  die  Integration  aus- 
führen, indem  man 


ya+a;_-i/       (a -{- x)^        _      a -{- x 
a  —  X        }j  {a 


^     '^  ^  -       ^  -  1/  /..       .^)  (a  +  rr)  ^  y^^^^^^ 

setzt;    dadurch    erhält   man   nach   Formel  Nr.  22  und  25    der 

Tabelle 


(31.)  f-\h-±^  dx  =  a  /V^^  +  f-^t= 

^      J  J]a~x  J-yaT-^x''     Jfa^^x^ 

=  a  aresin  (    ]  —  ]/«' — x-. 

Dieses  Resultat  weicht  allerdings  in  der  Form  von  dem  in 
'Gleichung  (29.)  enthaltenen  ab;  setzt  man  aber 


224  §  3G.    Einführung  der  Irrationalitäten  Yi/'^  —  a'^,  ya--\-y-,  ya^  —  y-- 


(32.)  arctg]/^-^  =  .,    oder    tg-- =  j/;^-;^ 


Xg-z  = j     also     X  —  a  -^^ — — T  5 

a  —  x  tg-z  +  1 

oder 

(33.)       .T  =  a  -T—: — —  =  — o(cos-2  —  sm-z)  =  -  acos(2z) 

=  «sin(^22— I)' 

Deshalb  wird 

(34.)  arc sm(     )  =  22:  — ..  =  2 arc tg  / ^^-  , 

\a/  2  l'  a  — X       2 

so  dass  die  beiden  in  den  Gleichungen  (29.)  und  (31.)  ange- 
gebenen Eesultate  sich  nur  durch  eine  Integrations-Constanta 
von  einander  unterscheiden. 


§  36. 

Zurückfuhrung  der  Differential- Functionen  von  der  Form 

Fix,  y^x-  +  2B^'+  c)dx  auf  Differential- Functionen 

von  der  Form  f{y,  yf^^dy,  f{y,  |/.7+7)./y, 
fiy,  yo:^-f)dy. 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  114  und  115.) 

Es  sei  F{x^  y  Ax~  +  'iBx  -j-  6')  eine  rationale  Function 
von  x  und  y  Ax^  +  2J?.r  +  C,  dann  mögen  zwei  Fälle  unter- 
schieden werden. 

I.  Fall.     ^>0. 

Setzt  man 

Ax  -\-  B  B'^ 

(1.)  y^^"^:^,     also     y^  =  Ax^~  +  2Bx  + -j  , 

so  wird 

(2.)  Ax'-\-2Bx+C=y'^  +  -^ 


§  36.     Einführung  der  Irrationalitäten  l/y- — a',  "|/((-+,'/^?  ]/«- — y~-      ^25 

.IQ ß-2 

Hierbei  w'ml positiv  oder  negativ,  jenaclidem  die 

,^Discrim{7ia7ite'-'  B- — AC  negativ  oder  positiv  ist.     Um  diese 
beiden  Fälle  zusammenzufassen,  setze  man 

(...                                   AC  —  B^  ,      . 

(3.) =±a-; 

dann  wird 

(4.)  Ax'  +  2Bx  -{■  rj  =  y-i^  a\ 

Aus  Gleichung-  (1.)  findet  man  noch 

,    ,                                 i/YA—B       ,         dy. 
(5.)  X  =  '— j    dx  =  --^  , 

-■i-  Ya 

folg-lich  wird 

(6.)  y>(.-,  yA.-+2Bx+a)dx=lF(^I^^^,  V¥^y\- 

II.  Fall.    A<.0. 
Setzt  man 

(7.)        y  -  y-^-  '      also     —  y^  =  Ax^  +  2Bx  +  ^^- , 

so  Avird 

(8.)  .4.r^  +  2Är  +  C  =  ^ y\ 

Hierbei  wird positiv  oder  negativ,  jenachdem  die 

^^JJücrijninante'-'-   B~ — AC  positiv  oder   negativ  ist.     Um  diese 
beiden  Fälle  zusammenzufassen,  setze  man  wieder 
^C  — 52      B'-  —  A(J 


■                                    A                 —A 

±a^ 

dann  wird 

(10.)                       Ax^  +  2Bx  +  C  =  ±  a^  - 

-f- 

Aus  Gleichung  (7.)  ündet  man  noch 

(^^^                            yV—A  —  B       , 

(11.)                    x  =  — 5    dx  —  - 

A 

dy 

folglich  wird 

Kiepert,  Integral- Rechnung. 

15 

226     §  37.     Integration  irrationaler  Functionen;  Uebungs -Aufgaben. 
(12.)  JFix,  yjx''  +  2Bz-\-C)dz  = 

Gilt  in  Gleichung-  (12.)  das  untere  Zeichen,  so  wird 
(13.)        YAz'  +  2Bx'^^'  —  Y—  «■-  —  y-  =  i  Ya'  -|-  'f 
für   alle    Wertlie    von   x   wiaginür,    so    dass   in   diesem  Falle 
F{x,  ]/^.r- +  2i^ir -+- C )    eine    complexe   Grösse   ist.      Deshalb 
lassen  sich  auch  bei  Ermittelung  des  gesuchten  Integrals  com- 
l)lexe  Grössen  nicht  vermeiden.    Man  kann  in  diesem  Falle  auch 

(14.j  ]/^.r--^  -f  -iBx  +  G'  =  iY^—lAx'^^'^Bx^YC^ 

setzen  und  erhält  dadurch  eine  Wurzelgrösse,  auf  welche  die  im 

Falle  I  gemachten  Voraussetzungen  zutreffen. 


Uebungs-Aufgaben. 

(Vergl.  die  Tormel- Tabelle  Nr.  IIG  und  117. 
dx 


Aufgabe  1.     /- 


./  ]/  Ax-  +  -iBx  +  C 

Auflösung.     Im  Falle  I  erhält  man   nach   Formel  Nr.  114 
der  Tabelle 

Beispiel  1.    A  =  4,    B  =  2.    6'  =  —  3.     B'-  —AC'==  lü. 
Beispiel  2.    ^  =  1,    ^^'  =  9'    (-'  =  1,    i^-— ^6'=— ^- 
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Im  Falle  II  erhält  man  nach  Formel  Nr.  115  der  Tabelle 
r  dx  r  dy 

Beschränkt   man   die  Lösung  auf  den  Fall,   wo  das  obere 
Vorzeichen  gilt,  so  erhält  man 

(ia.)  l-j=^^=== -=::--^  l-=Ä==^—-^-=Sircsm(^^ 

^      \fyAx'  +  2Bx+C  Y-  Ajya^—y^  Y—A  V'V 

1              .    /  Ax  +  B    \          1              .   /        Ax+  B    \ 
—  —    , arcsm  — —  ]—   ,        arcsmf :  )• 

Y—A        Kyb'^—ac/    Y—^        \    Y^'  —  ^o/ 

Beispiel.    A  =  -~l,  Br=''^,    0=0,    B'^—AC  =  ''-,- 

Gilt    das    untere   Vorzeichen ,    so    wird    die    Aufgabe    aut 
Fall  I  zurückgeführt,  indem  man 

r              dx                      1  /'               dx 
(6.)     I~ =  .  / = 

J  Y  ^^^  +  '^Bx  +  C       k'  y^,a;2  +  2BiX  +  C\ 

=  -7/-  l(^'^'^^  +  Ya,^  +  2B^x  +  C?) 

iYai  \   Y^i  ' 

setzt.     Dabei  ist 

(7.1  A^  =  —  A,     B,  =  —B.,     C\  =  —  C. 

Aufgabe  2.    /dxYÄ^~+2Bx  +  6'=  ? 

Auflösung.     Im  Falle  I,    nämlich  in  dem  Falle,    wo  A^^o 
ist,  erhält  man  nach  der  Formel  Nr.  114  der  Tabelle 

(8.)  jdxYAx'  -f  2Bx  +  C  =  -~  jdyYy-  ^  =b  a- , 

-also  mit  Eücksicht  auf  die  Formeln  Nr.  8()  und  86a  der  Tabelle 


15" 


228    §  37.     lutegration  irrationaler  Functionen:  Uebungs -Aufgaben.  ] 

(9.)    JdxYA^+2B^-^C=^^[lyf±cf-±:p^^^  I 


2]/:5L    Ya 


yAx'-{-2Bx  +  C 


AC—B^,/Ax+B      ^/-— — AI  3 


^      A   Ya 
Beispiel  1.     A  =  4,    B  =  2,    C=~-  S,    B'-  —  AC  =  16. 

(10.)      /dxyix^+  4a;— 3  =  -\[{2x  +  1)  Y-iz^  +  4a;  —  3 
—  4l(2a;  +  1  +  ]/4^H-  4.r  —  3)] . 
Beispiel  2.     ,4  =  i,  ^  =  ?. ,    C  =  1 ,     5-  —  ^  C  =  —  |. 

(11.)  y^a^y^H^^n  =  ^  [^^1^  y^-Ta: +T 

Im  Falle  II,  nämlich  in  dem  Falle,  ^\o  A<:0  ist,  wird 
nach  Formel  Nr.  115  der  Tabelle 

(12.)        IdxYAx'  +  2Bx  +  €'  =  —  -^jdyY'^d^^^f. 

Beschränkt  man  die  Lösung  auf  den  Fall,   wo  das  obere 
Vorzeichen  gilt,  so  findet  man  nach  Formel  Nr.  80  der  Tabelle 

1 


(13 


.)  jdxYAx'-\-2 


2Bx-\-C  = 


Y-A 
Ax  +  B 


iv^'-f+l 


arc  sm 


(!)] 


YAx^  +  2Bx  +  O 


2Y—A  L     Y—^ 

.  /        Ax  +  B   \ 
5m  f —     ' 


B'^  —  AC 

-\ —  arcsm,         , , 

^        -A  V     YB-'—AC/ 


Beispiels.     .1  =  — 1,     B  =  -,    C  =  0,   B'-  —  AC=^ 


ß.yr.- 


'2x — r 


—  Yrx — x^  +  j  arcsmf —  1 


j 


§  38.     Integration  von  Fyx,  'YAx'^-Aßx-^C)dx,  wenn  ^  >  0. 
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Diese  Beispiele  niügen  zeigen,  wie  durcli  das  in  §  36  angege- 
bene Verfahren  Integrale  von  der  Form /i^(2:,  y Ax^  +  2Bx  +  C)dx 
mitunter  auf  bereits  bekannte  Integrale  zurückgeführt  werden 
können. 


§  38. 

Integration  der  Differential-Function  F{x,  yA?--\-2Bx-\-C)dx, 
wenn  a  positiv  ist. 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  118  und  119.) 

Aufgabe  1.    ff{,j,  Yf±a'')dy  =  ? 

Auflösung.     Wenn  das  gesuchte  Integral  mit  keinem  bisher 
entwickelten  übereinstimmt,  so  setze  man 
(1.)  ]/y-^  ±"a2  =  t  —  y,     oder     ^  =  y  +  ]//  ^^i^ 

also 

(2.,)  ,f±a^  =  i^^2iy  +  y\     oder     y  =  ^' "^^^^ , 

(3.)  Vy'  ±a-  =t i^ —  =  -^- —  r 


folglich  wird 

(f  -t-  a'^dt 

,  .    r  „       /— — 

r   //2z+ra2 

(50  //„,  vf^^^ä,^jf(^^f-,  'i'O-^*/^- 

Wenn  f{y.  Yy-  ±  a^)  eine  rationale  Function  von  y  und 
Yy'^  dz  a^  ist ,  so  hat  man  es  durch  die  angegebene  Substitution 
erreicht,  dass  die  Function  unter  dem  Integralzeichen  auf  der 
rechten  Seite  von  Gleichung  ^5.)  eine  rationale  Function  der 
einzigen  Veränderlichen  t  geworden  ist.  Diese  Substitution 
wurde  bereits  zur  Herleitung  der  Formehi  Nr.  23  und  23a  der 
Tabelle  benutzt. 

Nach  Gleichung  (5.)  wird  nämlich 
/'     dy  /\i^  ±  a'-)  dt .  2t         ßt       ,^       ^,         ^,- 


230     §  38.     Integration  von  l-\x,  yAx-+2Bx+C)dx,  wenn  -4  >  0. 

Aufgabe  2.  JF(x,  y^Ä^+YBx~^lJ)dx  =  ? 

Auflösung.  In  §  36  wurde  gezeigt,  wie  mau  das  gesuchte 
Integral  in  dem  Falle,  wo  A>()  ist,  auf  ein  Integral  von  der 
YoYi\\ff{y,'yy^±a-)dy  zurückfüliren  kann  (vgl.  Formel  Nr.  111 
der  Tabelle).  Ist  diese  Umformung  erfolgt,  so  gelangt  man 
durcli  die  in  Aufgabe  1  angegebene  Substitution  zum  Ziele. 
Man  kann  aber  auch  die  Umwandlung  der  vorgelegten  irratio- 
nalen Differential  -  Function  in  eine  rationale  unmittelbar  aus- 
führen, indem  man 

(6.)  ^Ax-  +  "iBx  +T'  -^t  —  x  Ya 

setzt.     Dadurch  erhält  man 

(7.)  Ax'-  +  2Bx  +  C  =  /2  _  2txyA  +  Ax^-, 

oder  2x{t  Ya  +  B)  =  f- —  c, 

f  —  C  ,        {t'-YA  +  2Bt  +  cYÄ)dt 

2{tYA  +  B)  2{tYA  +  Bf 

2{tYA+B)  2{tyA-\-  B) 

Dies  giebt 
(10.)  fF{x,  ]/^.^2  _,_  2Bx  ■fC)dx  = 

/•/      t?—C  t:'-YA  +  2Bt+CYA\    (f^Y^^±^j±OYA)dt 

J    \2{tYÄ  +  B) '        2{tY'A  +  B)       /  2{tYA  +  Bf  ' 

wobei  nach  Gleichung  (6.) 


f  11.)  t  =  xYA-\-  YAx^  +  2Bx  +  C 

ist.  Wenn  F{x,  ]/ Ar^  +  2Bx  +  C)  eine  rationale  Function  von 
X  und  y^a;- +  25a:  +  C  ist,  so  steht  unter  dem  Integralzeichen 
auf  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (10.)  jetzt  nur  noch  ehie 
rationale  Function  von  t.  welche  nach  den  Regeln  des  vorher- 
gehenden Abschnittes  integrirt  werden  kann. 

Man  erkennt,  dass  die  Aufgabe  1  nur  ein  besonderer  Fall 
der  Aufgabe  2  ist,  welchen  man  erhält,  indem  man  die  Inte- 
grations- Veränderliche  mit  y  bezeichnet  und 

^  =  1 ,     7>  =  0,     C—±:a- 
setzt. 
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Uel)uiigs  -  Beispiele. 

Aufgabe  3.    jchjy%ß±a^  =.'^ 

Auflösung.     Nach  Gleicliung-  (5.)  erhält  man 

Dabei  ist 

y=-^^'  yr±«-=    2r^' 

also 

(13.)  yyy.,ta^^^-«\ 

folglich  erhält  man  in  Uebereinstimmimg  mit  den  Formeln  Nr.  86 
und  86a  der  Tabelle 

Aufgabe  4.    f--^ =  ? 

J]/;r2  +  a;  +  l 

Auflösung.     In  diesem  Falle  ist 

A=l,     yA  =  l,     B  =  ^,     6'=1, 

also 

(  ./-, ^'—1 

l  t  =  x  +  yx^  +  a:  +  1 ,      x  =  — _  ^  , 


232       §  38.     Integration  von  F(x,  yAx--\-'2B£-\-C)dx,  wenn  ^1  >  0. 

Nun  ist,  wie  man  durch  Division  findet. 

also 

2^2  — 2  _i 1 3         1 

^^'•^  (27h-i7~~2        2^+1       2  (2r+  1)2  ' 

folg-licli  \Yird 

(^«•)        ./vsr.+!  =  2—  2  '^^'  +  ^)  +  r  27+T 


4(2(5  +  Ij  2   ^  ^ 


2^+1  4       2    ^     ^    ^ 

Dies  giebt  mit  Eücksielit  auf  die  Gleicliungen  (15.) 

(19.)  /^-^^=^  =  y^^^+^Tl— i— .U(2x+l+2]/^M^^+"l). 

jyx--i-  x-}-i 

Bedeutend  leicliter  findet  man  dieses  Eesultat  durch  An- 
wendung von  Formel  Nr.  114  der  Tabelle,  indem  man 

(20.)     X  =  ^^-~~  ^  :  Vx'-  +X  +  1  =  Yf  +^,    dx  =  dij,    «2  ^  I 

setzt;  dann  wird 

also  nach  den  Formeln  Nr.  20  und  23  der  Tabelle 

(22.)  r    ,  """^  =  Va^Tf  -  11(2/  +  1/«^  +  f) 

J  y  x'  -\-  x  -^^  \ 

=  Yx^'+J+'l  —  ^  1  (^^''^'^  ^  +  Vx^  +  x-h  l)  • 

Dieses  Eesultat   unterscheidet  sich   von   dem   vorhin   ge- 
fundenen nur  durch  eine  Integrations-Constante. 

Aufgabe  5.    /  ,        r— ^=^  =? 

yi/.r2+.r-fl 
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Auflösung,     In  ähnlicher  Weise  wie  bei  der  vorhergehenden 
Aufg-abe  findet  man  hier 


<f[^'-^ 


+ 


12 


^  + 


9 


2«+  1    '    (2^;+  1)'^        (2^+  If] 
6  9 


dt. 


=  -\f-  —  U l(2i!+l) 

8  L  4         ^      ^    ^       2^  +  1        4(2<  +  1)- . 

7 
wobei  die  Integrations  -  Constante  — __^  so  gewählt  ist,  dass  das 

Endresultat  einfacher  wird.     Es  ist  nämlich 

6  9  W^—Sf  —  l^f—^^t—lQ 


r-—u- 


4      2^  +  1      ^[21  +  1)'^  {2t  +  1)2 

_4:fr—l2t—10      ^-  +  ''  +  1 

~         2^+1  27T^ 


V  2i5  +  1  /    2^  +  1 

=  {Ix  —  6)"|/:r2  +  x+1. 


Deshalb  wird 
.    /'     x-dx  2x  —  3  -,  /  t;^ 


—  -l  \{2x  +  1  +  2Yx^  +  x  +  1). 
Auch  hier  ergiebt   sich    das   Resultat  leichter   durcli  An- 
wendimg der  in  den  Gleichungen  (20.)  angegebenen  Substitution : 
dann  wird 
.^.  /'     x^'dx        __  1  fUf-  —  4?/  4-  l)(hj 


I       x^^dx  _  _  1   / 
JVx-  +  X  +  1       V 


also  nach  Formel  Nr.  84,  2G  und  23  der  Tabelle 


I      C^"-)./! 


W:r 


|/:c-  +  a;  +  1 


y  —  2 


.,  =]/a-^  +  y'^  -  '  [l(y  +  Va^  +  ^2  + 1 2J 


22;  — 


]/.r-+.r  +  l 


l(2a:  +  1  +  2y.r2  4-  a:  +  1). 
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In  älmlicher  Weise  kann  man  die  Aufg-aben 

yx^dx         p     /'       x^dx         .j  r      x'Ulx 

behandeln. 

Ix 


Aufgabe  6.    / — - —  =  ? 

J  xyx^  +X+1 


Auflösung.     Ans  den  Gleichungen  (15.)  ergiebt  sich  hier 
/'         dx  ^  r  dt 

^  JxYx^  +  x^l         Jf^-^ 

also  nach  Formel  Nr.  59  der  Tabelle 

Ay^^ +^^"+ 1      \^  +  1/     \x  + 1  +yx^  -^x  -fi/ 

Aufgabe  7.    / -  =  ? 

Auflösung.     Aus  Gleichung  (5.)  findet  man 

(29)  f ^ =  2/' '^ ^. 

Dies  giebt  nach  Formel  Nr.  60  der  Tabelle,  indem  man 
Ä  1=  —  /c,     c  =  ^=  d- 
setzt, 

(30.)  /: ^;=_=    i_,(L-:A^pEy 

Gilt  das  untere  Zeichen,  und  ist  d-  >  /i;'-,  so  erhält  der  ge- 
fundene Ausdruck  imaginäre  Form,  dann  wird  nach  Formel 
Nr.  62  der  Tabelle 

(31.)       / ^- =  -7— —  arctg'f  -—^^ — :    • 

y(.^_/;)-|/.^2_^2  |/a2_^2  ='V-|/«2_/,2y 
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Zum  Schluss  muss  man  noch 


einsetzen. 

Aufgabe  8.    / ^ — -=^  =  ? 

Auflösung.     Nach  Gleichung  (5.)  ist  in  diesem  Falle 

also 

C32  )   L "^ =  _  4/!-^^fi__  =  _  o  /^ ^?^ , 

^      '  J  {l-x^)yiTc^'  Jt'-6f-+l  7^,2_B^^+l 

wenn  man  f'  mit  ?<  bezeichnet.     Nun   ist  nach  Formel  Nr.  61 
der  Tabelle 


.    r       dti         r        du  1         /u 


wobei 

i^,  =  3  +  2"l/2 ,     «0  =  3  —  2]/2 ,     wi  —  Mo  =  4]/2 
ist.    Dies  giebt 

y(l— 2;2))/l  +ä;2  2]/2    Vm  — 3  +  2^2/ 

=  Ji^  1  /^'-3  +  2}/2\  . 
2]/ 2^    \^2_3_2|/2/" 

Um  das  Endresultat  als  Function  von  x  darzustellen,   be- 
achte man,  dass 

also 


236       §  38.     Integration  A'On  F(x,  yAx^+2Bx-]-V):Jx,  wenn  A  >  0. 
^2  — 3  4-  2]/2 


(35.)  — 


2i 


=  (2  —  l/2}a:  +  (— 1  +  "I/2)]/l  4-  .T^ 


=  (1/2  — ij(yn-.T-^  +  Äy2) 

ist.     Ebenso  findet  man 


(36.) 


-3-2|/2^(_y^_l)(y 


2^ 


1  +a;-  — a:]/2). 


folglich  wird 


37  X   r ^^^^^^^^  ^  _J_  jr(V2-l)(l/l  +  ^^+^y2) 

7(1— .r^jVl  +.^2       21/2    L(_|/2— l)(j/l+^'— ^y2)J 


=  Jl-_  1  r(V2— l)2(]/l+a:'-^+:g]/2) 
2]/¥    L  x^  —  1 


-1) 


Schneller   kommt   man    zum  Ziele    durcli   Anwendung   von 
Formel  Nr.  90  der  Tabelle,  indem  man 

(38.)  x^igf.     also     dx=     --,    yr+x-='^- 

setzt.     Dadurch  erhält  man 

dz  /'     cost  dt 

cos-t  —  sin-?^ 


cos  idf 
—  2sin-<^' 


(oa)  f ^ =/'     cos^^^^r 

^     U{l-x^)yr-fx''     JcosH-ünH     Jl 

oder,  wenn  man 

y2smt  =  z,     also     y  2  cos  tdi  =  dz 

setzt  und  Formel  Nr.  59  der  Tabelle  beachtet, 

^      V(l-:t-^)l/l  +  .r^'~       1/27^^-1  ■"■     2)/2    t~+  J 
dabei  ist 

;^=y2sin^=    /^^  , 
]/l  +  .r-^ 

folglich  wird 
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(^^  ^    /: (^-^ _  _j^  ^pV2  +  i/r+j\ 

~  7(1  —  .r2)  y  1  +  ^2       2]/  2    V-r]/ 2  —  Vi  +  2;-'/ 

'    1/2  V    yi^—i    )' 

Dieses  Resultat  stimmt,  abgesehen  von  der  Integrations- 
Constanten,  mit  dem  früher  gefundenen  überein. 

§  39. 

Integration  der  Differential  Function 

F{x,  yAx^+'2Bx  +  C)d7,  Wenn  c  positiv  ist. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  120  und  121.) 

Aufgabe  1.  Jfhj,  ya'±y')dy  =  ? 

Auflösung.  Wenn  das  gesuchte  Integral  mit  keinem  bisher 
entwickelten  übereinstimmt,  so  setze  man 

I    1/    2     I         2 

(1.)  y^^f=ti/^a,     oder     t  =  -~^^^  ~^  , 

y 

also 

(2.)  iC-±if-  =  thj-^^aty  +  a\     oder    y  =  :^^^ 

.    ,  -./-.    -  o        2ai2  a(/2±l) 

folglich  wird 

/'  , ,  ,  /%/  2a^       a(^2^1)\   — 2a(f-±l)c?i; 

(5.)  y/(y,  Va^±f¥y^Jf{^^^^  ^^)--(^Tf— 

Weuu/(y,  ya2'±^2j  eine  rationale  Function  von  y  und 
")/a2  ^^2  igt,  so  hat  man  es  durch  die  angegebene  Substitution 
erreicht,  dass  die  Function  unter  dem  Integralzeichen  auf  der 
rechten  Seite  von  Gleichung  (5.)  eine  ratioviale  Function  der 
einzigen  Veränderlichen  t  geworden  ist.     Hiernach  wii^d  z.  B. 

(6 )   (^^-  =  _  1  £'  =  - 1  n  =  _  1  ifi+l^::^) . 

^    '        '  rVn^ r2  «  /  ^  «  U     \  X  / 
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ein  Kesiiltat,  welches  mit  Formel  Nr.  28   der  Tabelle   überein- 
stimmt. 

Aufgabe  2.  ./Hr.  YAx' +  2Bx  +  C)dx  =  ? 

Auflösung.  In  §  30  Avurde  bereits  «gezeigt,  wie  man  das  ge- 
suchte Integral  anf  ein  Integral  von  der  Forni //'(?/,  yu-±t/~)dt/ 
zurückführen  kann  (vergl.  Formel  Nr.  114  nnd  115  der  Tabelle). 
Ist  diese  Umformung  erfolgt,  so  gelangt  man  durch  die  in  Auf- 
gabe 1  angegebene  Substitution  zum  Ziele.  ]\Ian  kann  aber 
auch  die  Umwandlung  der  vorgelegten  irrationalen  Differential- 
Function  in  eine  rationale  unmittelbar  ausführen,  indem  man 

(7 .)  yÄx^~+  2Bx^c = tx  -—yo 

setzt.     Dadurch  erhält  man 

Ax'-  +  2Bx  -f  C  =  f\x-  —  2txyc  +  C. 
■oder 

(8.)  A:r  +  2B  =  t^x  —  2tyC, 

also 

,    ,          2{tyU-\-B)      ,            2{i'yC +2Bt^  Ayodt 
^''^''=     ,._.!'  ^== iF^:r^ --' 

/"  -V- - ^-7. 7-,       i' y U  +2Bt  +  AyC 

(10.)  yAx'  -f  2Bx  +  C'  =  -^      ^2_2     '  ' 

Dies  giebt 

[II.)  J'F^x,  YAx^  +  2B7-\-  C)dx  = 

f  /2[tyc+B)    fyc+2Bl-\-Ayc\    —2{t^yt'+2Bt+AyC)di 
J    \    f^—A      '  f^^^  )  {^^^ly 

wobei 

(12.)  i  =  ^(yC-\-  yAcc"  +  2Bx  +  C) 

X 


ist.  Wenn  F{x,  y Ax^  +  2Bx  -f  C)  eine  rationale  Function  von 
xm\^  yAx-  +  2Bx  +  C  ist,  so  steht  unter  dem  Integralzeichen 
auf  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (11.)  jetzt  nur  noch  eine 
rationale  Function  von  t,  welche  nach  den  Eegeln  des  vorher- 
gehenden Abschnittes  integrirt  werden  kann. 
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Man  erkennt,  class  auch  hier  die  Aufgabe  1  nur  ein  be- 
sonderer Fall  der  Aufgabe  2  ist,  den  man  erhält,  indem  man 
die  Integrations -Veränderliche  mit  y  bezeichnet  und 

A  =  ±l.     B  r=o,     (7=  +  «2 
setzt. 

Uebungs- Beispiele. 

Aufgabe  3.    1  =  ? 

J  Yax^  +  2ßx  -{-  a 

Auflösung.     Nach  Gleichung  (11.)  erhält  man 

f              dz  /'   dt 

JyAx'~  +  2Bx  +  C  J  t'  —  A 

Ist  A  liositiv  ^  SO  folgt  hieraus  nach  Formel  Nr.  59  der 
Tabelle 

JyAx'  -f  2Bx  -V  C  VA    \t  -hVA/ 

_  J^    /VC  +  VAz^  +  ^Bx  +  0+  xyA\ 

" yÄ  \yc -h yAx^^2Bx^+c — x ya) 

Dieses  Eesultat  stimmt,  abgesehen  von  einer  Integrations- 
Constanten,  mit  dem  in  §  37 .  Gleichung  (1.)  gegebenen  ( vergl. 
Formel  Nr.  116  der  Tabelle)  überein,  denn  es  ist 

{yC  +  yAx'  -j-2Bx+  C—xyA)  {Ax+B-{-yAyAxF+2Bx+  C) 

=  (b  -\-yAc){yc  +  yZrM^"^T6'  +  xyA), 

folglich  wird 

1/6'  +  yAx'''+2Bx  -f  C  -f  xyA 


<15.) 


yC  +  yAx'  -f  2Bx-\-  C—xyA 

Ax-\-  B  +yÄ  yAx"  +  2~Bx'+C 


B  -f  yAC 
iilso 


(16.)  /: 


dx 


JYAx-  -\-  2Bx  +  a 
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Ist  A  negativ,    so   erhält  man   aus   Gleiclmiig  (13.)   nach  | 

Formel  Xr.  21  der  Tabelle  f 

(17.)/:=_£_  =  -    /i     arctoY/_!=)  I 

Jy  Ax'  +  2Bx  +  C            V—A            \y—A/  ', 

2             ,     /yC-hyAr-^  -r  '2Bx +C\  -j 

=  —    ,         arctgf-     — 7= 

V—A         ^V  xV—A  ) 

Audi  in  diesem  Falle  kann  man  die  Uebereiustimnumg-  mit  ■ 

dem  in  ij  37  Gleichung-  (-1.)  gefundenen  Eesultate  (vergl.  Formel  i 

Xr.  116  der  Tabelle)  nachweisen.     Setzt  man  nämlich  J 

(18.)         y  =  2arctg(^l_^),    also    tg(^)=^,  t 


SO  wird 

(19.) 

(20.) 

°  V  2  /            (2  +  .4 

1+t^ 


Ist  der  Bogen  a  erklärt  durch  die  Gleichungen 

B  y^^Äc 

(21 .)  sm«  =    ,-     -Tzr.=z.  j    cost^  = , 

so  erhält  man 

(22.)  sin(o: — (f)  =  sin« cos y  —  cos« sin y 

—  B(r-  +  A)  y^^Äc .  2^1/^=^ 


(^2._  ^jj/jy^  _ :4C'      (f-  — .4)]/iy-'— ^6- 
—  2^f^]/6'+i?)  i^ 


(^2^.4))/:ß^-=^'   yw^^Äc 

AT.4-B 
yB'^—AC 
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Fügt  mau  also  in  Gleicliuüg  (17.)  die  Integrations-Constante 

— hinzu,  so   erhält   man  in  Uebereinstimmung  mit  Formel 

Y—A 

Nr.  116  der  Tabelle 

(23.)  /-=^ =  ~7==  ==  --_^==  arcsmf ,      '     ^  )• 

Aufgabe  4.   /  ,-        =  ? 

jy\  +  x-^x^ 

Auflösung.     Hier  ist 
(24.)  A  =  l,     B=h,     C=l, 

also 

2^+1        .  2(i'  + 1  +  l)dt 


c?i! 


Dies  giebt  in  Uebereinstimmung  mit  Aufgabe  4  in   §  38, 
wenn  man  die  Integrations-Constante  1  -f  |13  hinzufügt, 

^    ^/yiT^T^       7  (^^--1)^ 

=  -VT '-+^  +  -' ' 

V  l    {t—ift—iit+if    t-^i 
-i-[Ä^^:--'(^)->«] 

—  f_+l±i __i    /3j!'^  +  Qt  +  3\ 
~     t^-1         2    V     ;!'— 1      / 

-=  Yi  +  x  +  x-  —  \  1  (2.^  +  1  +  2  yi  +  ~x^x^;. 
xdx 


Aufgabe  5.    / 


—  p 


yf^x—x^ 

Auflösung.     Hier  ist 
(27.)  .4  =  --l,     i^  =  l       C-1, 

also 

Kiepert,   Integral  -  Eechniing.  16 
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(28.) 


,^,=_!('^+'-lM' 


^  ~  /--^   +T  •       "■"  ^  (/.2  +   1)2 


/  = 


1  +l/l  +  «  -  -  .•r^ 


yr+ 


(29.) 


a;  —  .t' 


l)dt 


r-  -j-f. 


f^+  1 


^.^+1     Ja  +  tr 


Nun  wird  nach  Formel  Nr.  109  der  Tabelle 
f     di  f  1 


(30.) 

'(l  +  ^^l^       2(l  +  r-'j 

folg'licli  ist,  wenn  man  die  Integrations-Constante   gleich  — 1 
setzt. 


(31.)       I_ 


xdx 


2 


yi4_^._.^.2     ^^  + 1     /'^  + 1 


7—.  —  1  —  arctg^ 
arcto-/' 


=  —  yi  +  a:  —  x^  —  arctgf ^ j  • 

Bedeutend  leichter  wird  die  Lösung  durch  Anwendung  der 
Formel  Nr.  115  der  Tabelle,  indem  man 


(32.) 


r  2x  =  —  2?/  +  1 ,     also     dx  =  —  dy. 
\  yi  +  x—x-  =  ]/a^  — ^2^     2a  =1/5 


setzt;  dann  erhält  man  nach  Formel  Nr.  25  und  22  der  Tabelle 
nix  r(2v  —  l^dy 


(33.)        f^^t=-^=f^ 

Jyi-i-x  —  x'     J2Va' 


y 

ya'  —  y 


r 


arc  sm 


C) 


^w 


Vi  +  x  —  .•?:-  +  "  arc  sm . 

^  2        V  y 

Um  die  Uebereinstimmung  dieses  Resultates  mit  dem  früheren 
nachzuweisen,  setze  man 
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(3i.)  ,,  =  2arctg(l+J^^t^E?),also  tg(|)=i 


l  +  1/l  +  .r— .r^>y    ,i_  ^^/7-\      l+"|/l4-:r— -r' 
dann  wird 


(35.)        sm(f  =  —  —    ^  -r>'     ^  j 


1  +  tg^l) 


,    .^  s-,       2x  — 1  — 4:1/1  -\-  X  — 

(36.)       cos  ff  =  —  '^ 


1  + 


t^l) 


Erklärt  man  sodann  den  Bogen  cc  dni'cli  die  Gleichungen 

1  2 

(87.)  sin«  =    ,    !    cos«  = —^ 

so  wird 

2x 1 

(38.)       sin  («  —  (f)  =  sin«  cos  (f'  —  cos  «  sin  (p 


Fügt  man  also  in  Gleicliiing  (31.)  die  Integrations-Constante 

-  hinzu,  so  erhält  man 
2 

(39.)       /-^_  =  „vrT-.-=^^  +  'i=--^ 

j  yi  +  X  —  x^  ^ 


—  —  ]/l  +  a:  —  x'^  -i-  t:  arc  sin  f  — ^—  ]  • 
Aufgabe  6. 


]/5     ^ 

cfe p 

'.r]/l  +  x—1^^ 

Auflösung.     Durch  dieselbe  Substitution  wie  bei  der  vorher- 
gehenden Aufgabe,  also  durch  die  Gleichungen  (28.),  erhält  man 


'x  +  '2  +  2]/l  -i-  x  —  x 


\  X 

16^ 


> 
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dx 


Aufgabe  7.    / —, =  '? 

J{x—k)y\—x' 


Auflösung.     Hier  ist 
(41.)  a=l,     .4  =  — 1,     i^  =  o,     C'=l, 

folglich  erhält  mau   nach  Formel  Nr.  120  oder  121  der  Tabelle 

/  dr  /'  f/^ 

'^^^•''  7(2;— Ä)i/i^^  ■"  yJf^—Wn ' 

oder,  wenn  man  X:  mit  -  bezeichnet  mid   die   Formeln  Nr.  60 
/■ 

und  61  der  Tabelle  berücksichtigt, 
(      \  f  ^^  _  •:>    /'       ^^^ 


~~  y^^    \t  —  r+  yr^  —  i) 


wenn  r-  >  1  ist,  und  nach  Formel  Nr.  62  der  Tabelle 
wenn  r-  <  1  ist.     Zum  Schluss  muss  man  noch 

X 

einsetzen. 

dx 


(46.)  /  = — und    r  =  ^ 


Aufgabe  8.    / , 


x" 


Auflösung.     Durch  dieselbe  Substitution  wie  bei  der  vorher- 
gehenden Aufgabe,  also  durch  die  Gleichungen  (42.),  erhält  man 

Da  die  quadratische  Gleichung 
(48.)  f^  +  6^-  4-  1  =  0 

die  beiden  Wurzeln 
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j  t^'  -  -  3  +  2y  2  =  -  (1/2^- 1)^ 

1^2- =  —  3  —  21/ 2  =  —  (1/2  +  1)-^ 
hat.  so  findet  man  durch  Partialbruchzerlegung- 
■   (50)  -2^^ -2    _    1    n-y~2       l+n\ 

wobei 

(51.)  a  =  1/2  —  1,     ^>  =1/2  +  1 

gesetzt  ist.     Dies  giebt  nach  Formel  Nr.  21  der  Tabelle 

(52.)       f %==  =  -  -f.  farctgH  +  arcto/{)l . 

Setzt  man  noch 
(53.)  arc  tg-  (^^  =  r/,     arc  ig(^-^  =  xp, 

so  wird 

f           t  ^  t  t 

(o4.;  tgf/  =-  -  =  z7= -    tgi/^ 


a       1/2— l'     "^  ^       1/2 +l' 

also 

(5o.      tg-  ff  +  ili)  =  -^Z-I'L^O— -  =  — ^  = ^L • 

'      "^'        '^        l-tg-g-tg-V^        l-f  yi-^x' 

folglich  mrd 

J{l+x'~)yi  —  x^  1/2^  1/2         ^Vl/j_.rV 

Einfacher   findet   man    dieses   Resultat    durch   Einführung 
r^    trigonometrischer  Functionen,  also  durch  die  Substitution 

■'    (57.)  rr^sin;!,     yY^^  =  cosf. 

Vergl.  §  10,  Gleichung  (7.). 
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§  40. 


Integration  der  Differential-Function  F{x,  ']/Ax^+2Bx+0)dx, 
wenn  b^^ac  positiv  ist. 

(Yergl.  die  Formel- Tabelle  Nr.  122.) 
Die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 
(1.)  Ax^  +  2Bx -\- C  =  0 

sind  bekanntlich 

,    ,  —B-\-yB^  —  AC  -B—Yb^'  —  AC 

(2.)      ..,  = '— ,     :.,  = -^ 

Unter  der  Voraussetzung-,    dass  B- — AC>0  ist,    werden 
beide  AVurzeln  xi  und  to  reell.    Setzt  man  in  diesem  Falle 

ß  ^  ^    ■ 

(3.)  xi  =  —      7    X2  = 5    wobei     uy  =  A 

u  Y 

sein  möge,  so  wii^d 

(4.)     Ax^  +  '^Bx  +  C  =  Aix  —  xi)  (x  -  -  ä-o) 

=  ccy  (^-  +  0  (^  +  -y  =  {ocx  +  ß)  {yx  +  d). 

Jetzt  möge  die  neue  Integrations  -Veränderliche  t  diu-ch  die 
Gleichung 


i 


(5.)  VAx^  +  2Bx  -h  0=  t(cix  +  ß) 

eingeführt  werden.    Dadurch  erhält  man  1 

Ax''  -j-  2Bx  +  C  =  (ux  +  ß)  (yx  +  d)  =  t\ax  +  ßf, 

oder  I 

(6.)                                     yx+d=^  f\ax  +  ß),  f 

ßt:^  —  ö        .        2{ßy--ud)tdt  l 

(8-)   ^  =  l/^'  y^^-  +  2i^.  +  6'-=^^^^^^- 

^    ^  f  ax  +  ß  ■  y  —  at- 

Dies  giebt 

(9.)  /F{x,  YAx'  +  2Bx  +  C)dx  = 

r  fßt'  -^  Ö     (ßy  —  ui))t\    2{ßy  —  ad)tdt 
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wobei 

(10.)      i  =  ]/^^  '    Vax'  +  2Bx  +  C  ^  ]/((:^;r+  ß)  {yx  +  ö). 

Uebungs  -  Beispiele. 

Aufgabe  1.     / =  '^ 


(11 


y^ux  +  ß)  {yx  +  d) 
Auflösung.    Aus  Gleicliimg  (9.)  folgt 

.)  f ^ =  2  /'    ^^'^ 


Setzt  man  hierbei  -  —  ±  Je' ,    ienachdem  -    positiv    oder 
a  a 

negativ  ist,  so  erhält  man  für  das  obere  Vorzeichen  nach  Formel 
Nr.  59  der  Tabelle 

/' dx _  2^  r  dt      _  _^  1  1  /^— /?-\ 

■''  Jy{ux  +  ß)  {yx  +  J)  "        ^Ji'  —  ^^  ~       «/^^    V  +  X--  / 
^      1     j  /Vujyx'^)  +  ]/ TÖ^'+'Tk 

Für  das   untere  Vorzeichen  wird  nach  Formel  Nr.  21   der 
Tabelle 

(       \    f  ^^''  —  _  "2   f    ^^^       —  ^    •       \(r(  ^\ 


2  .  i/ — "(r 

-.^.zarctg  / — ^ 


^  +  ^') 


Y—ay         °  r      r(f^.^--  +  ß) 


Aufgabe  2.    / 


arr/a; 


yrx  —  X- 

AuflÖsung.    In  diesem  Falle  kann  man  setzen 
(li.)  ux  +  ß  =  X,     yx  -\-  d  —  ;•  —  r, 

also 

(15.)  ci=  l,     ß  =  0,     y  =  ~l,     d  =  r,     ßy  ^  aö  =  —  r. 
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(16.) 


r  ,  / — -  i't 


)  ,                 2rtdt  il^^^^ 

folg-lich   erhält  man   mit   Eücksiclit  auf  Formel   Nr.  109   der 
Tabelle 

/             N       /'       ^(^'^                                  r.      f         (^f  ^      r             ^                    ,1x1 


=  —  Yrx  — X-  —  r  arc  tgl 


X 


,^  w~              X  ux 
In  ähnlicher  AVeise  kann  man  /  ^^iril_?  / ^ j  • 


berechnen. 


Aufgabe  3.    /- 

./    X 


dx  _  ^ 


xy  rx  —  rc^ 

Auflösung.  Durch  dieselbe  Substitution  wie  bei  der  vorher- 
gehenden Aufgabe,  also  durch  die  Gleichungen  (16.),  erhält 
man  hier 

/      N  r       dx  2  C  2t 

(18.)  /      , = Idt^ 

^      ^  J  x^rx  —  x^  r.l  r 

2-t/r  —  X 2y  nr  —  x^ 

7'  \      X  rx 

Aufgabe  4.    / ''^, =  '? 

Jix  +  i)Yr--x' 

Auflösung.     Hier  sei 

(19.)  ax  -]-  ß  =  1  -\-  X,     also     yx  -{-  ö  =  1  —  X, 

(20.)     «  =  1,     ß  =  1,     r  =  —  l,     ()=1,     ßy  —  «(J  =  —  2, 

Dies  giebt 
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(23.)        f~ ^._=_4^_,^_]/^^. 

Aufgabe  5.    f "^"^ =  ? 

J  [X  —  i)YY:^  x'- 

In  älmlicher  Weise  wie   bei  der  vorhergelienden  Aufgabe 
findet  man 

m)  A— -^^=-=  =  — l/ii*'. 

J(x—l)yi—x'  M— .r 

Aufgabe  6.    f ^^^= =  ? 

y(a:+  1)1/ä;2  — 1 

Auflösung.     Hier  sei 

ß.r  4-  /^  =  a;  4-  1,     also     yx  -^  d  =  X  —  1, 

«  =  1,     iJ  ^  1,     Y  =\,      ö  =  —  l,     ßy  —  ad  —  2, 

(25.)     :r  _  ^~~^^  ,    V x   ~~  ^  -  ^--^^  ,   c/.r  _  jyZT^^ 
Dies  g-iebt 


(27.) 


Aufgabe  7.     / 

J(x-1 


dx ^ 


\x  —  i)yx-~i 

In   ähnlicher  AVeise  wie    bei   der  vorhergehenden  Aufgabe 
findet  man 


(28.)  f äx_^  x+i 

J(x~i)yx'-  —  i       r 


\x~i)yx'-  —  i       \x~i 

Aufgabe  8.    /  - 


dx ,^ 


J  [x  —  k)  yrx  — x^ 
Auflösung.    Auch  hier  findet  die  durch  die  (j^leichungen  (16.) 
angegebene  Substitution  Anwendung,  und  zwar  erhält  man,  wenn 
man 
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(29.)  r  =  hg 

setzt,  I 

r  dx  _      ^r         dt  _      ^r        dt  i 

-'^J{x-k)yrx-x'  ~ ~  yr'—Jl^-i-  1)  ""       ik<j-k{t^  +  1)      j 

_  2  /•       dt  j 

~kji:^  —  (j-V\' 

Dies  giebt  für  ^  >  1  nacli  ForaieL  Nr.  59  der  Tabelle 

/'  dx  _        \ n    Y.y^^N  ' 

Dieses  Eesiütat  kann  man  noch  auf  die  Form  i 


(32 )  (           ^"         „  =  1          ^/T/%-:r)-l/;r(r-^)\ 

"    hx  —  X;)  yra:  —  x'  Yk  (7-  —  /5;)    \yk{r—x)  +  ]/^(^^^  /(• )/        ■  j 

bringen.    Ist   ^  <  1 ,    so  findet  man  nach  Formel  Nr.  21    der     ' 

Tabelle  , 

/      ,        f          dx  2             ^   /      ^       \ 

(33.)       / , =  — :==  arctg-l  -_^^.=  ) , 

J{x  —  k)\/rx^x'-  kyi—ff             \yi—ff/ 

also 


.      ,    /'  dx  2  ,    /Yk(F—x)\ 

(34.)  /- , =    , arctgf  -^^-=  ) 

^      ^Jix^k)yrx  —  x-       yT{k~r)  \yx{k~ry 


Aufgabe  9.    / '-^ 

J(i^x')yi 


dx  .^ 


Auflösung.    Hier  sei 

(35.)  «.?:  -\-  ß  =  1  ~  X,     ;'.f  +  (5  =  1  +  x, 

also 

(36.)     a=^-^l,     ß  =  l,     /  =  1,     ()'  =  1,     ßr  —  «cV  =  2, 


(38.)      yi^^-^,'  1  +  ^^=1^ 


Daraus  folgt 

'(r+^-)yj 
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Die  Wurzeln  der  G-leichung 

(40.)  /*  +  1  =  {f-  -  i)  {f'  +  ^)  =  0, 

nämlicli 

1/2  1/2  |/2  1/2 

sind  sämmtlicb  complex.  Indem  mau  je  zwei  conjugirt  complexe 
Factoren  von  i*  +  l  mit  einander  multiplicirt ,  erhält  man  die 
reellen  Prodncte 

(42.)  {t  —  t,)  (t  -^  t,)  =  f  —  ^]/2  +  1, 

l43.)  {t  —  ^3)  {t  ^  fi)  =^f  +  ty2-^l 

und  die  Partialbruclizerlegimg' 

.,,^  ^-  +  1  Pt+Q  ,  Rt+S 


tf'  + 1    f—ty'2-\-i    f'  +  ty2  +  1 

=  U ^ + l ^ . 

2\f-^ty2  + 1     f-  +  ty2  + 1/ 

Deshalb  findet  man  nach  Formel  Nr.  62  der  Tabelle 
(^^•)  L    .     o'tr .-T7E[arctg(^]/2-l)+arctg(^l/2  +  l)]. 

y  (1  -f-  .r-j  yi  —  .-r-     y  2 

Dieser  Ausdruck  lässt   sich   noch  wesentlich  vereinfachen. 
Setzt  man  nämlich 

(46.)  arctg(!;l/¥—  1)  =  'i,     arctg(^y2  +  1)  =  -ri, 

so  wird 

(47.)  igi  =  tY2-~l,     tg^  =  ?!|/¥+L 

(48.)  tg(^-  +  ,)  =  m±^  =  ^1  =  -^  JlL  . 


•^^,T-_pi'    >^-^  =  ^-l'    also   — ^~ 


Nun  ist  nach  den  Gleichungen  (37.)  und  (38.) 

"  f^  +  J 
folglich  wird 

.  49.)  tg(?  +  ,)  =  -  l^^f! ,    I  +  ,  =  _  arctgfl^IS^^X 


/ 

2)^ 

^2 

—  1 

yr 

—  x" 
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(50.)  / , =:  =     ,-     = j-  arctgf  ^^ ^ —  )  • 

In  §  39,  Aufgabe  8  hatte  sich  ergeben 

.K,  N             f           dx                    1         X   /  ^Y-2    \ 
(5 1 .)  / p===  =  -—  arctg  (    ^'^ )  • 

Die  Uebereinstimmung  dieser  beiden  Resultate  findet  man 
leicht,  indem  man 

(52)      arctg(3^i-^)  =  r^,     also     tgy  =  "^\'"_-'^' 
V.rJ/2/  2:^2 

setzt;  dann  wird 

Fügt  man  also  in  Gleichung  (50.)  die  lutegrations-Constante 

TT 

— -^  hmzu.  so  erhält  man  in  Uebereinstimmung  mit  Gleichung  (51.) 

(54.)  (    ^^V— =^f"— '«(^^)1 

y(l +a:2)]/l— .^2       y2L2  ^V    .^"^2    /J 

1    /.T  \  1  /    3-]/2 


=i7i(2--0=T7r'""*«(>fci) 


Es  war  schon  damals  hervorgehoben  worden,  dass  eine  ein- 
fachere Lösung  dieser  Aufgabe  durch  die  in  §  10  angegebene 
Methode,  nämlich  durch  Einführung  trigonometrischer  Functionen, 
gefunden  wird. 


§  41. 

Integration  der  Differential-Function  F{x,  y^,/^+2^.r+6'jÄ-, 

wenn  die  drei  Grössen  a,  c  und  b-^-ac  negativ  sind. 

Es  sei  jetzt 
(1.)  5-  — .46'<0,     also     AC>B^->{): 

die  beiden  Grössen  A  und  C  haben  daher  dasselbe  Vorzeichen, 
so  dass  die  weitere  Yoraussetzuns- 
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(2.)  A  <  0 

die  andere 

(3.)  C  <  0 

notliwendiger  Weise  herbeiführt.     Nun  wird 

(4.)     Az-  +  2Bx  +  C=  -,  [A^x^  +  2ABx  +  li''  -\-  A  C  —  B-] 

A 

=  ^-^[{Ax-}-Bf-h{AC-B-^)]; 

folglich  ist  in  diesem  Falle  der  Ausdruck  in  der  eckigen  Klammer 
beständig  positic,  was  auch  x  sein  mag,  also  Ax-  +  2Bx-\-C  be- 
ständig negatic,  denn  A  ist  negativ.  Deshalb  wird  die  Func- 
tion jP(a:,  "[/^la;- +  2i^a;  +  C)  selbst  eine  complexc  Grösse,  wenn 
die  Ungleichungen  (1.),  (2.)  und  (3.)  gelten,  weil  yAx'-{-2Bx+C' 
stets  imaginär  sein  muss.  Es  ist  daher  nicht  möglich, 
J'F{x,yAx^-{-2Bx-]-C)dx  in  reeller  Form,  darzustellen.  Unter 
diesen  Umständen  wird  man,  wie  schon  in  §  36  hervorgehoben 
wm^de,  am  besten 

(5.)    /F{x,  YAx-^  +  2Bx  +  Ojdx  =/F{x,  iYa^xH^B^x  +  C\ ) dx 
setzen,  wobei 

(6.)  A,  =  ~A,     B,  =  -B,     C\  =  ~C 

ist.    Man  kann  dann  das  in  §  38   und  §  39   angegebene  Ver- 
fahren benutzen. 


§  i2. 

Normalintegrale  von  der  Form /F{^,yÄx^-\^2Bx+c)dx.'') 

Ist  F(x,  yX)  eine  ganze  rationale  Function  von  x  und 
yx,  wobei  man  der  Kürze  wegen  Ax^  +  2Bx  +  C  mit  X  be- 
zeichnet hat,  so  kann  man  F{x,  ]/X)  immer  auf  die  Form 

g(x)  +  h{x) .  yx 


(1.)  F{,r,  yX)  = 


(f{x)+(p{x).yx 


*)  Der  Anfänger  darf  die  Austühriingen  dieses  Paragraphen  über- 
gehen. 
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bringen,  so  dass  ff{x),  h{x),  cf{x)^  ip{x)  gmize  rationale  Functionen 
von  X  sind.     Darans  folgt 

G(rr)  +  H{x)  .  ]/X 


wenn  man 


if{xf-xp[xf.X 
cj{x)ip{x)  —  h{x) ip{x) .  X  =  G{x), 


I  g{x)<p{x)  —  h{x) ip{x)  .X=G 
^^•^  \  h{x)  (f{x)  —  g{x)  U.'{x)  =  H{x) 

setzt.    Bezeichnet  man  noch  den  Nenner  (f{x)-  —  ip{xY  .  X  mit 
N{x),  so  ergiebt  sich 

Die  gebrochene  rationale  Function  -^rr-  -  kann   man   nach 

I\i{X) 

den   Angaben   des   vorhergehenden  Abschnittes    durch   Partial- 

bruchzerlegung  integrü^en.  Ebenso  kann  man  —  ' '       (nöthigen- 

i\(x) 

falls  •  nach  Absonderung   einer   ganzen   rationalen  Function)   in 

Partialbrüche  von  der  Foim 

K  ,         Px  +  Q 

und 


zerlegen.    Deshalb  kommt  es  im  Wesentlichen  nur  auf  die  Be- 
rechnung der  folgenden  Normalinteyrale  an: 


(5.) 


(  fdx  fxJ^dx  f         dx 

Jyx       J  yx        J  {x—kyyx 
,  _  r    (Px+  Q)dx 
''  'J\Tx 


[{x^^gf-{-h^]^yX 
Diese  Betrachtung  bleibt  auch  noch  richtig,  wenn  X  eine 
ganze  rationale  Function  behebig  hohen  Grades  ist.  Bezeiclmet 
man  mit  X  eine  ganze  rationale  Function  zweiten  Grades,  so 
wird  es  im  Allgemeinen  zweckmässig  sein,  die  in  §  36  angegebene 
Umformung  vorzunehmen,  so  dass  es  bei  dem  Normalintegral  Jy 
nur  auf  die  in  den  Formeln  Nr.  22,  23  und  23a  der  Tabelle 
berechneten  Integrale 
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(6.)     /  , t =  arc sin f-^  und  /  ,  -'^ =  I ix  + 1/.^2± a-) 

ankommt.  In  gleicher  Weise  geben  nach  dieser  Umformung  die 
Formehl  Nr.  25,  26,  27,  76,  83  und  83a  der  Tabelle  an,  wie 
das  Normalintegral  Jo,  nämlich 

f  x"\lx            ,    C  x'^dx 
I   . und  /   . j 

berechnet  wird.    Auch  J3  kann  man  in  dem  Falle ,  wo  -l-  =  0 

ist,  mit  Anwendung  der  Formeln  Nr.  28  bis  33,  82,  88  und  88a 

der    Tabelle    berechnen.      Ist    aber  >^  ^  0 ,  so  feetze   man   zur 

^       ,                    r           dx 
Berechnnng  von  / . 

J  {X  —  kfy  a^  ^  x'- 

(7.)  X  = 7"  5    also    X  —  k  = ,    j 

z  —  k  z  —  k 


(8.)         d.  =  ^  iR±J^_  ,    y^  ^-,  ^  m  +  a^^ 

{Z  rv)'"  Z rC 


Dies  giebt 

^^Q  ^  f_ d^_^ 1  nz-ky-'dz^ 

Das  Normalintegral  Jz  ist  also   auf  die  Normalintegrale  Jy 
und  Jn  zurückgeführt. 


i 


In    ähnlicher    Weise    setze    man     zur    Berechnung    von 
dx 


{x  —  kyyx^ — d^ 


.  kz  —  a-  ,  ,         k-  —  a- 

(11.)  X  = y—  5    also    X  —  k  = y~ 

^  z  —  k  z  —  k 


12.)     a,  =  ^(^-<^',  y^^  =  yS^f=^M^:^ 

[z  —  ky  z  —  k 


^^^•^  ~  -    x~k    'V-  --^  -  ^ZTJ 
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(U.) 


Ist  /c'  >  0,  SO  wird  daher 

dx  1  r(z~^Y-^dz  I 


I  dx  _  1  / 


und  für  /v-  <  a-  wii'd 


r  r/.r 1 ßz  —  ky-^d 


Die  iu  den  Gleichungen  (11.),  (12-)  und  (13.)  angegebene 

/'  dx 

Substitution  lülirt  auch  zui-  Umformung  von  /-^ ; ;  es 

J{x  ^^y^ya^—x' 

wird  nämlich 


(16.)  '      


y(k^—a^)(a^^x^-) 


x  —  k 
also  für  k-  >  a-  ' 

„    r       dx 1 r(z—kY''dz 

^^'    J{x—kYy7^^^-'~       {k'  —  aY-^y^'-aJ    yd'—z^      '       1 

c 
und  für  k-  <  a-  ■  j 

r  dx  __       1  r(z — kY-^dz 

Das   Normalintegral    J4   kami    bei   Anwendung   complexer 
Grössen  durch  Integrale  von  der  Form  Jz  dargestellt  werden.     .1 
Will  man  aber  complexe  Grössen  ganz  vermeiden,  so  wird  man     \ 
entweder  die  in  §  38,   39   und  40   angegebeneu  Methoden  an- 
wenden,   oder   man  wird  im  Allgemeinen   noch  zweckmässiger 
nach  den  x^ngaben  in  §  10  (vergl.  Formel  Nr.  89,  90  und  91     I 
der  Tabelle)  trigonometrische  Functionen  einführen,  nachdem  man 
dui'ch  die  lineare  Substitution 


(19.)  X  = 


und   durch   passende   Bestimmung    der  Grössen    u    und  fi   das 
Integral  auf  Integrale  von  der  Form 


" 
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zuriickgefülirt   hat,   wobei  Z  einen   der  drei  Wertlie  a^  -{■  z^^  I 

z-  —  a-  oder  a-  —  z^  haben  soll.    Durch  die  Substitution  ! 

(20.)  z^atgt,     dz  =  ^,    ya^+~72=^ 

erhält  man  dann 

+  Q  cos  t)cos-"-~f  .dt 


(21 )  f{P^±3^^^  ^  riPaBiiU 
J  (z^  +  p^YVa^'+J^     J  («^ 


(^2  _j_  p2yi  j/ß2  ^z~     J  («^  sin^i  -f  p~  cos2 j!)*' 


—  _  P    r     cos^"-2/;</(cosO 


+  Q 


(1  — sin2^)»-»(/(sin^) 


I  /  (1  — SM 


-)sin2iJ+^2jn 

Durch  die  Substitution 

/«■^  \  «7         asin/'c?^      -,.-^, ^ 

(22.)  2  = ^ ,    dz  = --—  ,    yz-  —  a^  =z  ato-t 

erhält  man 

f -^3  ^  /—  ^  +  0)dz       __  l\Po  +  Q  cos  t)  cos'"- -t.  dt 


Paf- ^M^ 


+  Q 


7  [(« 


-  sin^  ^)>'-^ .  d{smt) 


Durch  die  Substitution 

(24.)       ;^  =  asin^,     dz  —  acostdt,     "[/«^  —  z- =  a  CDS  if 

findet  man 

(95)   /^     (^g  +  Q)dz        __  nPasmt+  Q)dt 
^■^  •V(22  4-  ;,2)ny^rzrt2  "7    (a^sin^;^  +  pY 

=  _  p^^  r         ^(cosQ  /Tl  +  tg2^)"-^c/(tg-^) 

Kiepert,  Integral -Keclmung.  17 
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Ausserdem  kann  man  auch  Recursionsformeln  herleiten  von 
der  Form 


wobei  man  die  unbestimmten  Coefficienten  R,  S,  Pi,  Qi,  Po.  Qi 
durch"  Differentiation  von  ~-^, — .,..,   ,    findet. 


IX.  Abschnitt. 
Integration  transcend enter  Functionen. 

Herleitung  einiger  Recursionsformein. 

(Vergl.  die  Formel  -  TabeUe  Nr.  123  bis  12S.) 

Schon  im  ersten  Tlieile  ist  die  Integration  zahlreicher  trans- 
cendenter  Functionen  ausgeführt  worden,  wobei  sich  die  Formeln 
Nr.  13  bis  16,  35  bis  58,  66,  68  bis  75  der  Tabelle  ergaben. 

Diesen  Formeln  mögen  noch  einige  weitere  durch  die  Lösung 
der  folgenden  Aufgaben  hinzugefügt  werden. 

Aufgabe  1.   Jsm"'xcos''xdx=? 

Auflösung.  Ist  n  eine  ungerade  Zahl,  so  findet  man  die 
einfachste  Lösung  der  Aufgabe  mit  Hülfe  von  Formel  Nr.  44 
der  Tabelle;  und  ist  m  eine  ungerade  Zahl,  so  kann  man  Formel 
Nr.  45  der  Tabelle  mit  gutem  Erfolge  anwenden.  Sind  aber  m. 
und  n  beide  gerade  Zahlen,  so  wird  man  dui'ch  jmrlielle  Inte- 
gration zum  Ziele  kommen.  Nach  Formel  Nr,  67  der  Tabelle 
ist  nämlich 

(1.)  Judo  =  UV  — Jcdu\ 

setzt  man  also  in  dieser  Formel 
(2.)  w  =  sin'"~^r.     de  =  Q,o^'^xsmxdx, 

und  deshalb 

COS""^'^ 

(3.)  du  =  (m  —  l)^\\V"—-xQ,Q^xdx,     v  =  — j 

n  -\- 1 

SO  erhält  man 

17* 


1 

1 
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sill'"-':rC0S"+*a; 


(4.)  / 


sui"'xcos'^xdx  = 


fi  +  1 
+  -^^^^^7^/sin"'--.rCOS"+2.-rc/.r 


91  -\- 

Ist  m   positiv   und  ?i  negativ,    so   ist   diese  Formel   sehr 
brauchbar.    Ist  z.  B. 

w  =  —  m, 

SO  geht  Gleicliung  (4.)  über  in 

rsm"'x      __  sin"'-^r  f}i  —  1.     /'sin"'--a; 

J  COS'"a;    ^  ~  ~~  ( — m  +  l)cos'"-'a;      —m  +  ij  co&"'-^'X    ^'  j 

oder 

(5.)  Itg'"xdx  = tg'" -i.r  —  jig'"--xdx. 

Ist  aber  w  gleichfalls  positiv,   so  benutze  man  die  Bezie- 
hungen 

cos-a:  =1  —  sin-.r, 

sin"''-a:cos"+2:c  =  sin"'--.rcos"Ä;  —  sin"'a;  cos"^-. 

Dadurch  geht  Gleichung  (4.)  über  in 

/'.  ,  sin'"-*a:C0S"+^a:  ,  m — 1    f.   ,„    „         „     , 

/sm'".r  cos":r  a:2-  = — /sm"'''-;rcos"a:a.?: 

J  n  +  l  n+  Ij 

m  —  1    /'.  7 
/sni"'.r  COS"a:  dx , 

^*  +  ly 

oder 

sin"'-'3'Cos"+^r 


m  -\-  n  i  . 

/sm"'.rcos'*.rG?a;  = 

n+  1  / 


m — 1 


+ 


-  Ism'"-^x  co&''xdx . 


Daraus  folgt 

f'.„        .    j             sin'»-*a;cos»+*a;  |{ 

(6.)              km"'xm^''xdx  = ^ 

J  m  -\-  n 

H — '■ k\\V"--xcos**xdx.  \ 

m-\-nJ  I 

Durch  diese  Formel  kann  man  den  Exponenten  7n  reducii'en,      j 

wenn  m  positiv  ist.  | 
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Einen  besonderen  Fall  dieser  Gleichung  enthält  bereits 
Formel  Nr.  73  der  Tabelle. 

Vertauscht  man  in  Gleichung  (6.)  m  mit  —  m  -\-  2,  also 
m  —  1  mit  —  m  -\-  1,  m  —  2  mit  —  m,  so  erhält  man 

f  cos^rr      ,  COS^+^^r  m  —  1     fcos'^x    , 

J  >iuv~-x  {n  —  m  +  2jsm'"-*a;       n — w  +  2j  sm"'.r 

oder 

/'cOS".r     ,  COS"+*a:  n  —  m-^2  fcoS'KT     , 

( 7. )      /    .  a:^•  =  ■ -^ ; ; —  1— —  a.r. 

^    '     /  sm'".r  {m  —  Ijsin'""*^:  m~l    /  sm"'~^.r 


Einen    besonderen    Fall    dieser  Gleichung    enthält    bereits 
Formel  Nr.  75  der  Tabelle. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  den  Exponenten  n  reduciren. 
Setzt  man  nämlich 
(8.)  ^<=:  COS^^'.r,     (/i;  —  sin"'.rCOSa:(/a:, 

also 

sin'"^'.T 

(9.)       da  =  —  (n  —  l)cos"~-.rsin.rt/.z',     o  = —^  > 

m  -\-  1 

SO  wird  nach  Gleichung  (1.) 

,,    ,   /'.  ,        sin'"+'a:cos"~':r  ,  n  —  1  r.     ,^  .,    - 

(10.)  km'"xcoü''xdx  = , 1 -—  /sm"'+-Ä-cos"-lrc?;r. 

J  m  -\-  1  m  -\-lJ 

Ist   ?i  positiv   und  m  negativ,   so   ist   diese  Formel  sehr 
brauchbar,  ist  z.  B. 

m  =  —  w , 

so  geht  die  Gleichung  (10.)  über  in 

/'  cto-"-i:r       /* 

(11.)  /ctg".r  dx  =  —  -^  -^  —  /ctg"-2a;  dx. 

Ist   aber  w    gleichfalls   positiv,   so   benutze   man  die  Be- 
ziehungen 

sin-a:  =1  —  cos-.r, 
sin'"+^:r  cos''-  -.r  =  sin"'a:cos"-^a;  —  sin'".r  cos":r. 
Dadurch  geht  Gleichung  (10.)  über  in 
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sm"'+*a;COS'*~'a:    .   n  —  l 


/.  ,         sm"'+*a;COS'*~'a:       -n  —  l   /  .  ,     , 

/siii"'.r  cos"a;  dx  =  ; H — -  /siii'"^  cos"--^  dx 

J  m  -{-  1  771 -{-  IJ 

-lam"'xcoB"xdx, 


n/.   ,„         .,    ,        Slll'^+'a-COS"-'.?:    ,  n  —  1/  .    „  .,7 

-  /sm"'.f  cos"xdx  = ; /  sin"'.'r  cos"~-.r  dx ; 

1/  m  -i-  1  m+  \J 


n  —  l 
m  -j- 
oder 
7n  -f  u 
m-j- 

daraus  folgt 

.,  ,  s    /*■   ,„          „     7          Sm'"+^rC0S"-*.r      -n — 1  /'.  „    .,     , 

(12.)  lmi"'xcoä"'xdx  = 1 /sin"'rrcos"~^.ra.r. 

J  7)1  +  W  711 -\-  7j 

Durch  diese  Formel  kann  man  den  Exponenten  71  reduciren, 
wenn  n  positiv  ist. 

Einen  besonderen  Fall  dieser  Gleichung-  enthält  bereits 
Formel  Nr.  70  der  Tabelle. 

Vertauscht  man  in  Gleichung  (12.)  n  mit  — w  +  2,  also 
u  —  1  mit  —  n  -\-  l,  n  —  2  mit  —  n,  so  erhält  man 


/'sin^      _  sin»'+^a: —  w  +  1    Ain-''^;  i 

J  C0S"~^3;       ~  (m  —  71,  -\-  2)C0S"~':z;        m  —  7i  -{- 2/  COS"a; 

oder 

, , , ,    fsm"'x    ,  sin'"+*Ä;  m  —  7t  +  2f  mv"x     ,  .';' 

(13.)   / dx  —  - ^ , — / -— dx.  I 

^      ^  J  cos"x  (w  —  l)cos"~':c  /i  —  1    J  cos^-'-x 

Einen    besonderen   Fall    dieser    Gleichung  enthält    bereits     ■' 

Formel  Nr.  72  der  Tabelle.  *j 

Die  hergeleiteten  Formeln  bleiben  richtig,  gleichviel,  ob  m  '' 
und  71  ge7-(/de  oder  imgerade  sind. 


§  44. 

Integration  trigonometrischer  Functionen  durch  Anwendung 
der  iT/or*;/'e'schen  Formeln. 

(Vergl.  die  Formel-  TabeUe  Nr.  129  bis  131.) 

Die  Integration  von  cos"'(pd(p  und  von   suV"(pd(p,   welche 
bereits   durch   die  Formeln  Nr.  42,  43,   70  bis  75   der  Tabelle 
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geg-eben  ist,  kaini  auch  mit  Hülfe  der  ilfoü-7-e'sclieii  Formeln  aus- 
g-eführt  werden.     Nach  D.-R.,  Formel  Nr.  176  der  Tabelle  ist 

(1.)      2-"(cos  (ff"  =  2cos(2/^  (f)  +  f'^'^^  2C0S  {2n  —  2)(p  + 

(^2^')  2  C0S(2«  -  4)r^  +  .  •  .  +  (^^  ^'  J  2  C0S(2  r/)  +  f  ^J^)  ; 

indem   man  beide  Seiten    dieser  Gleichmig   mit  drp  multiplicirt 
und  dann  integrirt,  erhält  man 

(2.)     22"/{  os'-'V/:' d(f  =  ^  sin {2n(p)  +  (^,'^)^— £it> sin(2^^  —  2)9-  + 

Beispiel. 

(3.)      64ycosV  f^^  =  -3-sin(6r/0  +  3sin(4f/')  +  15  sin(2r/0  +  20^. 

Nach  D.-R.,  Formel  Nr.  177  der  Tabelle  ist 
(1.)     2-"+'(cos7^)-"+i  =  2cos(2w+l>/'  +  ('^'^'^^)2cos(2«— 1)9-.+ 

indem  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  mit  d(f    multiplicirt 
und  dann  integrirt,  erhält  man 

/'  2 

(5.)     2-"+'  /cos-"+Vf/^  =  — -7— -sin(2«  +  l)(p  4- 

r2n  +  1\  ^  . 

Beispiel. 

/"  2  14  s 

(6.)    ]28  hos' ff  dtp  =-sm{7(f)  +  —sm{b(f)-\-  14sm(3y)  +  70sin(/'. 

Nach  D.-R.,  Formel  Nr.  178  der  Tabelle  ist 
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"1  y2C0S{2n  —  2)(f  + 

indem  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  mit   ch/  miütiplicirt 
imd  dann  integrirt,  erhält  mau 

(8.)  i--iyr-- ßin^-" cfdff^  =  ^^^sm(2nrf)  ~^l')^Z^^H^^-'^^'f 
+  (?)2^1'^^^'^''  -4)y  -+•••+  (-  1)'-  (^^  ^  Jsin(29^) 

Beispiel. 

(9.)     -^  6iJ'm\^(fd(f  =  isin(6y)  —  3 sin(49')  +  15sin(2y)  —  20f/. 

Endlich  ist  nach  Formel  Nr.  179  der  Tabelle 

(10.)     (—  l)"22»+i(sin9)-"+*  =  2sin(2«  +  l)(f 

—  (-''^  ^^2sin(2.^      l)r/  + +  (—  ir-'Q'^^y2sm(Scf) 

+  {~ir(^''^^)2smcf.: 

indem  man  beide  Seiten  dieser  Gleiclmng  mit  dcf-  multiplicirt 
und  dann  integrirt,  erhält  man 

/'  2 

(ll.j  (—  l)«22'*+ysin2«+iyf/9^  =  —  —  -_-- cos  (2w  +  1)9-  + 

+  (— l)«+Y^'' j"  ^y2  cosy. 

Beispiel. 

/■  9  14 

(12.)    12&lsm'(pd(p  =  -^cos(7y)— — cos(5y)+i4cos(3^)— 70COS9". 

In  ähnlicher  AVeise  kann  man  auch  ykin'"^  cos"  yc?r/    berech- 
nen, wenn  man  die  Formeln 
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(13.)  2ism(f  =  e'r'  —  e-'r'\     2C0S(f  =  e'P'  +  e-'P' 

berücksichtigt.    Es  ist  z.  B.  nach  den  Gleichungen  (13.),  wenn 

man 

(14.)     e'P'  =  COS^'  +  asinr/-  =  u,     e-'P'  =  COS(f>  —  «sin^  =  V 

setzt  und  beachtet,  dass  uv  =  1  ist, 

—  64sin2^cosV  =  {«'p'  —  e-'p')-{e'p'  +  e-'P')* 

=  u^  -\-  2v^v  —  uH-  —  iii^v^  ~  w-ü*  +  2uv'^  +  v^ 
=  {u''  +  v^)  +  2^u'  +  i^*)  —  (u''  +  V^)  —  4 
=  2cos(6r/)  +  4cos(49-0  —  2cos{2(p)  —  4, 
also 

—  64ysin'-(^cosV%  =  isin(6f/0  +  sin(47-)  —  sin(2r/')  —  i(f. 


Ziu^  Berechnung  von  fe""^  QOs{bx)dz    und_ye''^sin(5.r)(fa;   kann 
man  Formel  Nr.  67  der  Tabelle,  nämlich  die  Gleichung 

(15.)  Jude  =  UV  — Jcdu. 

verwenden,  indem  man 

(16.)  u  =  e"'',     dv  =  C0S{bx)dx. 

also 

(17.)  dur^ae'^'dx,     c  =  j-sill{bx) 

setzt:  dann  findet  man 

(18.)        je"^cos(bx)dx  =  -  e"''sin{bx)  —  ~ le'"'am(bx)dx. 

Setzt  man  dagegen  in  Gleichung  (15.) 
(19.)  ZI  —  e"'',     dv  =  sm{bx)dx, 

also 

(20.)  du  =  ae'^'dx,     v  =  —  -rC0S(6^), 

so  erhält  man 


I 
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(21.)  le"' Hin  (bx)dx  =  — —  e"^C0S(6:r)  +  y  1  e''- cos(bx)dx. 

Dies  giebt,  wenn  man  Gleicliimg  (21.)  mit  —  —  multiplicirt. 

zu    Gleicliimg  (18.)    addirt    und    das    Resultat    durch   -    ,7,   - 

dividirt, 

ciGOS{bx)  +  bsm[bx) 


(22.)  ie"^  COi(bx)dx  = 


Multiplicirt  man   dagegen  Gleichung  (18.)  mit  —  5   addirt 


a-  -j-  b- 

\    mit 


2  _i    / 1 

dann  Gleichung  (21.)  und  dividirt  durch  — r-, —  ?  so  erhält  man 

^00  ^  /.«..,-. , .^>,7 a.     «sin(6^)  —  Äcos(^.^) 


(23.)  Ie'"=  sin  {bx)dx  =  e" 


oT-  +  62 

Noch  einfacher  findet  man  diese  Resultate  durch  Anwendung 

der  Moicre'sditR  Formeln.    Es  ist  nänüich  nach  D.-R.,  Formel      ' 

Nr.  173  der  Tabelle  j, 

(24.)           e"^[cos  {bx)  +  ism{bx)]  =  e"^ .  c-*^'  =  ^(«+^'0«^.  "| 

Erklärt   man   also   das   Integral   einer   complexen  Grösse    ': 

A  -r  Bi  durch  die  Gleichung  ^ 

(25.)  /{A  +  Bi)dx  —jAdx  +  ijBdx,  W 

so  ergiebt  sich  aus  Gleichung  (24.)*)  || 

(26.)  /e'"'C08{bx)dx -^  i/e"'=sm{bx)dx=/e(''+^^^'^dx  \ 

—  . - -  .  (.{a+hi)j: 

a  +  bi 

a — bi  r       /,   s        ■  •    /,   M 

=    .,    ,    ,.,  '  e"*  COS(Ä.r)  +  «sm(6.r) 
a-  -\~  b-  L       \     /  V     /j 

=  -^ yr,  •  e"-^\acos(bx)  +  (5»sin(6.r)l 

^ 


+  — ; 77,  •  e"-'\asin(bx)  —  bcos(bx)\. 

a-  -{-  b- 


'*)  Die  Ziüässigkeit  des  liier  folgenden  ^'erfahrens  ergiebt  sich  aus 
D.-R.,  §  136. 
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Sind  aber  zwei  complexe  Grössen  einander  gleich,  so  müssen 
die  reellen  Tlieiie  und  ebenso  auch  die  Factoren  der  imaginären 
Theile  einander  gleich  sein,  folglich  findet  man  aus  Gleichung 
(26.)  in  Uebereinstimmung  mit  den  Gleichungen  (22.)  und  (23.) 

acosibx)  4-  hsixiibx) 


le"-'^sill{bx)dx  =  e"'^ 


a?-  +  b-' 

a  sin  {bx)  —  b  cos  {bx) 

a"  +  62 


Eine  weitere  Anwendung  dieser  Methode  liefert  die  Berech- 
nung   von  /cos{aix  +  bC)  C0s(a2X  -{-  b-i) .  .  .  COs{anX  +  bu)dx. 

Setzt  man  der  Kürze  wegen 
(27.)  (hx  +  bi  =  ffi,     a-ix  -\-  b-i  —  (fi,  ...  a„x  +  bn  =  (Pn, 
so  ergiebt  sich  aus  der  bekannten  Formel 
(26.)  2cos(fiCOS(f'-2  =  cos,{(fi  +  (fi)  +  cos(f/i  —  (/>2) 

ohne  Weiteres 

(29.)  Jcos{aiX+bi)cOi{a2X-{-b2)dx  = 

— ^— p— sin[(«i  +  a.2)x  +  {b,  +  ^-2)] 

Beachtet   man ,    dass   sich  Gleichung  (28.)   mit   Hülfe    der 
i¥o/i5re'schen  Formeln  herleiten  lässt,  indem  man 
iCOSf/iiCOSyo  =  {e'P^'  +  e-'/>i»)  (eW  -f  f-'W) 

=z  e{'Pi+<r2)i  -^  ß(.<pi-<Pi)i  _|_  ß-{(pi—'p-j)i  _[-  e-lvi+'/'ü)' 

=  2cos{(f'i  4-  (fo)  +  2cos(f/)i  —  yo) 

setzt,  so  erkennt  man  sofort,  in  welcher  Weise  sich  das  in 
Gleichung  (29.)  gefundene  Resultat  verallgemeinern  lässt.  Es 
wird  nämlich 

(30.)    4C0Sf/)iC0S'/-oC0Sf/'3  =  COS(f/'i  +  (fi  +  ^3)  +  COS(y'i  +  ff 2  —  (fs) 

+  cos  {(f  i~(f2-\-  (fs)  +  cos(9-  i—(f2—(fz), 
also 
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/^^  \  f  7       sin(f/-i +  (^0 +  a-o)      sin(«-i+(/)o — ffO 

(31.)   /C0Sr/iC0Sf/-oC0Sf/'3c/.r= — ~-  ~  A ^^        ^' ^ 

~      '  J  4(ai  +  «2  +  «3)         ^(«i  +  ao  —  aa) 

sin(yi    -yw  +  ys)      sin(yi— yo— ys^ 
4(ai  —  «2 +  «3)  4(«i  —  «2- — «3) 

Dieses  Verfaliren   kann   man   auf  beliebig  viele  Factoreu 
ausdehnen  und  dadurch 

/cos{aix  +  Z»i)cos(rt'2.r  -r  b-i)  .  .  .  cos(a„.r  +  bn)dx 
bestimmen. 


X.  Abschnitt. 
Theorie  der  bestimmten  Integrale. 

§  45. 

Integration  bei  unendlichen  Grenzen. 

(Vergl,  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  135  und  13(3.) 

Bei  der  Erklärung  des  bestimmten  Integrals  durch  Formel 
Nr.  i  der  Tabelle,  nämlich  durch  die  Gleichung 

(1.)  /f'(:c)dx=^,m-f{a), 

a 

war  bisher  vorausgesetzt  worden ,  dass  die  Grenzen  a  und  h 
endliche,  constante  Grössen  seien.  Jetzt  kann  man  sich  aber 
vorstellen,  dass  die  obere  Grenze  h  nicht  melii'  eine  constante, 
sondern   eine  veränderliche  Grösse  sei,   welche  schliesslich  bis 

CXi 

in's  Unbegrenzte  wächst.    Demgemäss  würde  ff'{x)dx   durch 

a 

die  Gleichung 

oo  h 

(2.)  Jf'{x)dx  =  lim  Jf\x)dx  =  \imf{b)  -f{a) 

erklärt  werden. 

Auch  die  geometrische  Deutung  des  bestimmten  Integrals 
als  Flächeninhalt  einer  ebenen  Figur  bleibt  in  diesem  Grenzfalle 
noch  bestehen,  die  ebene  Figur  aber,  deren  Flächeninhalt  durch 
das  Integral  ausgedi^ückt  wüxl,  erstreckt  sich  längs  der  X-Axe 
bis  in's  Unendliche.  Es  war  schon  früher  (§11,  Aufgabe  8)  ge- 
zeigt worden,  dass  der  Flächeninhalt  der  Figur  trotzdem  einen 
endhchen  Werth  haben  kami. 
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In  gleicher  Weise   kann    auch   die   untere   Grenze  a  sich 

ändern    und    bis    in's    Unbegrenzte    abnehmen.      Dann    möge 

h 
ff'{x)clx  durch  die  Gleichung 

—  oo 

(3.)  Jf'{x)dx  =  lim   fnx)dx  =f{b)  -  lim    f(a) 

QQ  n=     OO  a  o= — oo 

erklärt  werden. 

Aus  den  folgenden  Beispielen  kann  man  ersehen,  dass  hier- 
bei drei  Fälle  zu  unterscheiden  sind: 

I.    Das  Integral  mit  unendlichen  Grenzen  wird  seihst  tm- 

endlich  gross; 
IL    das  Integral  behält  emen  endlichen  Werth: 
III.    das  Integral  wird  unbestimmt. 


Beispiele. 

oo 

1.)      Ie''dx  —  lim  [e'^]''  =  lim  e^  —  1  =  oo. 

J  ?)=oo  ^  i=oo 

0 

Dagegen  wii^d 
la.)    ie'dx  —  lim  \e^'f  =  e^>  —  lim  e"  =  e^ 

J  o=— oo         "  rt=— oo 

— oo 

Man  kann  diese  Resultate  auch  geometrisch  deuten  als 
Flächeninhalt  der  ebenen  Figur,  welche  oben  dm^ch  die  Expo- 
nentiallinie  mit  der  Gleichung 

y  =  «9=^ 

(vergl.  D.-E,.,  Seite  353,  Fig.  74)  und  unten  dm^ch  die  X-Axe 
begrenzt  wird. 

oo 

2.)      L-^dx  =  -  lim  \e-^i  =  1  -  lim  (4; )  =  1 . 

J  6=oo  "  ö=oo  \^    / 

0 

oo  , 

3.)      /-r^.,  =  -  l™    arctgf  ^)     =  -  lim  arctgf    )  =  —  • 
'     Jä^-^x-       «6=00  L  V«/Jo        «  6=oo  \aJ        2« 


4.)      A-J— =  lim    f 
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c 

dx  1 


271 


,  lim     arct 

+  X-       a  c=+oo  _ 

A=— oo  0  b^  —  oo 


«© 


=  -     lim  arctg  {)  —  lim  arctff  (  -  ) 

1    /TT  7T\  TT. 

"  a  \2       Yy  ~  T  * 

Aus  diesem  Beispiele  sieht  man,  dass  auch  gleichzeitig- 
beide  Grenzen  unendlich  werden  können.  Im  Uebrigen  kann 
man  die  letzte  Aufgabe  auch  durch  Zerlegung  des  Integrals  auf 
die  vorhergehende  Aufgabe  zurückführen.  Es  ist  nämlich,  wenn 
man  y  =  —  x  setzt, 

4-00  0  -f-oo 

r  dx       r  dx       r  dx 

j^^2  "^j-c^^i  +Ja^:^- 

—  oo  — oo  0 

fl  +00 

+  00  0 

oo 

Ja--\-x:^        a 

0 
oo 

5.)  /-^  =  lim  [2]/I-]''  =  2  lim  y^  —  2  =r  oo. 

J   V  X  *=oo  '  i==oo 


6.) 
7.) 
'S.) 


oo 

/-—=  =  —  2  lim  [4=1   =2  —  2  lim  (^  ^  =  2 

J  Xy  X  h=ooVy  x\  Ä=oo\]/6/ 

oo 

y-^  =  lim  \\xf  =  lim  1  f  —  )  =  oo . 
X  b=cc  «  /;=oo     V«/ 

oo 

/cosxdx  =  li-m  [sin.r]^  =  lim  sin  o. 
6=oo  ^  &=oo 


272  §  45.     Integratiou  bei  unendlichen  Grenzen. 

Dieser  Ausdruck  nähert  sich  keiner  bestimmten  Grenze;  in 
diesem  Falle  wird  also  das  Integral  unhestimmt,  wenn  man  die 
obere  (oder  untere)  Grenze  unendlich  gross  werden  lässt. 

CO 

9.)  Umxdx  =  lim  [ —  cosrr]''  =  1  —  lim  cos  5. 

J  b=oo  0  6=oo 

0 

Dieser  Ausdruck  wird  ebenfalls  unbestimmt.  Davon  kann 
man   sich   auch   durch    die   geometrische  Deutung  überzeugen, 

h 

denn  das  /sin a;f/a;   stellt   den  Flächeninhalt,  der  ebenen   Figur 

b 

dar,  welche  von  der  SinusUnie  mit  der  Gleichung 

ij  =  sin.-r 
(vergl.  D,-K.,  Seite  352,  Figur  73)  und  der  X-Axe  l)egrenzt 
wird.     Dabei  sind  die  Theile  über  der  X-Axe  mit  positioem  und 
die  unter  der  X-Axe  mit  negativem  Zeichen  in  Kechnung  zu 
ziehen. 

Auch  bei  der  Kubatur  der  Rotationskörper  war  ein  der- 
artiges Integral  bereits  aufgetreten.  In  §  17,  Aufgabe  13  er- 
hielt man  für  das  Volumen  des  Körpers,  ^'elcher  durch  Rotation 
der  Cüsoide  um  die  Asymptote  x  =  2a  entsteht,  einen  Wertli, 
der  auch  dann  noch  endlich  bleibt,  w^emi  ij  unendlich  gross  wird. 
Es  war  nämlich 

sin^ff' 

:c  =  2asin-a-,     u  =  2a ^— ■>   x  —  2a  =  — ■2acos^tf', 

*'     ^  cos  Cf  ^' 

.'/ 
V=7t/{x — 2ay^di/  =  a^n  { — sin(2y)cos(2^)  +  2y  +  -|sin^(2y)]. 

0 

Für  lim  y  =  oo  wird  (p  =  —  ■>  also 

CO 

V  =  TT  fix  —  2aydy  =  a'^n'-. 

0 
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§  Re- 
integration von  Differential-Functionen,  die  an  den  Grenzen 
des  Integrals  unstetig  werden. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  137—139.) 

Bei  der  Erklärung  des  bestimmten  Integrals  durch  Formel 
Nr.  -1  der  Tabelle,  nämlich  durch  die  Gleichung- 

(1.)  Jf'Wx  =  [fix)f  =f{b)  -f(a) , 

war  bisher  auch  die  Voraussetzung  gemacht  worden,  dass  f\a:) 
in  dem  Intervalle  von  a  bis  b  stetig  sei.  Jetzt  möge  aber  fix) 
stetig  sein  für 

a'^x<b, 
während 

(2.)  nb)  ^±<yo 

ist.  Bezeichnet  man  dann  mit  ß  eine  beliebig  kleine  positive 
Grösse,  so  gilt  für 

/nx)dx=fib-ß)-fia) 
noch  die  frühere  Erklärung  des  bestimmten  Integrals,  wie  klein 
ß  auch  sein  mag.     Dem  entsprechend  möge  Jf'{x)dx   erklärt 

a 

werden  durch  die  Gleichung 

(3.)  Jf'{x)dx  =  lim  ff'{x)dx  =  lim/(^  —  ß)  —f{a). 

«  (3!=ü  a  1-1=0 

Es  sei  z.  B. 

f'{x)=^~=L^,    also   f'{b)  =  ±oo, 

Y  0 X 

dann  wird 

h  h 

ff'ix)dx  =  f-^  =  -  2\im[n~-^x][-^ 

J  Jyb  —  x  [i=o  « 


2  Aim]//^  —Vb  —  «^  =  2  ]/6 
V=o  / 


a, 

Kiepert ,  Integral -Reclimmg.  18 
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Bleibt  /'(.r)  stetig  für 

während 

(4.)  /'(«)  =  ±  ex, 

ist,  so  bezeichne  man  mit  «  eine  beliebig'  kleine  positive  Grösse, 

dann  gilt  für 

/fXx)dx=fib)^f{a  +  a) 

a-\-a 

noch  die  frühere  Erklärung  des  bestimmten  Integrals,  wie  klein 

h 

auch  a   sein   mag.    Dem   entsprechend   möge  ff'{x)dx  erklärt 

a 

werden  durch  die  Gleichung 

(5.)        Jf\^¥^  =  lini  Jf\^¥x  =f{b)  —  lim/(a  +  a). 

Es  kann  auch  vorkommen,  dass  beide  Fälle  vereinigt  sind, 
dass  also 

(6.)  f'{a)  =  ±  oo     und   f\h)  =  ±  oo , 

dass/'(^)  aber  stetig  ist  für 

a<.x  <.b\ 
h 
dann  ^N\Y^J'f'{x)dx  erklärt  durch  die  Gleichung 

a 

(V.)    ffX^Yx  =  lim  Jf'{x)dx  =  lim/(^  —  ß)~  lim/(a  +  a). 

Beispiele  von  derartigen  Integralen  waren  bei  der  Quadratur 
der  Curven  mehrfach  aufgetreten.  So  ergab  sich  bei  Aufgabe  8 
in  §  11  für  den  Flächeninhalt  der  ebenen  Figur,  welche  oben 
von  der  verallgemeiner'ten  Hyperbel 

m 
y  =  Y'Ip  .  X     " 

begrenzt  wird, 

*a  ,j, —  n—m  n—m 
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n—m 

Ist  n  >  m ,  so  wird  lim  xi  "   =  0,  und  man  erhält  für 

«1=0 

n—  m 


(9.)  F=ß 


wy2;?     "IT      w;r2y2 


n — m  n — m 

einen  endlichen  Werth,  obgleich  tj  unendlich  gross  wird  für  :r  =  o, 
so  dass  sich  der  Flächenstreifen  längs  der  Y-Axe  in's  Unendliche 
erstreckt. 

Ferner  fand  man  bei  Aufgabe  12  in  §  11  für  den  Flächen- 
inhalt der  ebenen  Figur,  welche  von  der  Cissoide  mit  den  Glei- 
chungen 

(10.)  a;  =  2a  sin^ ,     V  =  2«  ~— 

begrenzt  wird, 

X  (p 

(11.)  -F  =  /i/dx  —  8a^  /sh\^(f  d(p 

0  0 

=  a2[3f/)  —  cos^(2sin3^  +  Ssmcp)] . 

TT 

Für  X  =  2a  oder  ff  =  ^  wird  ^  unendlich  gross,   so   dass 

sich  der  Flächenstreifen  längs  der  Asymptote  x  =  2a  in's  Un- 
endliche erstreckt.     Trotzdem  bleibt 


Sa^Tt 
~'2~ 


(12.)    F=  jydx  =  a-  lim  [3y  —  cos  ^(2sin'^^  4-  Ssinr/))]  = 

endlich. 

Man  erkennt  aus  den  angeführten  Beispielen,  dass  bei 
dieser  Erklärung  das  bestimmte  Integral  auch  dann  noch  als 
der  Flächeninhalt  einer  ebenen  Figur  betrachtet  werden  kann, 
wenn ,  die  Function  unter  dem  Integralzeichen  an  den  Grenzen 
unendlich  gross  wird. 

Uebuugs  -  Beispiele. 

•1.)      I  ^,  =  lim  lix —  aV^dx  —  3  lim \Vx  —  a\ 

»      '    ^  ^  a+a 


=  3  7^  —  a  —  3  lim-p/«  =  3-^/6  —  0. 

a=0 


18* 
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2.)      /-Vi=  =  lim  f~J^=  =  lim  [1(^-  +  j/a;^-  a^)]' 


y.. 


n  +  (i 


y- 


■>A 


dx 


\b  +]/P^-a2)  —  lim  \{a  +  u  +]/2aa  +  u^) 
-  la  =:  II 


i(j+T/^Er7;5)_i„  =  i(i±fcf!) 


hm     / 


y{o:  —  a){h-~  X)       «=o    J^^^  y{x—d){h  —  x) 


h 


Nun  ist 
dx 


-h 


dx 


y{x—d){h^-x)     jy—ah-^{a-\-h)x  —  x^ 

dx 


oder,  ^Yenn  man 

a  -^  h 

•"■ 2" 

also 

setztj 


a-^-h^ 


—  1  ^  «i  ^  L\"^~  1  —  (a + J)^ + .-r^ 


=  '.  (^J-^  =  (^)  =  ^^ 


dx  =  c?/.     2c  =  Z»  —  a 


r2x  —  a  —  b^ 
- 


Deshalb  wird 


ydx                       dt  •    /i\ 
=  — =  arcsm (  -  ) 
y{x—a){b—x)      Yc'-  —  t^  \c/ 

/2x  —  a  —  b\ 
\      b  —  a~J  ' 

/            dx                   ,.     r         .    /2x—  a—  b\-]' 
I  =  hm   arc  sni  (  — -, 1 

J'V{x—a){b  —  x)      «=o  L  \     b  —  a      /J  ^  ^  ^ 

Vlimf-^  +  ^^-n 
/        ß=o\     b  —  a     / 


y{x—a){b  —  x)      ^^_^-  -„^„ 


=  lim  arc  sin  ( 


b  —  2ß  —  ci> 


b  —  a      J       ß=oV     h  —  a 
=  arcsin(+l)  —  arcsin(—  1)  =  2arcsml=7r. 


)  f^.  =  u£j  [^  1  (hrO]  =  Ä  !,ä '  (Ä) = 
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§47. 

Integration  von  Differential -Functionen,  die  zwischen 
den  Grenzen  unendlich  werden. 

(Vergl.  die  Formel- Tabelle  Nr.  140.) 
Wird  die  Function  f'{x)  für  x  =  c  unendlich  gross,   wobei 
c  zwischen  den  Grenzen  a  und  h  hegen  möge,  während  f'{x) 
stetig  bleibt  für 

a'^x  <cc     und  für     c<x'^b. 


dann  soll  ff'{x)dx  erklärt  werden  durch  die  Gleichung 


ff  {x)dx  =  lim  jy'{x)dx  -f  lim  ff'{x)dx 

=  f{^>)  -/(«)  +  lim/(6— r)-lim/(c+(J), 

7=0  ()  =  0 


wobei  /  und  d  beliebig  kleine  positive  Grössen  sind. 


üebuugs  -  Beispiele. 

Aufgabe  1.     Der  Gleichung 


(2.) 


x-iß  =  1,     oder    y  = 


entspricht  eine  Curve  (Fig.  99). 
welche  die  Y-Axe  zur  As^^m- 
ptote  und  ausserdem  zur 
Symmetrie -Axe  hat;  man 
soll  den  Flächeninhalt  der 
Figur  berechnen,  welche  oben 
durch  diese  Curve,  unten 
durch  die X- Axe,  links  durch 
die  Ordinate  .r  =  —  1  und 
rechts  durch  die  Ordinate 
X  —  -\-  2  begrenzt  wird. 
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Auflösung.  Läugs  der  F-Axe  erstreckt  sich  die  Figur  in's 
Unendliche,  denn  füi'  a;  =  0  wird  y  =  oo,  folghch  ist  in  diesem 
Falle 


(3.) 


i^=  lim  fijdx  ■\-  Xwajydx 

=  lim  J X     dx  -\-  lim  Jx      dx 

y=o__i  1^=0  l|.j 

=:3lim[-^^r+ 3  lim  [-^Tr^ 


y  =  0 


also 

(4.)         F=  3[1  —  lim-^7  +  -v/2  —  lim-y^l  =  3(1  +-^2). 

7=0  (J=0 

Man  erhält  also  für  den  Flächeninhalt  der  Figur,  die  sich 
längs  der  Y-Axe  bis  in's  Unendliche  erstreckt,  einen  endlichen 
Werth. 


Aufgabe  2.    Der  Gleichung 

Fig.  lOX 

1 

^    '  (5.)     x'y  =  1,  oder  y  =  -. 

entspricht  eine  Cui've  (Fig. 
100),  Avelche  gleichfalls  die 
Y- Axe  zur  Asymptote  und  zur 
Symmetrie- Axe  hat;  man  soll 
den  Flächeninhalt  der  ebenen 
Figur  berechnen,  welche  oben 
durch  diese  Curve,  unten 
durch  die  X-Axe,  links  durch 
^^^  "'       die   Ordinate  x—  —  l   und 

rechts  durch  die  Ordinate  x  =  -^  2  begrenzt  wird. 

Auflösung.  Längs  der  F-Axe  erstreckt  sich  die  Figur  bis 
in's  Unendliche,  denn  für  x  =  0  wird  y  =  oo,  folglich  wird  auch 
in  diesem  Falle 
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-V  +2 

(6.)  F=  lim  f^  +  lim  ßt 

-  /  -,+  2 

=  lim +  lim 

=  lim 1  —  -  +  lim  -.  =  oo. 

v=o  r  2        d=o  o 

Man   hätte  einen  Fehler  gemacht,    wenn   man  geschrieben 
hätte 

+  2 


J  ^'     L    xl^         2 


+  2  ,  3 

2 


Man  sieht,  dass  die  geometrische  Deutung  des  bestimmten 
Integrals,  wie  sie  früher  unter  Ausschluss  von  Unstetigkeiten 
gegeben  w^u^de,  bei  der  Erklärung  des  bestimmten  Integrals 
durch  Gleichimg  (1.)  auch  dann  noch  bestehen  bleibt,  wenn 
f\x)  für  einzelne  Werthe  von  x  zwischen  den  Grenzen  a  und 
ö  unstetig  wird.  In  dem  Falle  nämhch,  w-o  /'{x)  für  ?i  ver- 
schiedene Werthe  von  x  zwischen  den  Grenzen  a  und  b  un- 

6 

stetig  wird,  muss  msai  /f'{x)dx  in  n-\-l  Integrale  zerlegen  und 

bei  jedem  einzelnen  das  in  Gleichung  (1.)  angedeutete  Grenz- 
verfahren anwenden. 


Aufgabe  3.    f^^  =  ? 


Auflösung.  Da  die  Function  unter  dem  Integralzeichen  für 
X  =  0  unendlich  gross  wird ,  so  muss  man  das  Integral  wieder 
in  zw^ei  andere  zerlegen.    Man  setzt  also 
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(7.)  P~'-  =  lim   /"^  +  lim   ß 

—  a  —  n  -\-d 

=  \[m\(^)+  limlf^,^ 

In  diesem  Falle  hängt  der  Wertli  des  bestimmten  Integrals 

von  dem  Verhältnisse  l-  ab.     Da  dieses  Verhältniss   unendlich 

viele  Werthe  haben  darf,  so  hat  auch  das  Integral  unendlich 
viele  Werthe.     Für  y  =  6  wird 


—  a 


Dieser  Werth  heisst  nach   Cauchy   „der  Haupttoerth'-''   des 
bestimmten  Integrals. 


6 

dX  c\  7 

=^  .''     wenn  a  <c <b. 


Auflösung.    Indem  man  wieder  die  Zerlegung  des  Integrals 
ausführt,  findet  man 

h  h 

^  ^  J^{x-cy  r      ^ 

a  a 

c—y  h 

=  lim  fix  —c)    ^dx  -\-  lim  fix-  —  c)    ^dx 


h 


=  5  [lim  -^^ — -^^^ + -^6^^— lim  y/  ^J 
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§  48. 

Näherungsmethoden  durch  Einführung 
einfacherer  Functionen. 

In  vielen  Fällen,  wo  das  unbestimmte  Integral  einer  Diife- 
rential-Function  schwer  zu  ermitteln  ist,  kann  man  den  Wertli 
des  hetitimmten  Integrals  dm'cli  andere  Hiilfsmittel  genau,  oder 
doch  mit  grosser  Annäherung  berechnen. 

Von  diesen  Hülfsmitteln  sollen  hier  einige  angeführt  werden. 

Aus  der  geometrischen  Deutung  eines  bestimmten  Integrals 

h 

Jf{x)dx   als  Flächeninhalt    einer  ebenen  Figur,    welche  oben 

a 

begrenzt  ist  durch  die  Curve  y  —f'{x),  rechts  und  links  durch 
die  Ordinaten  x  =  b,  bezw.  x=^  a  und  unten  durch  die  X-Axe 
(vergl.  Formel  Nr.  -1  der  Tabelle) ,  ergiebt  sich  sofort  der  fol- 
gende 

Satz  1.  Sind  i/x  =  f/)(.r)  und  y  T=f'[x)  zwei  Functionen^ 
welche  zioischen  den  Grenzen  a;  =  a  und  x  ^=  b  sich  durch  Curven 
geometrisch  darstellen  lassen,  und  bleibt  in  diesem  Intervalle  (f{x) 
besfänd/y  gleich  oder  kleiner  als  f'{x),  so  ist  auch 

h  h 

(1.)  fy{x)dx<ff\x)dx', 

a  a 

denn  die  von  der  Curve  y  =f'{x)  begrenzte  Figur  hat  einen 
grösseren  Flächeninhalt  als  die  von  der  anderen  Curve  yi  =  (p{x) 
begrenzte  Figur.  Dabei  ist  zunächst  vorausgesetzt,  dass  die 
Ciirven  beide  über  der  X-Axe  liegen;  der  Satz  bleibt  aber  auch 
dann  noch  richtig,  wenn  diese  Voraussetzung  nicht  erfüllt  ist. 

Man  kann  den  Beweis  auch  unabhängig  von  der  geometri- 
schen Deutung  des  bestimmten  Integrals   führen,    indem   man 
dasselbe  als  eine  Summe  von  unendlich  vielen,  unendlich  kleinen 
Grössen  (f{x)dx,  bezw.  f'{x)dx  betrachtet.     Aus 
(2.)  if{x)dx  ^f'{x)dx 

folgt  dann  auch  die  Ungleichheit  der  Summen,  also 

6  h 

f(f{x)dx<ff'{x)dx. 
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Satz  2.     Liefft   die   Functmn  f'{i')  für   alle  IVerfhe    von  x        \ 

innerhalb  des  Intervalles  von  a  bis  b  der  Grösse  nach  beständig        | 

zwischen  ff(x)  und  ip(x),  ist  also  j 

(3.)                                    cf{x)^fXx)^ip{x),  I 
so  ist  auch 

h  b  b 

(4.)  f(p{x)dx  <  J'f'{x)dx  </ip{x)dx. 

a  a  n 

Dieser  Satz  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  Satz  1. 


Uelbungs-Beispiele. 

n,5 


Aufgabe  1.     /— 


dx       .^ 


Auflösung.    Da  x  beständig  ein  positiver  ächter  Bruch  ist, 
so  gelten  die  folgenden  Ungleichungen: 
OSa;<l, 

O^x^^x'-, 

1  >1— 2;3>1— a;2, 


i^yi—x^^yi-~x% 
~  yi  —  x^^yi  ~x^ 

folglich  wh^d  auch 

0,5  0,5  0,5 

(5.)  Idx  <  I    , ^ <  l-, 


0  0      '  0 

oder 

0^.5 

(6.)  0,5  <  /— =^=  <  arc  sin('|-^=.|^  =  0,5235  988. 

0 

Am  häufigsten  wh-d  der  Satz  zur  Anwendung  kommen  in 
dem  Falle,  wo  für  die  Werthe  eines  bestimmten  Integrals, 
welches  einen  „variablen  Parameter^-  enthält,  eine  Tabelle  bereits 
berechnet  ist.    In    dieser  Tabelle   sind   natürlich   nur  einzelne 
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Wertlie  des  Parameters  berücksichtigt;  will  mau  dann  den  Wertli 
des  Integrals  aucli  für  andere  Wertlie  des  Parameters  ermitteln, 
so  muss  man  zunächst  den  angegebenen  Satz  benutzen,  um  einen 
augenäherten  Werth  zu  erhalten.  Wie  dies  gemeint  ist,  möge 
die  folffeude  Aufeabe  zeig-en. 


Aufgabe  2.    /yj 


dx 


y\  —  sin^«  sin^.?; 

(I 

Auflösung.  Liegt  der  Winkel  «,  welcher  in  diesem  Beispiele 
der  .^variable  Parameter'-'-  ist,  zwischen  den  beiden  spitzen 
Winkeln  «i  und  «o,  ist  also 

so  wird 

sin^i  <  sin^«  <  sin^o, 

sin^«,  w?x  ^  siu-«sin2.r  ^  sin%2siu2.r, 

]/l — siu-«isin-.r  ^  yi — ■  sin-«sin2.r  ^  |/l — sin^«2sin-a:, 

1  _  1  _  1 


yi- — sin-aisin-:r      j/l  —  sin-«  sin''':c      ]/l— sin^wasin^a: 
also 


(7.)  /''    '^"      r   '''    <  (1= 

J  y  1 — sin-wisin^a;    J  yl —  sin-«  sm^j;   y  y  1 —  i 


dx 


Vi — sin-wisin^a;    J  Vi —  sin-«  sin^j;   yyi — siu2«2sin% 

Es  sei  z.  B. 

fti  =  38^,     u  =  38°  30',     «2  =  390, 
dann  ist,  wie  man  den  Tafeln  von  Legendre  entnehmen  kann, 

7t  n 

,^  \  /  "  dx  C"         dx 

(8.)/-===  1,7633,    /—===  1,7748, 
j  \\ — smVismlc  jV\ — sin2«<,sin-:r 

0  0    ' 

also 

n 

i"^  dr 

(9.)  1,7633  <^;====r<l,77i8. 

jyi  —  sm^«  sni-.c 

0 

Der  genaue  Werth  des  Integrals  wird,  wie  man  auf  einem 
anderen  Wege  feststellen  kann,  1,7690. 
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iVIittelwerthsätze. 

(Yergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  Ul,  lila  und  142.) 

Es  sei  jetzt 

(1.)  f'{^)=ffix).h{x), 

wobei  die  stetige  Function  /i{x)  in  dem  Intervalle  von  a  bis  b 

zunächst  hestllndig  positiv,   oder  doch  wenigstens   nicht  negatiü 

sein  möge;  es  sei  also  h{x)  ^  0.    Ferner  erreiche  die  in  diesem 

Intervalle  stetige  Function  g{x)  ihren  Meinsien  Werth  K  für 

x-=  x\^  und  ihren  grössten  Werth  G  für  a:  =  .ro ,   wobei  a:i  und 

5-2  noch  zwischen  den  Grenzen  a  und  h  liegen  oder  mit  diesen 

Grenzen  zusammenfallen  sollen;  es  sei  also 

(2.)  g{x,)  =  K    und    g{x.^)  =  G, 

dann  wird 

(3.)  K^g{x)^G, 

und  deshalb  auch 

(4.)  K .  h{x)dx  S  g{x) .  h{x)dx  =f'{x)dx  S  G  .  h{x)dx ; 

folglich  wird  nach  Satz  2  in  §  48 

(5.)  Kfhix)  dx  <-/g{x) .  h{x)dx  <  Gfh{x)dx. 

an  a 

Erklärt  man  also  die  Grösse  M  durch  die  Gleichung 

b  h  b 

(6.)  ffip^y^  ^Jö{x)  •  K^Y^'  =  Mfh{x)dx, 

a  a  a 

SO  folgt  aus  Gleichung  (5.) 

(7.)  K  =  g{x,)  ^M^G  =  g(x.^. 

Nach  einem  bekannten  Satze  über  stetige  Functionen  muss 
es  daher  zwischen  xi  und'  X2  einen  Werth  von  x  geben  —  er 
heisse  '§  — ,  für  w^elchen 
(8.)  M=g(^) 

wird.    Da  ^  zwischen  xi  und  xo  liegt,  so  muss  i  auch  zwischen 
a  mid  b  liegen;  es  ist  also 
(9.)  ö  ^  §  ^  ^>. 
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Erklärt  man  also  eine  Grösse  Oj  durch  die  Gleichung 

(10.)  ®  =  V^^ 

0  —  a 

SO  liegt  &  zwischen  0  und  1,  und  man  erhält 

(11.)  5  =  a  +  0(5  —  a),     AI ^  cj[a  +  Q[h  —  a)\ . 

Deshalb  geht  Gleichung  (6.)  über  in 

b  h 

(12.)  f(j{x)  .  ]i{x)dx  =  g[a-{-  Q[h  —  a)\fh{x)dx. 

u  a 

Indem  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  mit  —  1  multi- 
plicirt,  folgt 

b  h  b 

(12a.)  ~/ff(x)./i{x)dx=/(/(z)[-h{z)]dx:=g[a-\-0{b--'a)]f[-h{x)]dx, 

rt  a  u 

oder  mit  anderen  Worten,  die  Gleichung  (12.)  bleibt  auch  dann 
noch  richtig,  wenn  die  stetige  Function  h{x)  in  dem  Intervalle 
von  a  bis  b  niemals  positiv  wird ,  wenn  also  h{x)  ^  0  ist.  Es 
genügt  also  für  die  Gültigkeit  des  in  Gleichung  (12.)  enthaltenen 
Satzes,  welcher  „c/er  erste  Mittelicerthsafz^^*)  genannt  wird,  die 
Voraussetzung,  dass  h{x)  zwischen  den  Grenzen  a  und  b  das 
Vorzeichen  nicht  wechselt. 

Aus  Gleichung  (12.)  folgen  noch  unmittelbar  die  Formeln 


(13.)  Soi^)  •  Ji{x)dx  =  gißx)  fh{x)dx^ 

0  0 

n4-c  «+c 

(14.)  Jö^^)  •  K^)d^  =  9{<^  +  Oc)  Jh{x)dx. 

a  a 

Setzt  man 

6  h 

]i{x)  =■  1,    also  J'h{x)dx  =  fdx  =5  — 

a  a 

SO  geht  Gleichung  (12.)  über  in 

h 
(15.)  J'9{x)dx  =  (i  —  a)g[a  +  Q{b  —  a)] , 

a 

oder 

6 

(15a.)  ff'{x)dx  =  {b  —  a)f'  [a  +  Q{b  ^  a)] . 


'■)  Der  zweite  Mittelwerthsatz  möge  hier  übergangen  werden. 
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Fig.  10). 


Für  diesen    besonderen  Fall   des   ersten  l^littelwertlisatzes 
ergiebt  sich  unmittelbar  die  folgende  g-eometrisclie  Deutung.    Der 

Gleichung  y  =f'{x)  entspreche 
die  Curve  AB,  dann  ist  der 
Flächeninhalt  der  ebenen  Figur 

(16.)  AyABB,  =ff'{xyix. 


Y 

L 

/ 

B 

/ 

/ 

/ 

R 

p/ 

S 

A- 

-^'" 

~ö 
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i 

a             i 

h 

Da  nun  der  Curvenbogen  AB 
stetig  ist,  so  giebt  es  zwischen 
A  und  B  77imdestens  einen  Punkt 
P,  welcher  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  die  Gerade  RS,  welche 
durch  P  zur  X-Axe  parallel  gezogen  ist,  ein  Rechteck  A^RSBi 
bestimmt,  welches  mit  AiABBi  gleichen  Flächeninhalt  besitzt. 
Macht  man  nämlich 

OQ  =  rt  -j-  0(5  — a), 
so  wird  in  diesem  Rechteck 

A,Bi  =  b~-a,     QP=f'[a-\-  Q{b  —  a)], 
also 

(17.)  A.ABBi  =ff'{x)dx  ^  A.RSB,  =  {b—  a)f'[a-^Q{b  —  a)]. 


§  50. 

Neuer  Beweis  des  Taylor^ sz\^tx\  Lehrsatzes. 

Aus  den  Sätzen,  welche  in  den  vorhergehenden  Paragraphen 
hergeleitet  worden  sind,  ergiebt  sich  ein  äusserst  einfacher  Beweis 
des  T'ay^r'schen  Lehrsatzes. 

Die  Function  f{x)  sei  mit  ihren  n  -\-  i  ersten  Ableitungen 
stetig  für  alle  Werthe  von  x  zwischen,  a  und  a  +  /<,  dann  findet 
man  durch  partielle  Integration,  nämlich  nach  der  Formel 


(1.) 
indem  man 


Jude  =  UV  — Jvdu, 


also 
setzt, 


§  50.    Neuer  Beweis  des  Tai/lorachen  Lehrsatzes. 
u  ^f'{a  +  h  —  () ,     de  =  dt, 

du  =  — f"{a  +  h—  t)dt,     V  =  t 
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(2.)    //'(a  +  h  —  t)dt  =  tf'{a  +  h  —  t)  +Jf"{a  +  h  —  t)tdt. 

u  "  b 

Für 
erhält  man 


u  =f"(a  +  h  —  t),     du  =  tdt 


du  =  --f"'{a  +  Ä  —  t)di,     V 


•2! 


f.  t 

(3.)     If"{a+h-t)tdi=  y-"{a+h-t)+lf"\a  +  h-^f)^^^^  dt. 

ü  0 

Wenn  man  in  dieser  Weise  fortfährt,  findet  man  die  Glei- 
chungen 

t  t 

(4.)     j'f"'{a+h~t)^^^dt  =  'l^f'"(a-\.h-t)+Jß\a  +  h~t)^^^  dt. 


3!     ' 


t 

f  /n— 1  m 

(5.)   jf^-\a  +  7.-0  ^^^3^,  r/^  =  -,/'«)(a  +  A  -  0  + 

u 

fp'+%a  +  h  ~  t)-^dt. 


Durch  Addition  der  Gleichungen  (2.)  bis  (5.)   ergiebt   sich 


daher 


(6.)   Jf\a  +  h  —  t)dt  =  -^f\a  +  h  -  t)  + 

0 

|j/"(a + Ä  -  0 + ^;,r '(« + /^  -  0 

^n  /■  /n 


c/i^. 
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Beachtet  man,  dass 
(7.)  ffXa  +  h  —  t)dt  =  —f{a  +  h  -  i)  +f{a  +  h) 

0 

ist,  so  gellt  Gleichung  (6.)  für  t  —  h  über  in 

(8.)  /(„+/,)=/w+/x^/,+ö^/.+.qf/.  ■ 

wobei 

h 

(9.)  R  =  fß''+'Ka  +  h^t)  ~  dt 

0 

ist.    Nach  dem  Mittelwerthsatz  (Formel  Nr.  141a  der  Tabelle) 
ist  daher,  wenn  man  1  —  0  mit  ©i  bezeichnet, 

h 


Da  0  zwischen  0  und  1  liegt,  muss  in  diesem  Ausdrucke 
auch  01  zwischen  0  und  1  liegen.  Setzt  man  zum  Schlüsse 
noch  a  =  X  und  schreibt  0  statt  0i ,  so  erhält  Gleichung  (8.) 
die  Form 

(11.)  fix  +  h)  ^f{x)  +^  Ä  +  -A^r  ^'"  +  Q^  ^'" 

f(n)(cc) 

+  •••  +^— pA"  +  i^, 

71  \ 

wo 

(W    +    1  j  ' 

ist.    Dieses  Resultat  stimmt  genau  mit  D.  -  R. ,  Formel  Nr.  49 
der  Tabelle  überein. 
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§  51- 

Gliedweise  Integration  unendlicher  Reihen. 

(Vergl.  die  Formel- Tabelle  Nr.  143.) 

Die  Glieder  «o,  "i,  ^2,  ^h-,  •  ■  •  der  unendlichen  Eeilie 

(1.)  f'{z)  =  Wo  +  Wi  +  W2  +  «^3  4-  •  •  • 

seien  Functionen  von  x^  welche  in  dem  Intervalle  von  a  bis  b 
stetig  sind.  Lässt  sich  dann  eine  hinreichend  grosse  Zahl  m  so 
bestimmen,  dass  für  n^m  der  absolute  Betrag'  des  Unterschiedes 
JRn  zwischen  der  Summe 

Sn  =  Uo  +  «1  +  «<2  +  •  •  •   +  Un-i 

der  ersten  n  Glieder  und  der  bestimmten,  endhchen  Grenze  f'{x) 
stets  kleiner  bleibt  als  eine  vorgeschriebene,  beliebig  kleine 
Grösse  e,  welchen  Werth  x  auch  in  dem  Intervalle  von  a  bis  b 
haben  mag,  so  heisst  die  Reihe  ^^gleichm'dssig  convergent''^.  Da 
hierbei  Rn  eine  Function  von  x  ist,  so  möge  diese  Grösse  bei  der 
folgenden  Untersuchung  mit  Rn{x)  bezeichnet  werden.  Dem- 
gemäss  sei 

(2.)  Rn{x)  =f'{x)  —  (tCo  +  tii  +  U2  -h  '  •  •  +  ^^n-l), 

oder 

(2a.)  f'{x)  =  Vo  +  Ul  -h  ^h  -\-  '  •  '  -h  Un-i  +  Rn{x). 

Daraus  folgt 

6  5  6  6 

(3.)    Jf'{x)dx  ■=-Ju<^dx  -\-  Juidx  -{-Ju^dx  + 

((  a  a  a 

b  b 

'  ■  ■  '^Jun-idx  -\rj Rn{x)dx. 

a  a 

Da  sich  aus  Gleichung  (2.)  ergiebt,  dass  auch  Rnix)  für  die 
betrachteten  Werthe  von  x  eine  stetige  Function  ist,  so  kann 

6 

man  für  die  Berechnung  yoio.  fRn{x)dx  den  in  Formel  Nr.  142 

a 

der  Tabelle  ausgesprochenen  Mittelwerthsatz  anwenden,  nach 
welchem 

b 

(4.)  /Rn{x)dx  =  (b~  a)Rn[a  +  G{ö  —  «)] 

a 
Kiepert,  Integral -Rechnurig.  J9 
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ist.  Nach  Voraussetzung  wird  aber  Rn{x)  für  alle  Werthe  von 
X  zwischen  u  und  b  beliebig  klein,  w^enn  n  (gleich  oder)  grösser 
als  m  ist,  folglich  wird  auch  jR„[«  + ©(&—«)],  und  da  i  —  a 

eine  endliche  Grösse  ist,   auch  J'Rn{x)clx  beliebig  klein.    Man 

a 
h 

findet  Silso  Jf'(x)dx,  indem  man  die  einzelnen  Glieder  der  Reihe 

a 

h 

Wo,  wi,  U2,...  integrü't,  denn  der  Rest jMn{x)dx ,  welchen  man 

bei  Berücksichtigung  von  n  Gliedern  vernachlässigt,  wii'd  für 
hinreichend  grosse  Werthe  von  n  beliebig  klein.  Dadurch  erhält 
man  den  folgenden 

Satz.  Sind  die  Functionen  Uq,  Wi,  ii2,  ^3,  . .  .,/wr  alle  Werthe 
von  X  zwischen  a  und  h  stetig^  und  ist  die  Reihe 

f'{x)  =  Uo  +   Ui   +U2-\-  U3-] 

in  dem  betrachteten  Intervalle  gleichmassig  convergent,  so  ist  auch 
die  Reihe 

h  b  b 

Juodx  -\-Juidx  -\- J iL%dx' -\-  ' '  • 

a  a  a 

in  diesem  Intervalle  gleichmässig  convergent,  und  ihre  Summe  ist 

h 

gleich  ff'{x)dx . 

a 

Dabei  darf  mau  noch  die  obere  Grenze  mit  x  bezeichnen, 
so  dass  sich  ergiebt 

X  X  X  'X 

(^0  Jf'{^)^^  ^^Ju^dx  -\-Jaidx  -\-jU2dx  +  •  •  •  . 

«  a  a  a 

Dieser  Satz  hat  schon  in  der  Differential -Eechuung  bei  der 
Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  Anwendung  gefunden 
(D.-R.,  §  41). 

Damals  setzte  man 
(6.)         f{x)  =  .4  +  A,x  +  A^x^  +  Azx^  +  •  •  •  +  ^„a;"  +  R, 
also 

(7.)     f'{x)  *=  ^1  +  2A2X  +  3^32:2  +  •  •  •  +  7lAnX^-'  +  ^  • 
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Wie  die  Gleichung  (7.)  aus  Gleichung  (6.)  hervorgeht  durch 
Differentiation  der  einzelnen  Glieder,  so  findet  man  umgekehrt 
die  Gleichung  (6.)  aus  Gleichung  (7.)  durch  Integration  der 
einzelnen  Glieder  zwischen  den  Grenzen  0  und  x^  und  zwar  er- 
hält man  dadurch /(a;) — /(O),  woraus  sich  für  A  der  Werth 
./(O)  ergiebt.     Dabei  erhielt  man  den  Satz:   Ist  für  hinreichend 

,7  73 

grosse   TVerthe  von  n  die  Grösse  — —  beliebig  klein,  so  gilt  das- 
selbe auch  von  R. 

Man  erkennt,  dass  dieser  Satz  nur  ein  besonderer  Fall  des 
eben  bewiesenen  Satzes  ist,  denn,  während  es  sich  damals  nur 
um  Potenzreihen  von  x  handelte ,  sind  jetzt  uq ,  uy ,  uo, . . .  be- 
liebige stetige  Functionen  von  x. 

-  Die  Beispiele,  welche  bei  der  Methode  der  unbestimmten 
Coefflcienten  in  der  Differential -Rechnung  gegeben  wurden,  näm- 
lich die  Entwickelung  von 

(8.)     l{l  +  a:)  =  ^^4  +  'K-T  + fÜr-K^^  +  1, 


(9.)      MGtgx  =  ~~'^-{-~ 


X' 


+ 


für 


l^-^S+l, 


l  x^       1  .  3  a;s    ,    1  .  3  .  5  a;^ 


(10.)   arcsin^  =  _  +  _-_.  +  ^„i-  -^  +  ___  _,  + 

für  —  1  S  ^  S  +  1 
nach  steigenden  Potenzen   von  x,   eignen  sich  daher  auch  als 
Beispiele  für  den  vorliegenden  Satz. 

Aufgabe  1.    Mau  soll  die  Länge  des  Bogens  bei  der  Letn- 
niscate 

(11.)      r2  =  a2cos(2g))  Fig.  102. 

berechnen  (Fig.  102).  r 

Auflösung.    Aus  Gleichung 
(11.)  folgt 

rdr  =  —  a~sin{2(f)d(f, 

oder 

d(f>  r 

dr  "       a''^sin(29)) ' 

19" 


(12.) 
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(-•)  0-+-drj-+ 


,4  4.4 


=  1+     ' 


r 

._  .  ,  ahlr  ,  r    dr 

(14.)  ds  =     ,  1     s  r=  a^  I  ■■  • 

0 
Setzt  man 

r  =  at,     also     c?r  =  ac?^, 
so  wird 


(15.)  ..  =  «/- 


yi  — ^* 

Da  ?!2  ^  1  ist,  so  wird  nach  dem  binomischen  Lehrsatze 

also 

1 .  3  ^9    .   1 .  3  .  5  ^'3 


(17.)    ^  =  <r  +  2  5+2-r4¥  +  2-TT:6r3  +  ---) 

"  "  Va       2  öa^  "*~  2  .  4  9a9  "*"  2  .  4  .  6  13a'^  +  •') 
4 
Aufgabe  2.     /  , 


4 


Auflösung.     Nach  dem  binomischen  Lehrsatze  ist 

'■''■^  i7rTr3=(i+-^'r-=i4^'+o^"-S°+-  •  •  •  • 

so  lange  —  1  <  a;  <  +  1  ist.    Deshalb  kann  man  diese  Entwicke- 
lung  nur  benutzen,  um 

i  1— y 

dx 


y'*  dx     ,,    r 
0,5 '  0,5 ' 

zu  berechnen;  dabei  findet  man  aus  Gleichung  (18.) 
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1 

dx 


Vi  +x^ 

0,5    ' 


,.     [X       1  x^    ,   l.^x"'       1.3  .5a;i     , 


i-r 

y="oll       2  4    '2.47       2.4.610"^ 

Da  die  Reihe  in  der  eckigen  Klammer  auch  noch  für  x  =  l 
convergent  bleibt,  so  erhält  man 


0,5 


f    dx ]^_^     1.3  1.3.5 

|/l  _|_  a;3  ""     ~^  2T4    ■   2.4.7~'2.4.6.  10 


_1       ___J^ 1.3  1.3.5 

~2  "''2.4.2*        2.4.7.2^"^  2.4.6.10  .  2i"        ^"'  ' 
Die  Entwickelung'  in  Gleichung  (18.)  gilt  nicht  mehr,  wenn 
x>l  ist.    Islach  dem  binomischen  Lehrsatze  wird  aber,  wenn 
\b  \>\  a\  ist, 


m— 3 


+ 


(21.)  (a  +  5)-  =  ^.-  +  (^)aö— i  +  (^)a23— ^  +  (3)«-^^' 

Setzt  man  also  in  dem  Falle,  w^o  rr  >  1  ist, 
(22.)  a=],     b  =  x\ 

SO  wird  die  Bedingung,  dass  |Ä|>|a|  sein  soll,  erfüllt,  und 
man  erhält 

(23.)  (1  +  x^y  ^  x^'"+(^\^'>'-^  +(2  )^^"^^  +(^^  V'»-9+  .  .  . , 

also  für  m  =  —  - 

(..^        1^1         111.31  1.3.5     1      . 


|/l  +  ;r3     y^;»       2  y^9      2.4  |/^.i5       2.4.6  y.^21 
Dies  giebt 


4 


I     (25.)  I\±_  =  limF  f^-Lf^^hl  fJ^ 

4 
1.3.5  fjx_  1 

~2T4T6yy^+  J' 
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oder 

4 

dx 


Vi 


1.3.5       2 

+  2.4.6  i9]/^J    '^"  .^^^, 

Da  die  Reihe  in  der  eckigen  Klammer  auch  noch  für  x  =  i 
convergent  bleibt,  so  erhält  man 

4 

dx  /,        11.1.31 


^^'•Vyr+^      V    2  7./'3  + 


'-j/l  +  2;3  V         2  7  .#'   2.413.46 

_1_^3^5_J_  >. 

2.4.6  19.49^  / 

V         2.7^2.4.13       2.4.6.19  / 

Dui^ch  Addition  der  Gleichungen  (20.)  und  (27.)  erhält  man 
schliesslich  das  gesuchte  Integral 

4  1  4 

f    dx        _  f    dx         \    f    ^^ 

^'  JyTT^'^JyTT^^  Jyf 


+  x^ 

0,5    '  "  0,5   ' 


§  52. 

Berechnung  der  elliptischen  Normalintegrale  erster  und 
zweiter  Gattung. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  144  bis  151.) 

Das  in  dem  vorhergehenden  Paragraphen  angegebene  Ver- 
fahren kann  man  auch  zur  Berechnung  der  elliptischen  Normal- 
integrale  erster  und  ziceiter  Gattung  benutzen.  Das  elliptische 
Normalintegral  erster  Gattung,  auf  welches  sehr  viele  Aufgaben 
der  Geometrie,  Physik  und  Mechanik  führen,  hat  die  Form 


/. 


dx 


1/(1  — a;2)(i_  ^2^2) 
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wobei  k- <.  1  lind  x-^l  sein  mögen.    Dann  erhält  man  znnächst 
nach  dem  binomischen  Lehrsatze 

(1.)     -7—^ =  1  +  ^  ^a^  +  ^  k^x*  +  ^-4^  ^'^'  +  •■-, 

^    '     |/l_^2^2  ^2  ^2.4         ^2.4.6         ^        ' 

oder,  wenn  man  der  Kürze  wegen 

,_.  1  1.3  1.3.5...(2?^  — 1) 

(2.)  Ci   =   —  5     C9  =   J    .  .  .  Cn  =  ^ 

^    ^  '       2        -       2.4"  2.4.6...  (2w) 

setzt, 

(3.)  ,  ^  ^  1    +   Ciy^2^2  _|.   ^.,^4^4  ^  ^^6^6   ^ 

1  1  :r2  '>'* 


1/(1— rr'^)  (1— >?;2ä;2)       Yl  —  x^  Yl—x^  yi~x' 

+  ^3^%-^^ — ;  +  •'•■ 
yi—x^ 

Da   diese   Reihe   zwischen   den   Grenzen  0   und  x  gleich- 
massig  concergent  ist,  so  wird 

(5.)     /  ^"  -  =  f-£^=.  +  c,k^f-£t=. 

j'V(i~x^)(i—k''x')  Jyi—x'       Jyi—xj 

0         ^  ^  ^  ^      d  0    ' 

'    Jl/l-:r-^  yyi-rr 


=  + 


J  Vi  —  X-       «=i  J  Vl^  a. 


Nun  ist  aber  nach  Formel  Nr.  78  der  Tabelle 

X 

(6.)  /  =  Cjiarcsina:  —  Gn{ct) .  ]/l  —  x'^ , 

JVi  —  x^ 


0 

wobei 
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^  ,  ,       x^   ,    5a;3        5.3.x  /l  x^    ,    1    x^   ,   x\ 

'^»(^^  =  6  +  671  + 11:1:2  =  H7.  T  +  ^  3  +  r)' 

allgemein 

.  _  a:^'^-^      (2^— IV'^-^  (2n-l)(2?z-3)...3.a; 

(7.)    6rn(a;j  -  -g^  +  ^2w)  (2/^—2)  "^  "^  (2w)(2w  — 2)  ...4.2 

~  ^'\c^  2w— 1  "*"  ö;^  2«— 3  "^  *"  c^  ¥  ^  1/ 

Deshalb  erhält  man 


yfiT  /  "=00  \ 
=(1  +  2  c2,?;2n\arcsma: 
V(l  — a;2)  (1— /^2^r2)       \         t^x    ""      ) 


dx 

Ji=CX> 


Von  besonderem  Interesse  ist  der  AVerth  dieses  Integrals, 
den  man  für  x=^  1  erhält  und  mit  K  bezeichnet.  Es  wird 
nämlich 

(9.)     K=^f^=£^==  =  ^imf-^==^^== 
"-    '  JV{1—  x'')  (1  —  k^x^)       ß=oJ  ]/(l  _  a;2)  (1  _  ^2^2^ 

oder 


Noch  häufiger  wird  man  durch  Aufgaben  aus  der  Geometrie, 
Physik  und  JMechanik  auf  elliptische  Integrale  zioeiter  Gattung 
geführt,  die  man  auf  die  Normalform 


/ 


l/l  —  k^X^    , 

-  dx 
Vl—x'- 
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bringen  kann.    Hier  wird  nach  dem  binomischen  Lehrsatze 

(11.)     yi^Fx-^  =  1  -i^2^2_  J_^4^4__lli_^6^6 

Z;2^2  /,4^4  ^6^6 

oder 

(12.)  l/l  -  /(;V  =  1  -   ^cn  "— %  , 

also 


Da  diese  Reihe  zwischen  den  Grenzen  0  und  x  gleichmässig 
convergent  ist,  so  erhält  man 

X        X  X 

'Vi  —  k^x"^  j         f    dx  *'=^  cji^''    f  x^''dx 


,^ , ,  ry\  —  k'^x'^  j     r  dx       *^=^  cnk^^  r  x- 


0  0  0 


also    nach    Formel    Nr.  78    der    Tabelle,    nämlich   nach   Glei- 
chung (6.), 


(15  ^  /  dx={l    -  2  "^ —  1  ■ 


Vi 


n=-co   o    L2n 


Fül'  X  :=  l    ergiebt  sich  hieraus  der  Werth  des  Integrals, 
den  man  mit  E  bezeichnet,  nämlich 

ryi  —  k'^x''   ,       n  /       »^  clk^-''  \ 

0  ' 

Auf  ein  solches  Integral  wird  man  z.  B.  bei  der  Rectification 
der  Ellipse 

(16.)  Z>2^2  _|.  ^2^2  _  ß2^2  ^  0 

geführt  (vgl.  Aufgabe  2  in  §  19).  Aus  Gleichung  (16.)  folgt  nämlich 
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also 


0 

Setzt  man  jetzt 
(19.)  X  =  af,,     e  =  ah^ 

SO  wii'd 


wobei  die  Bedingungen 

(21.)  2;S1    und    k<l 

wirklich  erfüllt  sind.  Der  Bogen  s  wird  also,  vom  Factor  a 
abgesehen,  dem  in  Gleichung  (15.)  berechneten  elliptischen 
Normalintegral  zweiter  Gattung  gleich,  nui'  rauss  man  die  Inte- 


X 


grations  -Veränderliche  x  mit  iJ  =  -    vertauschen 


a 


Die  in  den  Gleichungen  (8.),  (10.),  (15.)  und  (15a.)  an- 
gegebenen Reihen  convergiren  nur  langsam.  Für  die  numerische 
Berechnung  sind  daher  die  folgenden  Entwickelungen  geeigneter» 
Es  ist  bekanntlich 


also 


cos^(?)  +  sm^(|)=l, 

cos.(f)+  2cos»(|)sin=(i')  +  sm'(^)=  L 

oder 

(22.)  cos*  (,2 /  "^         V 2  )  ^ 2""  ' 
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Daraus  folgt 

=  1  4-  1  sm2a(e2'p'  —  2  +  e--'/'')  =  1  —  sill^asinV, 
oder 
(23.)     1  —  sin^wsin^^  = 

COS*(|)[l  +  tg^(l)  •  e^-'P^l^  .  [l  +  tg^d)  .  e-'^'P^    ' 

TV  /(X\ 

Wenn  a  zwischen  0  und  —liegt,  so  ist  tg^f  -  j<  1;  ausser- 
dem ist  der  absolute  Betrag  von 

g±2^,-  _  cos  (2^)  ±  isin(2f/) 

co8\2(f)  +  sm%2(f)  =  1 ;  folglich  kann  man 


1  +ti 


<i) 


,  +  2(fi 


und 


1  + 


^Kl)"'"''! 


nach  dem  binomischen  Lehrsatze  entwickeln  und  erhält,  wenn 
man  der  Kürze  wegen  tgf- j  mit  e  bezeichnet, 

(1  _i_  ^2^2,piyn  ^  i  _^^"^\^2^2<pi  _j_  r^y^e^^vi  +  f^\^e^vi  -| , 

Indem  man  diese  beiden  Gleichungen  mit  einander  multi- 
plicirt  und  dabei  die  Eegeln  anwendet,  welche  (in  D.-R.,  §  49 
und  135,  vergl.  auch  D.-R.,  Formel  Nr.  75  der  Tabelle)  für  die 
Multiplication  zweier  unbedingt  convergenten  Reihen 

uq  -f  ici  -{■  1(2  -\-  ' ' '    und    t'o  -\-  vx  -\-  c-i  +  •  •  • 
gegeben  worden  sind, 'so  erhält  man,  weil 

ghpi  _f_  ^-X,pi  _  2  cos(yiy) 

ist,  die  Gleichung; 
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(24.)  (1  -I-  t^e^-'i''y"(l  +  e^e-^-'P^y»  = 

1   +  (^ly^ .  2cos(2y)+.{Q2cos(49')  +(^)] 

+  aep2cos(6^)+(7)Q)2cos(2.,)] 

+  es[(-)2cos(8^)+(7)Q2cos(4,)+(-Jj 

+  .-[(;^)2cos(lO,0  +(-)(-)2cos(6^)  +QQ2cos(2^); 

+  •••, 

oder,  wenn  man  die  Glieder  vereinigt,  welche  mit  cos(2yl^)  multi- 

plicirt  sind,  und  Gleicliung  (23.)  beachtet, 

(25.)     (1  —  sm^ösrnV)'"  =  ^o  +  2Ai  cos(2y)  +  2^2  008(4^) 

+  2^3  cos  (69)  +  •  •  • . 

Dabei  wii^d,  wenn  man  (     j  —  1  setzt , 
(26.)     A,  =  cos*-(|)[l  +  (7)>  +(™)\»  +  ('0.-  +  • .  •■ 

(27.)    ^.-o.».(|)^7).H-(»)(»).  +  QO  +  ...] 

=--©i(:)c:x)-"' 

.8.)     ^.  =  cos-(|)[(-).  +  ('X).  +  (»)(:).^  +  .. 
allgemein 

=-'-(i)"i(::)c  :,>''-■ 
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Wenn  e  =  tgY  -  j  hinreichend  klein  ist,  so  sind  die  Grössen 

A  dnrch  stark  convergente  Reihen  ausgedrückt. 

Die    durch    Gleichung-  (25.)    dargestellte    Reihe   ist    (jleich- 

<r 
massig  convergent,  so  dass  many(l^ — sin^  w  sin^ff)'" (/y    erhält, 

0 

indem  man  die  einzelnen  Glieder  der  Reihe  integrirt.     Dies  giebt 

(30.)  /(l  —  sin-«sin2^)'«(/y  = 

ö 

^oy  +  ^  sin(2y')  +  -^  sin(4r/.)  +  ^  sin(6f/0  -f-  •  •  • . 

1  ^  o 


In  dieser  Fol mel  sind  auch  die  elliptischen  Normalintegrale 
erster  und  zweiter  Gattung  als  besondere  Fälle  enthalten.  Setzt 
man  nämlich 

(81.)  X  =  sin^,     k  —  sina, 

also 


(32.)  dx  ■=  cos  (pd(f,    yi  —  X-  =  cos  ff , 

so  wird 

(33.)        f] ^"  =   'L=^L=  =  Fik,  ff) 

J  l/(r=^2)(l— >?;V)    /  y  1  —  sin2«  sin^^ 

und 


^    -    dx  = /|/l  —  sin2«  sinV  •  dff  =  E{k,  cf). 

0  '  0 

Zur  Entwickelung-  des  elliptischen   Normalintegrals   erster 
Gattung  F{k,  (f)  hat  man   daher  in  den  Gleichungen  (24.)  bis 
(30.)  m  =  —  I  zu  setzen  und  erhält 
,..  .    /m\  1  /m\  1.3 

(30.)  (J  =  -2  =-^''  (2J^+274^  +  '^'-" 

/m\  _       1.3...  (2/^  —  1)  _ 
ynj--       2.4...(2w)      --^"- 
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Setzt  man  in  diesem  Falle  j 

1 

Ao  =  «0,      ^1  =  —  «1,      -^2  =  +  «2,      .  .  .  ^„  =  (—  !)"«„,  1 

so  gellt  Gleichung  (30.)  über  in  | 

=zao(f~—  sm{2(f)  +  —  sm(4^ j  —  --  sm{ß(p)  H , 

X                               -i                               o  ] 

wobei  nach  Gleichung  (26.)  bis  (29.),  wenn  man  cq  =  1  setzt,  t 

(37.)    ao  = ^  (1  +  ci2£4  +  ch^  +  C32£i2  +  .  .  .)  I 


M=00 

4« 


=  (1  +£')  Scn'e 

fCifi-  4-  C^C9^^  -f-  C9Cs£' 


(38.)      «1  =  ^  (Ci£2  +  CiC2£6  +  C2C3£'0   +   •  •  •) 

cos^  (  "  ^ 

(39.)      «2  =  (C2£*  +  CiCse^  +  r2C4£l2  -I ) 


cos' 


(I) 


n=oo 


9(^0 


Allgemein  ist 

n=oo 
(40.)  a,,  =  (1  +  £2)  2  C,A,+,,£2'4-4». 

Mau  braucht  aber  nm^  «o  und  «i  durch  diese  Reihen   zu 
berechnen,  denn  aus  der  Gleichung 

(41.)  -  =  ao  —  2aiC0S(2(fi)  +  2a2C0S(49)) 

]/l  — sin^wsin'^^) 

—  2a3Cos(6f/))  H •  • 

folgt  durch  Differentiation 
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^^^•^  1/7T       •  r    •  :===4aisin2y)-8a,sm(4y) 
y(l — sm^ttsm^^f 

+  12a3sin(6y) [-•••• 

Wenn  man  beide  Seiten  dieser  Gleicliung  mit 

.._  s        2(1  —  sin^wsin-^)      2  —  sin-«  +  sin-«cos(2^) 

2  —  sin-a 


+  cos(29-') 


sur« 
multiplicirt  und  der  Kürze  wegen 

(44.)  — — —  =  -^rr-  =  t 

^     ^  sm-ß  26^ 

setzt,  so  erhält  man,  weil  2sin(2/y)cos(2y)  bekanntlich  gleich 
sin(2/  +  2)(f  +  sin(2/  -~  2)(p  ist, 

(4o.)      ,—       .   r^^--^  =  —  {—  4«!^  +  4a2)sm(2y) 
]/ 1  —  sm-w  sm^^ 

+  (2«! —    8a2C  +    6a3)sin(4^) 

—  (4ö2  —  ISasC  +    8054)  sin(6y) 
+  (6a3  —  16^4^  +  10a5)sin(8f/)) 

—  + - 

Andererseits  ergiebt  sich,  indem  man  Gleichung  (41.)  mit 

:sm(2(p)  multiplicirt  und  die  bekannte  Formel 

2sin(29')  cos(22y)  =  sin(22  +  2)y  —  sin(2/  —  2)(p 
anwendet, 

(46.)  ^^  =  —  («2  —  ö'o)sin(2^)  +  (a^  —  ai)sin(4y) 

yi  —  sin^sin^^ 

— (^4— ö!2)sin(6^)+(«5— «3)sin(8^) — | . 

Aus  der  Vergleichung   der  Coefficienten   in   diesen  beiden 

Entwickelungen  von  —  findet  man 

yi  —  sin-asin^^ 

«2  —  «0  =         —    4ai^  +    4a2, 

03  —  ßi  =  2«!  —    Sa2'Q  +    ßö^S) 

04  —  «2  =  4a2  —  12^3^  +    8a4, 
«5  —  «3  =  6a3  —  1604^  +  lOas, 


Sa.2  =    -lait  ~ 

-    ßo, 

büs  —     802^  — 

-3ai, 

7ai  =  12a3t  — 

-5a2, 

905  ==  IGßiC  — 

-7a3; 
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folglich  wird 


(47.) 


allgemein  erhält  man  also  für  w  ^  2 

(48.)         {2n  —  !)«„  =  4(w  —  l)a„_,C  —  (2w  —  3)a„_2. 

Zur  Entwickelung  des   elliptischen  Normalintegrals  zweiter 
Gattung  muss  man,  wie  aus  G-leichung-  (84.)  hervorgeht,  in  den 

Gleichungen  (24.)  bis  (30.)  m  =  +  -  setzen  und  erhält 

allgemein 

(50.)  OhD-'I?- 

Setzt  man  in  diesem  Falle 

(51.)     ^0=^0,  ^1  =+5i,  ^2=  — ^2,  A^  =  -\-bz,  ...An={—iy-'bnr 

so  gehen  die  Grleichungen  (25.)  bis  (30.)  über  in 
(52.)  yi  — sin-'ösin'^y  =  ^o  +  23iCos(2^)  —  2^2C0s(4y) 

+  253C0S(6g5) h  •  •  -r 

V 

(53.)    E{k,  (f)  =  /]/l  —  sin^c/sin-^  .  dtf 

b 

=  ^0^'  +  Y  sin  (29-)  —  ^  sm(4^)  +  j  sin (6^) 1 . 


Dabei  ist  nach  Gleichung  (26.) 


(54.) 


=  cos<«)( 


1    -I-  ^  -I-  —  £8   _|_ 

^    '   2^       42 

1  +  6^'  2 


62 


+ 


•) 


Cf^fi" 


«=o  (2w  +  2)V 

Man  kann  aber  die  Grösse  b^  auch  durch  «o  und  «i  aus- 
di'ücken.     Es  ist  nämlich  nach  den  Gleichungen  (37.)  und  (38.) 
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n  —  oo  /  n—oo  \ 

(37a.)     ao  =  (1  +  6^)  2  ^l^'"  =  (1  +  ^')(  1  +  ^^  2  <+i^''M 

n=0  ^  "=0  / 

H^OO 

(38a.)      t/1  =  (1  +  £2)^2  2  CnC„+i£4«; 

»1=0 

ferner  ist 
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(55.) 


(56.) 


^2  =  sinVi  = 


"KD 


4£2 


:^+*<i)r"^'' 


^     ^  -  (1  +  er 


Daraus  folgt 
(57.)  (2  —  r-)öo  =  r^^.  U  +  £*  2  (^«+1  +  c«)«'"    ' 

Oe4    »»=00 

(58.)  k^a,  =  — — ,  2  2cnCn+ie''\ 

i  -J-  £-  „=o 

also 

9         r  w=oo 

(59.)     (2  —  k'-)ao  -  X-V/i  =  -^^    1  +  £^  2  (^H  —  e„+i)2£*" 

Nun  ist  aber 

(60.)         c„+i  =  - — -—  Cn ,  also  Cn  —  c„+i  =  ,- — — -  ; 
2w  -}-  2  2?«  +  2 

deshalb  geht  Gleichung  (59.)  über  in 

(61.)  (2  -  .>o  -  ^V.  ^  ^,[l  +  £^2   (^,^^2)^ 


'*]  =  25o. 


Auch  die  anderen  Coefficienten  bi,  h^,  h, . . .  kann  man  sehr 
einfach  durch  die  Grössen  «o,  «i,  «2,.-.  ausdrücken.  Durch 
Differentiation  der  Gleichung  (52.)  findet  man  nämlich 

/„^N              sin-« sin«) coso)  ,,    .  /^  x       ^,    •  /,   x 

(62.) ^_^^  =  _  45j  sin(2y)  +  862Sm(495) 

]/ 1  —  sin-a  sin^y 

—  1263sin(6y)  -\ '■> 

ausserdem  folgt  aus  Gleichung  (46.) 


Kiepert,  Integral -Reclinimg. 


20 
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(6^0  — .,/, ■   ~v-,    =  ^  [(«2  -^  «o)  sin(2^)  -  («3  -  öl) sm(4y) 

+  («4  —  a2)sm(69^) h  •  •  •], 

folglich  erhält  man 

8^1  =  h-{aQ  —  «s),     16^2  =  -^-(«1  —  «3),     24^3  =  l^~{a^.  —  Ö4),  • .  • , 

allgemein 

(64.)  ^nhn  =  Ji\an-\  —  «w+i)- 

Setzt  man  also 

«0  —  ß,  =  2'' .  5i,     «1  —  «3  =  4- .  -B2 ,     «2  —  ^^4  =  6-  .  -B3, .  • .  j 

allgemein 

(65.)  a„_i  — «n+i  =  (2/?)25„, 

so  wird  ! 

(66.)   ^i-2-^i'-2=Y'^^'   3-2"^^'  '■■7^  =  2  •^"'  , 

f 
folglich  geht  Gleichung  (53.)  über  m  i 

(67.)     B(]i;  q)  =/Vl  —  sm^ttsinV  •  #  | 

7.2  A 

=  bo(p  -\-  -^  [Biän{2(f>)  —  5osin(4y)  +  BäSm{Q(p) [-•••].  "^ 

I 

Von  besonderem  Interesse  sind  die  Werthe  der  beiden  Inte-  | 
grale  F{1;  (p)  und  E{k,  (f)  für  (p  =i-~,  die  man  bezw.  mit  JT  und  |j 
E  bezeichnet.    Nach  den  Gleichungen  (36.),  (53.)  und  (61.)  wird      ' 


(68.)      ^=f  (.,!)=/ 


1/1  —  sin%sin-^        2 


(69.)     E  =  E(k,  ^^  =  fyi  —  sin^sin^^) .  dcp  =^  j 

0  -  f, 

'   =|[(2-/;'^)ao-^-«i].  '^\ 

Beispiel. 

Die  angeführten  Reihen  convergiren  um  so  schlechter,  je 
mehr  sich  k  =  sin  a  dem  AVerthe  1  nähert.  Wenn  also  in  dem 
folgenden  Beispiele  j 
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(70.) 


X;  =  0,8     € 


_i—yi—k''_ 


k 


=  0,5 


gesetzt  wird,  so  möge  hervorgehoben  werden,  dass  die  Rechnung 
für  kleinere  Werthe  von  /c  noch  einfacher  wird.    Hier  erhält  man 


1  +  £2  =  1,25 
(1  4-  62)£2  =  0,3125 
£4  =  0,0625 
£8  =  0,0039  0625 


ferner  ist 


ci2  =  0,25 
C2-  =  0,1406  25 
C32  =  0,0976  5625 
C42  =  0,0747  6807 
C52  =  0,0605  6214 


£i2  :=  0,0002  4414 
£i6=,  0,0000  1526 
£20  ^  0,0000  0095 
£24  =  0,0000  0006 ; 


Cico  =  0,1875 
C2C3  =:  0,1171  875 
C3C4  =  0,0854  4922 
C4C5  r:=  0,0672  9126 
C5C6  =  0,0555  1529 
C6C7  =  0,0472  5409. 


Daraus  folgt 

(71.)     cio  =  (1  +  e')  (1  +  c,2£*  +  C2-£S  H )  =  1,2702  4920, 

(72.)     a,  =  (!-{-  £2)€2(c,  +  cic.2£*  +  ^2^36^  H )  =  0,1600  6202. 

Aus  den  Gleichungen  (47.),  nämlich  aus  den  Formeln 
(73.)     3a2  =  4ai^--öo5    5a3  =  8a2b — 3ai,     7a4  =  12a3s  —  bao,..., 
wobei 

(74)  2--g^2-0,64^17 

^^  ^  /;2  0,64  8 

ist,  findet  man 


(75.) 


«2  =^  0,0300  9265 
«3  =  0,0062  7780 
a4  =  0,0013  7439 
«5  =  0,0003  0941 
ae  —  0,0000  7093 
«7  =  0,0000  1647 


«8  ^  0,0000  0386 
ßg  =  0,0000  0091 
aio  =  0,0000  0021 
an  =  0,0000  0005 
«12  =  0,0000  0001. 


Es  darf  nicht  verschwiegen  werden,  dass  man  diese  Wertlie 
aus  den  Grieichungen  (47.)  nur  dann  findet,  wenn  man  noch 
einige  Decimalstellen  mehr  berücksichtigt.     Bei  derartigen  recur- 

20* 
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rirenden  Formeln  werden  nämlich  die  Fehler,  welche  durch  die 
Vernachlässigung  der  folgenden  Decimalstellen  entstehen,  im 
Allgemeinen  bei  jedem  späteren  Grliede  grösser.  Wenn  z.  B. 
die  letzte  Decimalstelle  in  oq  und  «i  auch  nm-  um  2  Einheiten 
unsicher  ist,  so  wird  in  der  Gleichung 

Ol  (und  deshalb  auch  der  Fehler  von  «i)  mit  4^  =  8,5  multi- 
plicirt,  so  dass  Sao  um  19  Einheiten,  ao  selbst  um  j  Einheiten 
in  der  letzten  Decimalstelle  unsicher  ist.  Die  Grösse  a^  wird 
um  etwa  23,  a^  um  etwa  172  Einheiten  unsicher.  So  steigert 
sich  die  Unsicherheit  mit  jedem  späteren  Gliede  ausserordent- 
lich schnell,  weshalb  die  vorstehenden  Eesultate  nach  Gleichung 
(40.),  nämlich  nach  der  Formel 

»i=oo 
a,  =  {1  +  £2)  2  C„C,,+„€2^+*» 

ji=0 

berechnet  sind.     Sodann  findet  man  aus  den  Gleichungen 

2h  =  (2  —  k^)oo  —  ^^ai  =  1,36  .  %  —  0,64ai , 

4J?i  --^  tto  öo,       16^-2  =  «1 «3,      36^3  =:  «2 U^,  .  .  . 

bo  =  0,8125  4961  B-,  =  0,0000  1303 

Bi  =  0,3100  3914  ^6  =  0,0000  0203 

(76.)         I  -Bo  =  0,0096  1151  B^  =  0,0000  0034 

Bs  =  0,0007  9773  ^s  =  0,0000  0006 

Bi  =  0,0000  9326  Bq  =  0,0000  0001. 

Daraus  folgt  dann 

(77.)  Jr=  f(^^,  "0  =  ^=  1,9953  0278, 

(78.)  E  =  eQ:,'0  =  ^=  1,2763  4994. 

Soll  z.B.  bei  der  Rectification  der  Ellipse  mit  den  Halb- 
axen 

a=io,     I)  =  6 
der  Quadrant  q  berechnet  werden,   so  erhält  man  e  =  8 ,  also 

/?;  =  -  =  0,8  und  nach  Gleichung  (20.) 
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(79.)       q  =  af^^=^  =  aE(/,,  |)  =  12,763  4994. 

0 

Zur  Prüfung  dieses  Resultates  beachte  man,  dass  der  Quadrant 
des  Kreises  mit  dem  Halbmesser  a  gleich  15,7079  633,  und  der 
Quadrant  des  Kreises  mit  dem  Halbmesser  b  gleich  9,4247  780  ist. 


§  5a. 
Differentiation  der  integrale. 

(Vergl.  die  Formel- Tabelle  Nr.  152— 154.1  S 

Nach  Formel  Nr.  4  der  Tabelle  war  ein  bestimmtes  Integral 
durch  die  Gleichung 

(1.)  F  =  /f'ix)dx=f{b)-fia) 

a 

erklärt  worden.  Man  kann  daher  F  als  eine  Function  von  a 
und  b  betrachten  und  erhält 

dF  ÖF  ^ 

also 

(3.)  dF=  dff'{x)dx  =  —f\a)da  -]-f\b)db. 

a 

Ist  die  Function  unter  dem  Integralzeichen  ausser  von  x 
noch  abhängig  von  einem  variablen  Parameter  t,  ist  also 

6 

(4.)  fix)  =  cf{x,  t),     F  =  Mx,  i)dx, 

a 

SO  ist  auch  das  bestimmte  Integral  F  eine  Function  von  t.  Die 
Integi'ationsgrenzen  a  und  b  seien  zunächst  unabhängig  von  t, 
dann  wird  F  übergehen  in  F -\-  JF,  wenn  t  um  ^t  wächst, 
wobei 

h 
(5.)  F-\-  JF=f(f{x,  t  +  Jt)dx 

a 

1    ist.    Aus  den  Gleichungen  (4.)  und  (5.)  folgt  daher 
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6  h 

(6.)  JF=f(f{x,  t  -j-  Jt)dx — J(f{x,  t)dx, 

a  a 

b 

=/[ff(x,  t  +  Jt)  —  f/(r,  t)\dx, 

a 

JF^  rcpjx,  t  +M)  -  <f{x,  t) 


Jt 


dx\ 


folglich  erhält  mau,  wenn  Jt  versch"\vmdend  klein  wird, 

(8.)  f=|/k.)..=/%i)..  j 

a  a 

Sind  die  Integrationsgrenzen  a  und  b  gleichfalls  Functionen     j 
von  t,  so  wird  nach  D.-R.,  Formel  Nr.  136  der  Tabelle 

dF__dFda       ÖF  db       ÖF  j| 

^^•^  W'dadt'^^dt'^dt' 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (2.)  und  (4.) 
b 


da  db        fdtf'ix^  t) 


,     da  ,^     .     db        / 


dt 


dx. 


Ist  F  das  unbestimmte  Integral  einer  Diiferential  -  Function 
(f{x^  t)dx,  welche  noch  einen  variablen  Parameter  t  enthält,  so 
kann  die  Integrations  -  Constante  C  gleichfalls  noch  von  dem 
Parameter  t  abhängig  sein,  so  dass  man  erhält 

(11.)  F=/cf{x,t)dx+ip{t), 

wobei  ipiß)  eine  ganz  beliebige  Function  von  t  ist.    Wächst  i 
um  Jt,  so  geht  F  über  in 

(12.)  F-\-  JF  =  f(p{x,  t  +  Jt)dx  +  \p{t  +  Jt) ; 

folglich  wird 

(13.)     JF^f\(f{x,  t  +  Jt)  —  (p{x,  t)]dx  +  ip(t  +  Jt)  —  ip(t), 

also 
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Da  ip{t)  eine  ganz  beliebige  Function  von  t  ist,  so  gilt  das- 
selbe von  ip'{t),  d.  h.  ip'{t)  spielt  auch  in  Gleichung  (14.)  die 
Rolle  einer  beliebigen  lutegrations -Constanten,  so  dass  in  Glei- 
chung (14.)  der  Satz  ausgesprochen  ist:  Ein  unbestimmtes  Inte- 
gral wird  nach  einem  cariahlen  Parameter  differentiirt  ^  indem 
man  die  Function  unter  dem  Integralzeichen  nach  diesem  Para- 
meter differentiirt. 

§  54. 

Berechnung  der  Werihe  von  einigen  bestimmten  Integralen. 

(Vergl.  die  Foi-mel- Tabelle  Xr.  155,  lööa  und  156.) 

Zur  Berechnung  eines  bestimmten  Integrals  ist  es  nicht  immer 
erforderlich,  vorher  das  unbestimmte  Integral  zu  ermitteln;  es 
sind  dabei  vielmehi  häufig  Vereinfachungen  möglich,  wie  man 
aus  den  folgenden  Beispielen  ersehen  kann. 

Nach  Formel  Nr.  71  der  Tabelle  ist 

yr  1                             9n  1 
COS-^arffe  =  Sina;    —  COS2"-':c  +7^T^ ^^^  COS-"-^^;  -\ 
\jZn                     2n{2n —  2) 

(2;^-l)(2^^-3)...5.3       J       (2n-l)(2n-^).,.b.3.1 
"*"  2n(2??-2)... 6.4.2         J"*"    2<2/^  — 2)...6.4.2       ' 
da  nun 

(2.)  sinO  =  0,     cosT^j  =  0 

ist,  so  wird 


2»         _  (2^^  —  1)  (2y?  —  3) . . .  5  .  3  .  1  £r 

COS^     X  aX    ~        777  ZTT  T  ~.         TZ  -. 

2n  {2n  —  2) ...  6  .  4  .  2  2 


(3.)     y. 

0 

In   ähnlicher  Weise   ergiebt   sich   aus  Formel  Nr.  74  der 
Tabelle,  nämlich  aus 

(4.)  ^in-W:.  =  -cos^[|^sin^-^:r-|-^^^^sin--3^+  ... 
_^  (2.^-l)(2^-3)...5.3    .    J    ,   (2^.-l)(2;z-3)...5.3.1,_ 


C1T1  'p 

2w(2^  —  2)  ...  6  .  4  .  2 


'^    2w(2w  — 2)..  .6.4.2 


I 
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das  bestimmte  Integral 


(5.)  _^i 


\^,.^,^^&n^l)i2n-S)...6.S.l 


2n{2n  —  2)...6.4:.2  2 

0 

Die  Formeln  Nr.  71  mid  74  der  Tabelle,  deren  Herleitimg 
immerhin  mit  einigen  Schwierigkeiten  verknüpft  ist,  braucht 
man  aber  gar  nicht  einmal  zur  Berechnung  dieser  bestimmten 
Integrale;  man  findet  vielmehr  weit  einfacher  aus  Formel  Nr.  70 
der  Tabelle,  nämlich  aus 

(6.)     lcos-"xdx  =  -—  cos-"-*.'?;  sina;  +  '^^ lcos^'*-~xdx , 

J  2n  2/1    J 

das  bestimmte  Integral 

n  n 

y2^i 1  r 
cos2'*a;c?a;  =  — jcos-'^^'^xdx , 

0  0 

weil  das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (6.) 
an  der  oberen  und  an  der  unteren  Grenze  verschwindet.  Indem 
man  n  mit  n  —  1  vertauscht,  geht  Gleichung  (7.)  über  in 


2 


cos^'^-^xdx  =  ^—zTö  hos-"-'^xdx. 

0  0 

In  dieser  Weise  kann  man  fortfahren,  bis  man  endlich  die 
Formeln 

3Z  n 

(9.)  I  cos^xdx  =  j  Icos-xdx, 

ü  b 

71  n 

(10.)  jcos-xdx  —  -  jdx  =  -  •  — 

0  U 

erhält.    Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich  dann  wieder  das- 
selbe Resultat  wie  in  Gleichung  (3.). 
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Ebenso   liefert   die  Formel  Nr.  73   der  Tabelle   die  Glei- 
chungen 

n  n 

T  "2 

f                         o« \  C 

(11.)                      sm'^''xdx  =  — /  sin2"-^.r  dx , 


2  1 

y9^ 3    f 

0  o" 


2  "^ 

(13.)  j&m^xdx  —  j  Ishf'xdx, 

0  0 

n  71 

(14.)  jsin^xdx  =  -  Idx  —  - 


TT 

Y 


Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich  wieder  dasselbe  Resultat 
wie  in  Gleichung  (5.). 

Setzt  man  in  Formel  Nr.  70  der  Tabelle  w  =  2w  +  1,  so 
erhält  man 

(15.)  C0S^"+^x  dx  =  - — — -  COS^'^A'Sina;  +  t; — ?— r  /cos^»-  Krdx 

J  2n  -\-  1  2n  +  1/ 

also 


•2 


cos^"+^xdx  =  -- — -—  lcos~"-^xdx. 
•2n  +  IJ 


Ebenso  wird 


0,0%^'^-''^  xdx  = I  cos-'^-^xdx, 

'2n  —IJ 
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n  7t 

(18.)  Icos^xdx  =  —  Icosxdx  =  -  [silla:]"  =  -  j 


0 

folglich  wird 


(19.)  fci 


L^^^xäx=       2.(2. -2)...  4.  2 


{2n-i-l){2n—l)... 6.3.1 

0 

Ebenso  findet  man  aus  Formel  Nr.  73  der  Tabelle 


(20.)  ^i 


sin«+..&-         2n(2n-2)...i.2 


(2«+l)(2;^— 1)...5.3.1 


In  ähnlicher  Weise  liefern  die  Formeln  Nr.  124  und  127  der 
Tabelle,  nämlich  die  Gleichungen 

(21.)  js,m"'xcos,"xdx  = ; — sin'"^'a;cos"+'a: 


(220^8 


m  -\-  n 

H /  sin"'-^a:  C0S"a;  dx , 


sin'":rcOS"a:c?Ä;  = ■ —  sill'"+^a;C0S**~% 


9Z 

-j ~  /  sin'"a;  cos"~ -ä;  dx , 

m  -f 


ein  einfaches  Verfalu'en  für  die  Berechnung  von/'sin'"^:  co&'^xdx. 

b 

Aus  Gleichung  (21.)  folgt  nämlich,  wenn  m>l  ist, 

7Z  7t 

(23.)  /  sin'".r  cos'^a;  dx  = /  sin'"  --x  cos"ic  dx . 

J  vn  +  nj 

0  0 

Jenachdem  m  gerade  oder  ungerade  ist,  wiixl  durch  wieder- 
holte Anwendung  dieser  Vereinfachung  das  gesuchte  Integral 


schliesslich    entweder    auf   das    bereits    ermittelte    fcos^^xdx 

0 

oder  auf 
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/^.N           C    .    ■     j           rcos"+%-l'         1 
(24.)  /cos'*a.sina;rfrr  =  —    ,— -     = — — - 

ö  ^ 

zurückgeführt. 

Aus  Gleichung-  (22.)  folgt,  wenn  w  >  1  ist, 

71  7t 

(25.)  lsm"'xcos*'xdx  = ■ —  1  sm"'x  cos"-~'^x  dx . 

J  m  +  nj 

0  u 

Jenachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist,  wird  durch  wieder- 
holte Anwendung  dieser  Gleichung  das  gesuchte  Integral  schliess- 

7t 

2 

lieh   entweder   auf  das    bereits  ermittelte  f^m'''xdx,  oder  auf 


(26.)  jsm"'x  cos  xdx  = 

0 

zurückgeführt. 


sin^'+'a:' 


m  +  1 


m  -\- 1 


Diese  Eesultate  kann  man  auch  zur  Berechnung  der  Zahl 

TT 

TT  benutzen.    Es  ist  nämlich  für  0  S  a:  ^  -- 

—     —  2 

(27.)  sin2«+i:r  ^  än^"x  %  sm-^-^x, 

also  nach  den  in  §  48  ausgeführten  Sätzen 

7t  71  7t 

~^  2  2 

(28.)  /sin^^+^a:  dx  <  /süi^^'ä; dx  <  /sin^'^-ia; dx, 

i)  0  0 

oder 

,      .         2?^(2^^  —  2) ...  4  .  2  (2/e  — l)(2y?  — 3) . .  .  5  .  3  .  1     tt 

^     '^  (2?2  +  l) (2^—1).  ..5.3^      2;^(2w  — 2).  ..6.4.2~"'  2" 

und 

.         (2^— l)(2/^— 3)...5.3.1_  TT      (2y^— 2)(2y^— 4)...4  .  2_ 

^     '^         2w(2w  — 2)  ...6.4.2  ¥"^(2w— l)(2w— 3)...5.3' 


5     7        2/^  —  1     2w  —  1 
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Daraus  folgt 

^     '^    2"  '^  r  '  3  '  3  '  5  '  5"  7  *  "2/?  —  1  '  2«  — "T '  2n^fl. 

und 

,„^.    TT       2     2     4     4     6     6        2n  —  2         2n 

Die  recliteu  Seiten  dieser  beiden  Ungleichung-en  unterscheiden 

2n 
sich  von  einander  nui-  durch  den  Factor  - — - —  ?  der  sich  für 

2)1  +  1 

unbegrenzt  wachsendes  n  der  Grenze  1  nähert,  folglich  ist 

,^^.    7t         -.       2     2     4     4     6     6        2>i  —  2        2n 

(33.)  —  =  lim   —•-•-._.-._.. 

^      ^    2         „=00  1335     5     7        2n—12n  —  l 

Diese  Formel  rührt  von  Wallis  her  und  ist  bereits  vor 
Entdeckung  der  Differential-  und  Integral -Rechnung  gefimden 
worden. 


§  ö5. 

Berechnung  bestimmter  Integrale  durch  Differentiation. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr,  157  und  158.) 

Aus  Formel  Nr.  21  der  Tabelle,  nämlich  aus 
folgt  durch  Yertauschung  von  a-  mit  t 


1       n 


/^  \  i   dx  1     V       ^    /   X  \ 

0  '         0  ' 

Indem  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  nach  dem  Para- 
nieter  t  difterentikt  und  mit  — 1  multiplicirt,  erhält  man  nach 
Formel  Nr.  153  der  Tabelle 


o 


dx  1  1  TT 


x^-\-tf    2  tyt  2 

u 

AVenn  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  nochmals  nach  t 
difterentiirt  und  durch  —  2  dividk-t,  so  ergiebt  sich 


§  55.    Berechnung  bestimmter  Integrale  durch  Differentiation.      317 

oo 

dx  1.3        1        7t 


(^•)         k- 


+  0'     2.4   i^yt    -2 
Durch  Fortsetzung-  dieses  Verfahrens  findet  man 

oo 

r    dx       _1.3.5        1        n 


c 

(6.)  /^ 


dx  l.S.ö  ...(2n  —  3) 


TT 


oder 

(6a.) 


j{<^' 


x^J^.tT       2.  4.  6...  (2?.  — 2)    i!"-i]/7     2 
f/a;        1.3.5...  {2n  —  3)         1         n 


-\-xY       2.4.6...(2;i— 2)     a2»-i      2 

0 

Aus 


(7.)  /■ 


t  t  .e^"" 

folgt  für  positive  Werthe  von  t 


(8.)  /. 


e   *^dx  =  — 


Indem  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung-  nach  dem  Para- 
meter t  differentiirt  und  mit  — 1  multiplicirt ,  erhält  man  nach 
Formel  Nr.  153  der  Tabelle 

oo 

(9.)  ie-'^  .  xdx  =  4"  ' 

0 

und  wenn  man  dieses  Verfahren  wiederholt, 

oo 

(10.)  fe-^-.x^~dx  =  ~^-, 

0 

oo 

(11.)  fe-^-.x^dx  =^-ll, 
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oo 


§  56. 

Darstellung  der  Coefficienten  einer  trigonometrischen 

Reihe. 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  159.) 

Sind  die  beiden  positiven  ganzen  Zahlen  m  nnd  n  von  ein- 
ander verschieden,  so  mrd 

■n 

(1.)  Icosim — 7i)x.dx  = [sin(m  —  n)x\    =0, 

0 

7t 

(2.)  lcos(7}i  +  n)x  .  dx  =  — ; —  \sin(m  +  n)x]    =  0. 

u 

Beachtet  man  die  beiden  bekannten  Formeln 
{  cosfa  —  h)  =  cosa  cos  5  +  sin  a  sin  i, 
^  ''  \  cos(a  -\-  h)  —■  cosa  cos 6  —  sina  sin 5, 

so  findet  man  dm'ch  Addition  und  Subtraction  der  Gleichungen 
(1.)  und  (2.)  für  m^7i 

n 

(4.)  I  coä{mx)  cos{nx)dx  =  0, 

0 

Tt 

(5.)  Ism(nix)sm{nx)dx  =  0. 

0 

Dagegen  geht  Gleichung  (1.)  für  m  =  n  über  in 

7t  ^ 

(la.)  Icosim  —  n)x  .  dx  =  Idx  =  tt, 

0  ' 

während  Gleichung  (2.)   auch   noch   für  w  =  ?i  richtig  bleibt; 
foloflich  wird  für  jn  =  ?i>l 
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(6.)  I  cos(i?ix)  cos{nx)dx  =  lcosr(nx)dx  =  —  > 

u  b 

7t  7t 

(7.)  I s,in.(?nx)sm{nx)dx  —.  1  ^iw- (nx)dx  =  ~  • 

0  0 

Weiss  mau  mm ,  dass  sich  f{x)  in  eine  gleichmässig-  con- 
vergente  Reilie  von  der  Form 

(8.)    y(a;)  =  4  ö'o  +  «iCOSA'  4-  «2C0S(2ä-)  -\ 1-  a„cos(wa;)  H 

entwickeln  lässt,  so  lauge  x  zwischen  0  und  rr  liegt,  so  kann 
mau  die  Coefficienten  «o,  «i,  a^, . . .  in  folgender  Weise  bestimmen. 
Multiplicirt  man  Gleichung  (8.)  mit  dx  und  integrirt  auf 
beiden  Seiten  zwischen  den  Grenzen  0  und  tt,  so  erhält  man,  da 
die  Reihe  gleichmässig  convergent  ist  und  deshalb  gliedweise 
integrü't  werden  darf, 

71  71  71 

(^•)         //(^)^^  =  -^\^^  =  -^    oder    «0  =  — //(^)^^j 

0  0  0 

71 

denn  ycos(?eÄ')6?a:  verschwindet  für  ??>0.    Multiplicirt  man  beide 

b 

Seiten  der  Gleichung  (8.)  mit  co^{nx)dx  und  integrirt  zwischen 
den  Grenzen  0  und  n,  so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  die 
Gleichungen  (4.)  und  (6.) 

7t  7t 

(10.)  jfip)  cos  {71X)  dx   =  ün  I  COS-(nx)dx  =  ein  -r-  J 

Ü  0 

oder 

71 

(10a.)  an  =  —  lf{x)cos{nx)dx. 

0 

Hierbei  ist/(a;)  eine  periodische  gerade  Function,  die  sich 
gar  nicht  ändert,  wenn  man  x  mit  —  x,  oder  mit  2n  —  x  ver- 
tauscht, d.  h.  es  ist 

(11.)  f{2Tc-x)=f{--x)=f{x)- 
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deshalb  findet  man  aus  Gleicliung-  (9.)  und  (10a.),  indem  man 
die  Int  egrations- Veränderliche  ^/  nennt  und  dann  y  =  27r  —  x 
setzt, 

(12.)  «0  =  ^jf{y)dy  =  -~Ja^^  - ^)dx  =  ^ff{x)dx, 

0  2.-t  7t 

7t  n 

(13.)  ün  —  —  lf{tj)(io^{7iy)dij  =  —  —  //(27r  —  x)co&{nx)dx 


:  //(^)  cos(wa:)c?^ ; 


folglich  ergiebt  sich  durch  Addition  der  Gleichimgen  (9.)  imd 
(12.),  bezw.  der  Gleichungen  (10a.)  und  (13.) 

2/1  ■       In 

(14.)  «0  =  —  jf{x)(ix,     ttn  =—  lf{x)cos,(nx)dx. 


Weiss  man,  dass  sich  f(x)  in  eine  gieichmässig  convergente 
Eeihe  von  der  Form 

(15.)     f(x)  =  ^iSina;  +  52Sin(2.r)  +  •  •  •  +  bnS,m{nx)  +  •  •  • 
entwickeln  lässt,  so  lange  x  zwischen  den  Grenzen  0  und  n  liegt, 
so  darf  die  Eeihe  gliedweise  integrirt  werden,  und  man  erhält 
mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (5.)  und  (7.) 

it  n 

(16.)  If(x)sm{nx)dx  =  bn  p\\\\nx)dx  =  bn'  ^  > 

0  0 

oder 

n 
2    /' 

(16a.)  bn  =  —  lf{x)niii{nx)dx: 

ü 

In  diesem  Falle  ist  f{x)  eine  periodische  ungerade  Function, 
die  nur  ihr  Zeichen  wechselt,  wenn  man  x  mit  — x,  oder  mit 
27t  —  X  vertauscht,  d.  h.  es  ist 
(17.)  f{27t  -  x)  =fi-  x)  =  -fix). 
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Deshalb  findet  man  aus  Gleichung-  (16a.),  indem  man  die 
IntegTations  -Veränderliche  ij  nennt  und  dann  tj  =  2ji  —  x  setzt, 

7t  71 

(18.)  hn  =  ~  lf{y)sm{ny)dy  = —~  jf{x)^m{nx)dx 

0  iTl 

i7l 

=  —  lf(x)8m{nx)dx, 

n 

also  durch  Addition  zu  Gleichung  (16a.) 

l7t 

(19.)  5„  =  —  lf{x)sm{nx)dx. 

0 

Weiss  man  endlich,    dass  sich  f{x)  in    eine    gleichmässig 
convergente  Reihe  von  der  Form 

(20.)        /(.r)  =  ^ao  +  «1  C0S.r  +  Ö2C0S(25;)  -f-  •  •  • 
+  Äisin-r  +  b2sin{2x)  +  •  •  • 

entwickeln  lässt,  so  lange  x  zwischen  den  Grenzen  0  und  27r 
liegt,  so  wird  mit  Eücksicht  darauf,  dass 


27t 


(21.)  ^J'[sm{m+?i)x-\-sm(ni — n)x]dx=^Jsm{mx)cos(nx)dx  =  0 

"  0  0 

ist,  gleichviel  ob  m  und  n  von  einander  verschieden  sind  oder 
nicht, 

271  27t 

(22.)  ein  =  —  lf{x)cos(nx)dx,     hn  =  —  lf{x)sm(;nx)dx. 

0  0 

Dies  giebt  den  Satz :  In  jeder  trigonometrischen  Reihe 

/(.r)  =  Uh  +  2  [«nC0S(w5j)  +  hn8m{nx)\^ 

tcelche  in   dem  Intervalle   oon  0   bis  2tc   gleichmässig  convergent 
ist^  haben  die   Coefficienten  «„  und  bn  die   Werthe 

27t  271 

ctn  =  —  lf{x)cos(nx)dx,      bn  =  —lf{x)ÜTi{)ix)dx. 

0  0 

Kiepert,  Integral  -  Rechnung.  21 
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•i 

§  57.  : 

Berechnung  bestimmter  Integrale  bei  Anwendung  mehr- 
deutiger Substitutionen. 

h  I 

Führt  man  in  ein  bestimmtes  IntegYStl  f(f{x)dz   durch    die    ' 

a 

Substitution  ' 

(1.)  !/  =  ip{x) 

eine  neue  Integrations -Veränderliche  y  ein,  so  muss  man  auch 
die  Integrationsgi^enzen  ändern,  und  zwar  ist  in  dem  vorliegenden  i 
Falle  die  untere  Grenze  ip{a)  und  die  obere  4>{h).  Bei  der  i 
Ausrechnung  ist  aber  noch  besondere  Vorsicht  erforderlich,  wenn 
die  Gleichung  (1.)  in  Bezug  auf  x  mehrdeutig  ist.  Ein  einfaches 
Beispiel  möge  zeigen,  wie  bei  solchen  mehrdeutigen  Substitutionen 
leicht  Fehler  entstehen. 

Es  ist  I 

(2.)  /(a;2  —  Qx  +  l^)dx  =  [\x^  —  Sa:^  +  13rr]j  =  48.  ^ 

Wendet  man  dagegen  die  Substitution  I 

(3.)  y  =  .^2  —  6a:  +  13  '^! 

an,  so  wird  y  =  8  für  x  =  l  und  y  —  20  für  .r  =  7.     Da  nun 

(4.)  a:  =  3  ±  Yy  —  i,     also     dx  =  ±  —    ^  ; 

2y?/  — 4  V 

ist,  so  wird  man  geneigt  sein,  entweder  \ 

7  20  ' 

(5.)  ßx'  _  Grr  +  13)^  =   +  \Jy^=  '  >' 

1  8       ^" 

oder 

7  20 

(6.)  /.^-6.+  13,..=  -iA|^- 

zu  setzen.    Thatsächlich  sind  aber  die  Gleichungen  (5.)  und  (6.)    j 
leide  unrichtig^  wie  man  schon  daraus  erkennt,  dass  \ 
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(7.)      ±lAl^=±^[(,  +  H,y,-^,f= 


80 


ist,  während  das  gesuchte  Integral  nach  Gleichung-  (2.)  den 
Werth  48  hat. 

Zur  Lösung  des  Widerspruches  beachte  man,  dass  nach 
Gleichung  (4.)  zu  jedem  Werthe  von  y  zwei  Werthe  von  x  ge- 
hören, von  denen  der  eine,  nämlich 

(8.)  ^  =  3+l/i/— 4 

immer  grösser  als  3  ist,  während  der  andere,  nämlich 

(9.)  x=3  —Yy  —  i 

immer  kleiner  als  3  ist.  Diesen  beiden  verschiedenen  Werthen 
von  X,  welche  zu  demselben  Werthe  von  y  gehören,  entsprechen 
die  beiden  verschiedenen  Werthe  von  dx,  und  zwar  erkennt  man 
aus  den  Gleichungen  (4.),  dass  den  Werthen  von  x,  welche 
grösser  als  3  sind, 

(10.)  dx  =  +  --ß^= 

zugeordnet  werden  muss,  während  den  Werthen  von  x,  welche 
Heiner  als  3  sind,  der  Werth 

(11.)  ,/,^_^^ 

2]/2/-4 

entspricht.  Dieses  Verhalten  muss  bei  der  Umformung  des  ge- 
suchten Integrals  berücksichtigt  werden,  weil  der  Werth  x  =  S 
zwischen  den  Grenzen  1  und  7  liegt.  Es  kommen  deshalb  bei 
der  Berechnung  des  gesuchten  Integrals  AVerthe  von  x  vor,  welche 
Heiner  als  3  sind,  und  ausserdem  auch  solche,  welche  grösser 
als  3  sind,  so  dass  man  nicht  durchweg  denselben  Werth  von 
dx  benutzen  darf.  Man  muss  vielmehr  das  gesuchte  Integral  in 
zwei  andere  Integrale  zerlegen,  indem  man 

7  3  7 

(12.)  f{x'-  —  Qx^V^)dx  ^  j\x^—^x-\-\Z)dx-^f{y?—^x-\-\Z)dx 
1  i  3 

setzt.  Bei  dem  ersten  Integrale  auf  der  rechten  Seite  dieser 
Gleichung  ist  :r  ^  3,  folglich  muss  man  bei  diesem 

21* 
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setzen.  Bei  dem  zweiten  Integrale  ist  ^  ^  3,  folglich  muss  man  j 

dabei  .  i 

setzen.  Da  nun  noch  ?/  =  4  wird  für  a:  =  3,  so  erhält  man  1 


{U.)f{:r^  —  Qx+  V^)dx  =  +  ^-1- 


8 
20 

1  /'  ydy 


Durch  Addition  dieser  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich 

(15.)  L  -  6.  +  lay.  =  If A  +  1 /1|^ . 
/  yyy  —  ^     yyy  —  4. 

Nun  ist  nach  den  Ausführungen  in  §  47 


<-4yÄ4ä/Ff^ 


Vy  —  4        2  a=oy    Vy  —  4 
=  i  lim  [{y  +  8)yi^4^=  \  [(y  +  8)  W^^  =  f 

20  20 

■      ^  2yi/y  _4        2„=oy    l/y  — 4 

4     ^    ^  4+«  '    ^ 

=  \  lim  [(y  +  8)1/^^^]]^^=  ^  [fy  +  8)V^^:^];  =  ^  ; 
man  erhält  also  in  Uebereinstimmung  mit  Gleichung  (2.) 

{z^  —  Qx+  l^)dx  =  —  +  -^  =  48. 
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Fig.  103.*) 


für    diese   Werthe    von   x 


Um  die  vorstellende  Untersnchung  auf  g-raphischem  Wege 
zu  veranschaulichen,   sei   in  Figur  103    die  Curve  gezeichnet, 
welche  der  Suhstitutions- Gleichung 
(19.)     y  =  x^-  —  6x  +  lS 
entspricht.     Für    alle   Werthe 
von  X,  welche  kleiner  als  3  sind, 
füllt    die    Curve,    folglich    ist 
dy 
dx 

nerjatic.  Für  alle  Werthe  von 
X  dagegen,  welche  grösser  als 
3  sind,  steigt  die  Curve,  folg- 
lich ist  ^  für  diese  Werthe 
dx 

von  X  positiv.  Deshalb  darf  man 
nicht  in  dem  ganzen  Intervalle 
von  X  =1  bis  .r  =  7  die  Grösse 
dy 


Bj   0    A] 


dx 


=  ±:2W 


mit  demselben  Vorzeichen  nehmen;  es  gilt  vielmehr  für  alle 
Werthe  von  x=  1  bis  rr  =  3  das  untere  Zeichen  und  für  alle 
Werthe  von  x  =  'd  bis  x  =  7  das  obere  Zeichen. 

Aus  Figur  103  erkennt  man  auch  leicht,  weshalb  die  Glei- 
chungen (5.)  und  (6.)  fehlerhaft  sind. 

Das  gesuchte  Integral  giebt  nämlich  den  Flächeninhalt  der 
Figur 

(20.)  AiABBi  =fijdx  =f{x-  —  62:  +  l^)dx, 

\  i 

während 


(21.) 
und 


.'U  7  7 

1    /    ydy       ^  ^ß^  ^  C^o  _  6:r  +  I2,)dx  =  CCBB, 
^JVv  —  4      J  J 


*)  Um  Platz  zu  sparen,  sind  in  der  Figur  alle  Ordinateu  um  die 
Hälfte  verkürzt,  d.  h.  die  gezeichnete  Curve  entspricht  der  Gleichung 
2y  =  x2  —  6x  +  13. 
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—1 


'-^-^/Ä=/"^ 


+1 


—M 


6x  +  lS)dz  —  ~  D\DAAi 


sein    würde.      Die    ganze    Fläche    A^ABBx    erhält    man    aus 


U 


nur  dadurch,  dass  man  y  von  A^A  =  ^  bis  7\T  =^  ^ 

yy  —  4: 

abnehmen  und  dann  von  TiT  =  4:  bis  BiB  =. 20  zunehmen  lässt. 


Um   den  allgemeinen  Fall  zu  behandeln,   nehme  man  an, 
dass  in  dem  Integral  y^LV^C^)]*^^    statt    der    Integrations-Yer- 

a 

änderlichen  x  durch  die  Gleichung 

(23.)  y  =  ipix) 

die  neue  Integrations  -Veränderliche  y  substituirt  werde.     Ist  nun 

die  Curve,   welche   der  Gleichung  (23.)  entspricht,    durch   die 

Figur  104  dargestellt,  so  hat  y  zwischen  den  Grenzen  a  und 

b  für 

h  =  OHx ,     x  =  k=  OIu 

Maxima    bezw.    Minima. 
Es  werden  also  zwischen 
den  Grenzen  x  =^  g  und 
X  =  h  diejenigen  Werthe 
von  y,   welche  zwischen 
den  Grenzen x=  a=  OAi 
und    X  =  ff    vorkommen, 
wenigstens  theilweise  wie- 
derkehren.   Ebenso  wer- 
den zwischen  den  Grenzen 
x  =  h  und  X  =k  diejenigen 
Werthe,   welche  zwischen  den  Grenzen  x  =  g  und  x  —  k  vor- 
kommen, wenigstens  theilweise  wiederkehren.   U.  s.  w.    Es  haben 
z.  B.  die  4  Punkte  D,  E,  F  und  /,  welche  in  den  4  von  ein- 
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ander  unterschiedenen  Intervallen  liegen,  gleiche  Ordinaten  y, 
obgleich  die  zugehörigen  Abscissen  x  von  emander  verschieden 
sind;  d.  h.  die  Gleichung  (23.)  hat,  wenn  man  sie  nach  x  auf- 
löst, für  die  betrachteten  Wertlie  von  y  mehrere  Wurzeln.  In 
Figur  104  ist  z.  B.  die  Zahl  dieser  Wurzeln  gleich  4.  Bezeichnet 
man  diese  Wurzeln  mit  J\(y),  fiitj),  My),  fi(ij),  ist  also 
(25.)  X  =fi(y)  zwischen  den  Grenzen  x  =  a  und  x  =  g, 
(26.)     x=f2{y)  „  „  „         x  =  y     „     x  =  h, 

(27.)     x=Mij)         „  „  „         x  =  /i     „     x  =  /c, 

(28.)     x=fi{y)         „  „  „         x  =  ^;     „     x  =  b, 

SO  muss  man  dem  entsprechend  das  gesuchte  Integral  in  4  Inte- 
grale zerlegen,  üidem  man 

b  g  ?i. 

{29.) /cf[ip(ix)]dx  :=/cf{ip{x)]dx  +/ff[ip{x)]dx  + 

a  <t  g 

k  h 

f(f{ip{x)]dx  -\-fq)[ip{x)]dx 

h  k 

setzt.    Dadurch  erhält  man  nach  Einführung  der  neuen  Inte- 
grations  -Veränderlichen  y 

(30.)       ßf\}p{x)'\dx  =My)  .fx'iyyy,  [nach  GL  (25.)] 

a  ipia) 

h  tlKh) 

(31.)       /(f[ip(x)]dx  =f(f{y)  ..h\y¥y^  [nach  Gl.  (26.)] 

9  H'(g) 

k  ip(k) 

(32.)       f(f[ip{x)]dx  =fff{y)  .fsiy)dy,  [nach  Gl.  (27.)] 

(33.)       ßf[ip{a^]dx  =J'(f{y) .  fA[y)dy ;  [nach  Gl.  (28.)] 

k  -ipik) 

das  gesuchte  Integral  wird  daher 

b  ^p(g)  ififi) 

(34.)    Mip{x)]dx  =h{y)  'fAy¥y  +My)  JAy¥y 

a  ipia)  yj{g) 

+My)  JMdy  +.My)  •A'{y)dy. 
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§  58. 

Messungsmethoden  zur  Berechnung  bestimmter  Integrale. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  IßO  und  161.) 

Soll  der  Flächeninhalt  F=  A^ÄBBi  einer  ebenen  Figur 
berechnet  werden,  welche  oben  wieder  durch  den  Curvenbogen 
AB  (Fig.  105)  mit  der  Gleichung 

Figios.  (1.)  y=f'{x), 

^  ^  unten  von  der  X-Axe,  links 
und  rechts  von  den  Ordinaten 
X  —  a  und  X  =  b  begrenzt 
wird,  so  kann  man 

h 

(2.)  F=  A.ABB,  =ff{x)dx 

(t 

näherungsweise  auch  durch 
-i  x-yx,^  rj  uj  -1-1       lineare     Messungen     finden. 

Man  braucht  dann  die  Function 

(3.)  f{x)  =Jf'{x)dx 

gar  nicht  zu  bestimmen,  ja  es  braucht  nicht  einmal  die  Function 
y  =f'(x)  bekannt  zu  sem. 

Theüt  man  nämlich  die  Strecke  AiBi  in  n  gleiche  Theile 
h  und  legt  durch  die  Theilpunkte  Parallele  zur  Y-Axe,  so  wird 
die  Figur  in  n  schmale  Streifen  zerlegt.  Diese  Streifen  kann 
man  näherungs weise  als  Paralleltrapeze  betrachten,  indem  man 
die  einzelnen  Curvenbögen  durch  gerade  Linien  ersetzt.  Dies 
giebt,  wenn  man 
(4.)        ria)=:yo,    f'{a  +  h)=y„    f'{a  +  '2h)^.y,,... 

f\a  +  nh)  =f\b)  =  yn 
setzt, 

(5.)     A,ACC,=^-{y,  +  y,),     C,CDD,  =  ^^{y, -\- y,), 


D,DEE,=ljy,  +  y^), 


NiNBBi 


i'jn-i  +  y. 


also 
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(G.)     A.ABB,  =ff'{x)dx  =  ~  (y,  +  2yi  +  2y.2+--  +2y„-,  +y„) 

=  ^  [/'(«)  +  2/V  +  h)  +  2f\a  +  2Ä)  +  •  •  •  +  2/'(5  -Ä)  +/'(i)] . 

Je  grösser  die  Anzahl  n  der  Streifen  wird,  nm  so  genauer 
wird  das  Resultat;  wächst  n  in's  Unendliche,  so  wird  der  ge- 
fundene Ausdi'uck  dem  gesuchten  Litegral,  bezw.  dem  gesuchten 
Flächeninhalt  sogar  genau  gleich. 

Beispiel. 

Es  sei 
1 


(^•)  Jy^^~  ""  [ai'ctg.r]^  =  arctgl  =  - 


Für  w  =  8,     /^  =  ^  wird  in  diesem  Falle 

o 


n  _   1 


/'(O)  +  2/'  (^)  +  2/^(1)  +  •  •  •  +  2/'  Q  +  /'(!)" 


128       128       128       128       128       128       128       1\ 
1+   ..   +  oo  +   rro  +  gQ  4-  gQ   +  100  "^  118       27 

^1  +  ^1  +  ^  +  ^1  +  1  +  -^  + ^  +  3^  +  1. 

4       65       17       73  ^  5       89       25  ^  113       8 
Nun  ist 

1:4      =  0,25 
32  :  65    =  0,4923  0769 
8:17    =  0,4705  8824 
32  :  73    =  0,4383  5616 

2  :  5      =  0,4 
32  :  89    =  0,3595  5056 

8  :  25    =  0,32 
32  :  113  =  0,2831  8584 
1:8      =0,125; 
folglich  erhält  man  n'dlterungstoeise 
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n  =  3,1389  884!). 

Der  gefundene  Werth   ist  also  um  0,002(3  0416  /deiner  als 
der  wahre  Werth  der  Zahl 

7r=  3,1415  9265. 


Bei  dem  angegebenen  Verfahren  ist  an  die  Stelle  des 
Curvenbogens  AB  ein  der  Curve  einheschriebenes  Pol3'gon  ge- 
treten. Man  kann  mit  gleichem  Rechte  auch  ein  der  Curve 
umschriebenes  Polygon  in  Betracht  ziehen,  indem  man  in  den 
Punkten  C,  jB,  G  . . .  (Fig.  105)  an  die  Curve  Tangenten  legt 
und  z.  B.  die  beiden  Streifen  ^i.4C'6'i  und  CxOBB^  durch  das 
Paralleltrapez  A^A'B'B^  (Fig.  106)  ersetzt.     Dabei  wird 

Fig.  100.  (8.)  A,A^  Bjy  =  2CiC'  =  2/'(«  +Ä), 

also 
(9.)     A.A'B'Bi  =  2h  .f'{a  +  //). 

Ebenso  findet  man  für  die  beiden 
folgenden  Streifen  den  Näherungswerth 
(10.)  2Ä./V  +  3A), 

u.  s.  w. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Anzahl  der  Streifen  eine 
gerade  ist  —  sie  heisse  jetzt  2n  — ,  findet  man  daher  für  den 
Flächeninhalt  der  ganzen  Figur  den  Näherungswerth 
(11.)     F=  2h[f'{a  +  h)  +f\a  +  3//)  +  •  •  •  +f'{b  -  h)] 
=  '2h{yi  +  V3  +  2/5  +  •  •  •  +  y-2n-\) , 

wo  wieder 

f'{a  +  h)  =  y, ,    /'(«  +  3//)  =  y, ,    f'{a  +  5/.)  =  y,,  .  .  . 
f'[a  +  {2n  —  l)h]  =fib  —  h)  =  y.n-x 
gesetzt  ist. 

Zu  bemerken  ist  dabei,  dass  die  Tangenten  in  den  Punkten 
C  und  E  (Fig.  105)  die  Ordinate  BiB  im  Allgemeinen  nicht 
genau  in  demselben  Punkte  D'  treffen  werden,  so  dass  die  Figur, 
deren  Flächenhihalt  durch  Gleichung  (11.)  berechnet  worden 
ist,  von  dem  umschriebenen  Polygon  sich  um  eine  kleine  Grösse 
unterscheidet. 
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Beispiel. 

Es  möge  auch  diese  letzte  Formel  auf  die  Berechnung  der 
Zahl  n  angewendet  werden,  wenn  man  wieder  von  Gleichung 
(7.)  ausgeht.     In  diesem  Falle  sei  die  Anzahl  der  Streifen 

2u  =  16,     also    Ä  =  —  > 
16 

dann  wird 

0 

_  128       128       128       128       128       128       128       128 
^  ~  257  "^  265       281       305       337       377       425  "*"'  481  ' 

Nun  ist 

128  :  257  =  0,4980  5447 

128  :  265  =  0,4830  1887 

128  :  281  =  0,4555  1601 

128  :305  =  0,4196  7213 

128  :  337  =  0,3798  2196 

128  :  377  =  0,3395  2255 

128  :  425  =  0,3011  7647 

128:481=0,26611227; 
folglich  erhält  man  nähermigsweise 

n  =  3,1428  9473. 
Der  gefundene  Werth   ist   also  um  0,0013  0208  grösser  als 
der  wahre  Werth  der  Zahl 

n  =  3,1415  9265. 

Der  Fehler  ist  in  diesem  Falle  etwa  halb  so  gross  wie  bei 
der  vorhergehenden  Methode. 

Diese  zweite  Methode  wird  auch  hei  anderen  Anwendungen 
in  der  Regel  genauere  Resultate  liefern  als  die  erste,  ohne  dass 
man  mehr  einzelne  Glieder  zu  berechnen  braucht,  weil  sich  im 
Allgemeinen  die  Tangenten  einer  Curve  enger  anschmiegen  als 
die  Sehnen.  Von  diesem  Umstände  wird  in  dem  folgenden  Para- 
graphen Vortheil  gezogen  werden. 
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§  59. 

Simpsou^sche  Regel. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  162  und  163.) 

Es  möge  wieder  eine  Figur  begrenzt  sein  oben  durch  den 
Curvenbogen  AB  mit  der  Gleichung 

unten  dui'ch  die  X-Axe,  links  und  rechts  durch  die  Ordinalen 
x  =  a  und  x  =  b  (vergl.  Figur  105);  die  Strecke  AiBi  sei  in 
2n  gleiche  Theüe  von  der  Länge  h,  und  die  Figur  selbst  sei 
durch  die  Ordinaten  i/i,  1/2,  yz,  •  •  -  y-in-v  in  '2u  Streifen  zerlegt.  Ver- 
einigt man  zunächst  je  2  benachbarte  Streifen,  so  dass  man 
thatsäclilich  nur  noch  n  Doppelstreifen  hat,  und  ersetzt  die  be- 
grenzenden Cui'venbögen  durch  die  zugehörigen  Sehnen,  so  findet 
man  aus  Formel  Nr.  160  der  Tabelle  für  den  gesuchten  Flächen- 
inhalt, indem  man  h  mit  2h  vertauscht,  den  angenäherten  Werth 
(2.)  Fr  =h [f'{a)+2f'{a+2h)-{-2f'{a+^h)  +  •  •  •  -j- 2f\b -  2h)^f{b)\ 

Ersetzt  man  dagegen  bei  den  Doppelstreiten  die  Curven- 
bogen bezw.  durch  die  Tangenten,  welche  in  den  Endpunkten 
der  Ordinaten  yi,  ys,  y^, .  ■  ■  y -2,1-1  an  die  Curve  gelegt  sind,  so 
erhält  man  nach  Formel  Nr.  161  der  Tabelle  den  angenäherten 
Werth 
(3.)  F^  =  2h[f'{a+h)+f\a-\-U)+f\a  +  bh)+  •■•  +f'{h  —  h)\ 

Ist  der  begrenzende  Curvenbogen  AB  zwischen  A  und  B 
nach  oben  convex,  so  ist  Fi  kleiner  als  der  gesuchte  Flächen- 
inhalt 

(4.)  F  =  ff'{x)dx, 

a 

und  F2  ist  grösser  als  F\  es  ist  also 
(5.)  -        Fi<F<F2. 

Ist  dagegen  der  begrenzende  CuiTenbogen  AB  zwischen  A 
und  B  nach  oben  concav,  so  wird 
(6.)  Fi>F>F.. 
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In  beiden  Fällen  ist  F  ein  Mittelwerth  zwischen  F^  nnd 
Fj,  so  dass  die  Grösse  v,  welche  durch  die  Gleichung 

erklärt  wird,  immer  positiv  ist,  und  zwar  wird  v  für  hinreichend 
grosse  Werthe  von  n  in  der  Regel  grösser  als  1  sein,  weil  sich 
die  Tangenten  enger  an  die  Curve  anschmiegen  als  die  Sehnen. 
Aus  Gleichung  (7.)  ergiebt  sich  sodann 

^,      i^,  +  vFo 

Bei   der  angenäherten  Berechnung  der  Zahl  n  im  vorher- 
gehenden Paragraphen  war  z.  B.  F —  Fi  etwa  doppelt  so  gross 
wie  Jp2  —  F.    Setzt  man  daher  in  den  Gleichungen  (7.)  und  (8.) 
ü  =  2,  so  erhält  man  durch  die  Foi'mel 
f9)  F,  +  vR_Fi  +  2F, 

eine  noch  stärkere  Annäherung  an  den  wirklichen  Werth  des 
bestimmten  Integrals.  Dies  giebt,  wenn  man  die  Werthe  von 
Fl  und  jPo  in  Gleichung  (9.)  einsetzt, 

(lO.)J^=:^i[/'(«)  +  4/(a  +  Ä)  +  2/(«+2/0  +  4/(a  +  3Ä)+2/X«  +  4/0 

+  . . .  +  2f'{b  -  2h)  +  ^/'{b  -  h)  +f\b)] , 
oder 

(ll.)i^=^(yo  +  4yi  +  22/2  +  4?/3  +  2?/4  +  ---+2t/2«-2  +  4?/.2„_i+y2„). 

Fül'  die  Zahl  n  erhält  man  daher  unter  Benutzung  der  im 
vorigen  Paragraphen  gefundenen  Eesultate 

71  =  -(3,1389  8849  +  6,2857  8946)  =  3,1415  9265. 
o 

Der  gefundene  Werth  stimmt  also  bis  auf  8  Decimalstellen 
genau  mit  dem  wahren  Werthe  von  rr  überein. 

Die  in  den  Gleichungen  (10.)  und  (11.)  enthaltene  Formel, 
welche  unter  dem  Namen  „Simpson' sehe  Regel"  bekannt  ist, 
giebt  nicht  nur  für  die  Berechnung  der  Zahl   n  sehr  genaue 
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Wertlie,  sondern  auch  für  die  Berechnung  von  anderen  bestimmten 
Integralen,  wenn  man  nur  die  Zahl  n  gross  genug  macht.  Bei 
dem  ersten,  in  §  58  angewendeten  Näherungsverfalu-en  wurde 
die  begrenzende  Curve  durch  gerade  Linien  mit  der  Gleichung 

y  ■=i  ax  -\-  h 

ersetzt,  wobei  die  Constanten  a  und  h  so  bestimmt  werden 
können,  dass  jede  dieser  Geraden  durch  zwei  benachbarte  Punkte 
der  Curve  hindurchgeht.  Auf  die  AS/m/jsow'sche  Regel  dagegen 
wird  man  geführt,  indem  man  bei  der  Berechnung  der  Doppel- 
streifen die  einzelnen  Curvenbogen  durch  passend  gewählte 
' Parahelbögen  ersetzt,  welche  sich  der  Curve  sehr  eng  an- 
schliessen.    Dies  geschieht  in  folgender  Weise. 

Die  Gleichung 

(12.)  y  =  ax"-  -\-  bz  -^  c 

stellt,  was  auch  die  constanten  Coefficien- 
ten  a,  b,  c  sein  mögen,  eine  Parabel  dar, 
deren  Axe  zur  F-Axe  parallel  ist.  Ueber 
die  Coefficienten  a,  b,  c  kann  man  nun  so 
verfügen,  dass  die  Parabel  durch  die  drei 
Punkte  A,  C,  D  (Fig.  107)  mit  den  Coordinaten  (— ä,  yo),  (0,  y\), 
(+  h,  i/i)  hindurchgeht,  indem  man  die  Gleichungen 

=  ah-  — -  bh  +  c, 
(13.) 


1 2/1  =  ^? 

[  yo  =  ah-  -\-  bh  -\-  c 
Daraus  ergiebt  sich 


«  =  0F2  CV"  —  2yi  +  iJ-2),    *  =  ^  (—  yo  +  ^2),  cr=yi, 


befriedigt. 

(14.)      ..  _  ^^^^,  ^.^.,       ^^,    ,   ^,„    -—2/^ 
so  dass  Gleichung  (12.)  übergeht  in 


.Vo 


+  y,)x -\- 2h'-y,]. 


Der  Flächeninhalt  der  Figur  A^ADDy  wird  daher 
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+/' 


(16.)  AUD1),=  jydx 


1 


(2/0  —  2«/,  +  ^2)^  +  /<— ^0  +  2/2)'.^-  +  2%i^ 


7^3  -|       h 

(yo  —  2yi  +  ^2)  g"  +  2ÄV,A    =  -  (yo  +  4y,  +  2/2). 


Da  bei  einer  beliebigen  Parallelverschiebung  der  Y-  A  xe 
sich  weder  die  Länge  der  Ordinaten  ?/o,  yi,  y-i, .  -  -y^n  noch  die 
Grösse  h  ändert,  so  kann  man  in  ähnlicher  Weise  den  Flächen- 
inhalt der  sämmtlichen  Doppelstreifen  (in  Figur  105)  berechnen 
und  findet  dafür  bezw. 


g-(yo  +  4y,+?/2),  ^(2/2  +  42/3  +  ^4), 


g  {y-ln-1-\-^]j'ln-\  +2/2n)  \ 


dabei  hat  man  die  einzelnen  Curvenbögen  durch  Parabelbögen 
ersetzt,  welche  durch  je  3  auf  einander  folgende  Punkte  der 
begrenzenden  Curve  AB  hindurchgehen.  Für  den  Flächeninhalt 
der  ganzen  Figur  erhält  man  dann  den  angenäherten  Werth 

(17.)i^=^(t/o+4yi  +  2y2  +  4y3  +  2y4+---+2y2u_2  +  4yo„_,+y2«), 

ein  Ausdruck,  welcher  mit  Gleichung  (11.),  d.  h.  mit  der  Simi)- 
sow'schen  Regel  genau  übereinstimmt. 

Um  sich  darüber  Rechenschaft  zu  geben,  wie  genau  die 
durch  Anwendung  der  /S'm/jsow'schen  Regel  gefundenen  Resultate 
sind,  diene  die  folgende  Betrachtung.    Entwickelt  man 

(18.)  \  (yo  +  4yi  +  t/2)  =|  [/'(«)  +  4/(a  +  li)  ^f\a  +  2/0] 

nach  steigenden  Potenzen  von  ä,  so  erhält  man  durch  Anwendung 
der  Tay^r'scuen  Reihe 

(19.)  I  (yo  +  4yt+y2)  =  2Ä  ,/'(a)  +  2/.^  J"{a)  +  ^/-(«)  + 
Andererseits  ist  nach  der  Tc^i/Zor'schen  Reihe 


I 
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(20.)  fr ix)dx  =f{a  +  2/0  -/(«) 

a 

3-'>Z(5 
O  ! 

folglich  Avird 

(21.)        I  (yo  +  42/1  +  y,)  ~ff'{x)dx  ■=  ~/(^)(a)  +  •  .  • . 

Man  erkennt  daraus,  dass  der  Unterschied  zwischen  dem 
Näheriing-swerth ,  den  die  Simpson'sche  Eegel  liefert,  und  dem 
wahren  Werthe  des  Integrals  mit  h  zugleich  unendlich  klein  wu'd 
von  der  fü/fften  Ordnung. 

Fiu^  n  Doppelstreifen  ist  daher  der  Unterschied  etwa  w-mal 
so  gross,  folglich  wird  der  gesammte  Fehler,  da  2nh  =  b  —  a  ist, 

gleich  einem  Mittelwerthe  Yon/'^*(a:;),  multiplicü^t  mit  — — - —  • 

Es  war  bei  Herleitung  der  Näherungsformeln  in  diesem  und 
dem  vorhergehenden  Paragraphen  bisher  die  Voraussetzung  ge- 
macht worden,  dass  der  begrenzende  Curvenbogen  AB  über  der 
X- Axe  liegt ;  es  gelten  aber  noch  dieselben  Schlüsse  auch  dann, 
wenn  der  Bogen  AB  unter  der  X-Axe  liegt,  es  wü'd  dann  aber 
der  Werth  des  bestimmten  Integrals  negativ.  Die  Formeln 
bleiben  sogar  noch  richtig,  wenn  die  Curve  theilweise  über,  theil- 
weise  unter  der  X-Axe  liegt,  wie  aus  der  Zerlegung  des  be- 
stimmten Integrals  hervorgeht. 

Ebenso  ist  es  nicht  nothwendig,  dass  der  Bogen  AB  in 
seiner  ganzeu  Ausdehnung  nach  oben  contex  oder  nach  oben 
concav  ist.  Es  wird  aber  zweckmässig  sein,  durch  die  Ordinaten 
der  Wendepunkte,  welche  zwischen  A  und  B  möglicher  Weise 
vorhanden  sind,  die  Figur  (bezw.  das  bestimmte  Integral)  zu 
zerlegen. 

Das  Verfahren,  durch  welches  die  Simpson'^d\Q  Eegel  zu- 
letzt hergeleitet  worden  ist,  lässt  sich  noch  verallgemeinera, 
indem  man  die  Figur  in  4w  Streifen  von  gleicher  Breite  h  zer- 
legt und  in  der  Gleichung 
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( 22.)  y  =  a.r*  +  uix^  -f  «22:-  +  asx  +  «4 

die  5  constaiiten  Coefficienten  a,  a,,  «2,  «s,  «4  so  bestimmt,  dass  die 
neue  Ciirve  mit  dem  Curvenbog-en  AB  {Fig.  105)  5  auf  einander 
folgende  Punkte,  z.  B.  die  5  Punkte  A.  C,  V,  £,  F  gemeinschaft- 
licli  hat.  Auf  diese  Weise  erhält  man  eine  Curve,  welche  sich 
der  gegebenen  Curve  längs  des  Bogens  ACDEF  im  Allgemeinen 
noch  enger  anschliesst.  Deshalb  findet  man  dann  auch  bei  der 
Berechnung  des  Inhaltes  der  Fläche  A^AFFi^  noch  genauere 
Resultate  als  durch  die  bisherigen  Methoden,  wenn  man  die  ge- 
gebene Curve  durch  die  der  Gleichung  (22.)  entsprechende  er- 
setzt. 

Aehnlich  wie  bei  der  Simpso7i^Q\\%Vi  Regel  findet  man  dann 
für  den  Näherungswerth  den  Ausdruck 

'2h 


(23.)^=^. 


(7yo  -h  32^1  +  12//,  +  32^/3  +  ly^) 
-  (7//4  +  32^5  +  12yr;  +  32yT  +  ly^) 

+ 

-f-  {lyi,,-i  +  32y4H-3+  12y4n-2  +  32y4H-i  +  7?/4„) 

Auch  hier  kann  man  sich  über  die  Genauigkeit  der  gefun- 
denen Resultate  durch  die  Entwickelung  nach  der  Tay/or'schen 
Reihe  Rechenschaft  geben,  denn  es  ist 

(24.)     F,  =  '~^  ily,  +  32^1  +  12yo  +  32^3  +  7^4) 

=  %\]f»  +  32/'(«  +  h)  +  12/'(a  +  2h) 

+  32/'(rt  +  -ih)  +  lf'{a  +  4Ä)1 

=  \hf\a)  +  mf'\d)  +  ^^f"\a)  ^  ^/'^'(a) 

Kiepert,  Integral -Rechnung.  22 
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Andererseits  ist  < 

a+4h  J 

(25.)  ß''{x)dx  =f(a  +  U)  -f{a)  -j 

=  4Ä/'(a)  +  8hT{a)  +  ~f"\a)  +  ''^ß%a)  \ 

folglich  wird  ' 

a+ih  j 

(26.)  F,  -jf{x)dx  =  ^^ß\a)  +....  1 

Der  Unterschied  zwischen  dem  Näherungswerthe  und  dem 
wahren  Werthe  des  Integrals  wird  also  für  je  4  Streifen  von 
der  Breite  h  mit  h  zugleich  unendlich  klein  von  der  siebenten 
Ordnung. 

Für  alle  4w  Streifen  wird  demnach  der  Unterschied  etwa  ; 
w-mal  so  gross.     Der  gesammte  Fehler  wkd  also,  da  J 

4,nh  =6  —  a  .  i« 

ist,  gleich  einem  Mittelwerth  von  ß''\x),  multiplicirt  mit  ' 

2(6  —  a)h^  i 

945        '  'l 

In  dieser  Weise  kann  man  fortfahren  und  die  einzelnen  J 
Theile  des  Curvenbogens  AB  durch  Curvenbögen  mit  der  •,, 
Gleichung 

(27.)         y  =  ax^'"  +  utx^'"-^  +  a2X~'"--  + 1-  «o^-i  x  +  ag,« 

ersetzen,  welche  durch  je  2m  +  1  auf  einander  folgende  Punkte 
der  gegebenen  Curve  hindurchgehen. 

Es  ist  dabei  noch  zu  bemerken,  dass  die  Genauigkeit  im 
Allgemeinen  keine  grössere  wird,  wenn  man  die  Gleichung  (27.) 
mit  der  Gleichung 

(28.)  y  =  ax~"'+^   +   üiX^'"  +   üiX^'"-^   -i h   ClomX  +   Oo,„+i 

vertauscht  und  die  2m  +  2  Coefflcienten  a,  ui,  ao , . . .  uom+i  so 
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bestimmt,  dass  die  entsprechende  Curve  durch  2m  -\-  2  auf  ein- 
ander folgende  Punkte  der  gegebenen  Curve  hindurch  geht.  Der 
Grund  dafür  liegt  darin,  dass  bei  dem  Integral 


[29.)ßdx  =  ^c 

—k 


_^2wi+2  ^.2m+l 


X- 


(29.)  lydx  =  I  a^^j-^^  +  a.  -j-^^  +  •  •  •  +  «,,„-  +  a,^+,x 


+k 


J— 7, 


=  2(  «1 :---  +  «3  ^ r  H h  «2m+l/''-  ) 

\     2m  +  1  2m  — ^  1  / 

der  Coefficient  a  von  x-"'+^  in  dem  Endresultat  überhaupt  nicht 
mehr  voi'kommt. 


§  00. 

Uebungs-Beispiele. 

Aufgabe  1.    Man   soll   mit   Anwendung   der   Simpsoti'' sehen 
Eesel 


(1.)  .2=/^ 


Cdx 

X 

1 
berechnen. 

Auflösung.    Es  sei  2n  =  10,  also  h  —  —^  dann  wird 

(2.)  12  =  ^  [/(l)  +  4/'(l,l)  +  2/'(l,2)  +  .  • .  +  4/(l,9)+/'(2)] 

_J^/      ,    40     20     40     20     40     20     40     20     40     10\ 
~30\    "*"  Il'^12'^l3"^14"^15"''l6     17~^18"'~19"^20/* 

Nun  ist 

1  :  30  =  0,0333  3333 
4:33  =  0,12121212 

2  :  36  =  0,0555  5556 
4:39  =  0,1025  6410 
2  :  42  =  0,0476  1905 
4  :  45  =  0,0888  8889 
2  :  48  =  0,0416  6667 
4:51  =  0,0784  3137 
2:54  =  0,03703704 
4  :  57  =  0,0701  7544 
1  :  60  =  0,0166  6667; 

22* 
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folglich  fliidet  man  für  12  den  Näliermigswerth  0,6931  5024:,  der 
sich  von  dem  wahren  AVerthe,  nämlich  von 

12  =  0,69314718 
nur  um  0,0000  0306  unterscheidet. 

2 

fclx 
Berechnet  man  12  =  /^  nach  der  zweiten  Methode,  also  nach 

Formel  Nr.  163  der  Tabelle,  indem  man  12  Intervalle  annimmt, 
so  wird 

(3.)  4.^=12,     Ä-^' 

also 

(4.)      F=  ^  (7^0  +  32^/1  +  12^2  +  32^3  +  14//4  +  32^5 

+  12^/6  +  S2lJ^  +  14^8  +  322/9  +  12yio  +  S2i/n  +  li/vi) 


270  V 


„  ,  384  ,  144  ,  384  ,  168  ,  384  ,  144 

7  + 

13         14  ^   15  ^  16  ^   17          18 


384168384       144       384       7  \ 
19"^^        22"^2/ 

Nun  ist 

7=7 
384  :  13  =  29,538  461  538  5 
144:  14=  10,285  714  285  7 
384  :  15  =  25,6 
168:  16  =  10,5 
384:  17  =  22,588  235  294  1 
144  :  18  =    8 

384  :  19  =  20,210  526  315  8 
168:20=    8,4 
384  :  21  =  18,285  714  285  7 
144:22=    6,545  454  545  5 
384:23=  16,695  652  173  9 
7  :    2  =    3,5 
folglich  erhält  man  für  12  den  Nähermigsvverth 
(5.)  F=  187,149  758  439  2:270 

=      0,693  147  253  5, 
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der  sich  von 

12  =  0,693  m  180  6 
nur  um 

(6.)  J'— 12  =  0,000  000  072  9 

unterscheidet.  , 

Aufgabe   2.    Man   soll   die  Zahl   tv  durch  Anwendung   der 
Simpson' sehen  Eegel  aus  der  Gleichung 

0,5 

r       dx  r  .         -,0,5  TT 

(7.)  /   . =  [arcsma;]     =  - 

0 

berechnen. 

Auflösung.    Für  In  —  8,  also  h  —  —  erhält  man 


-K 


64  32  64  32  64     .      32 


]/255  1/252  1/247  ^240  1/231  1/220 

64   .   16  \ 


1/207      1/192> 

oder 

/QN  1    ,    l/lö320   ,   1/112   ,   yi58()8   ,    l/l5 

^  ^^  "^8+^55-  +  '^2-  +  -^7-  +  -15^ 


Nun  ist 


1/14784       1/220       1/1472       I/3 
231  55  69~"^T2^ 

1:8^  0,125 


1/1632Ö  :  255  =  0,5009  7943 

']/\\2  :  42  =  0,2519  7631 

1/I58Ö8  :  247  =  0,5090  2781 

l/l5  :  15  =  0,2581  9889 

yi4784  :  231  =  0,5263  6135 

y22Ö  :  55  =  0,2696  7995 

1/1472  :  69  =  0,5560  3844 

1/3:  12  =  0,1443  3757; 
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folglich    erhält    man   für    die   Zahl    tt    den    Näherungswerth 
3,1415  9975,  der  sich  von  dem  wahren  Werthe,  nämlich  von 

rr  =  3,1415  9265 

nur  um  die  Grösse  0,000  0710  unterscheidet. 

Aufgabe   3.    Von  einer  Ellipse  b-x^  +  a-t/-  =  a-b'^   mit  den 
Halbaxen  a  =  6,  6  =  4  soll  man  das  Flächenstück  Q1P1P2Q2 
berechnen  (Fig.  108),  wenn  OQi—  —  1  und  OQ2  =  +  5  ist. 
Fig.  108.  Auflösung.  Aus  der  Gleichung 

der  Ellipse  folgt 

[\       ^      ^-^      a*^  3'^ 

SO  dass  man  für  den  gesuchten 


Flächeninhalt 


+5 


(11.)   F=^fdxyw—x^ 
—1 

erhält.    Nach  der  Simpso7i's>Q\\&Q.  Eegel  wii^d  daher  für  2w  =  12, 

(12.)     i^=|.^(}/35  +  4]/35;75  +  2"|/36  +  4}/35/75 
3     o 

+  2  1/35  +  4  y^ib  +  2  1/32  +  4  1/29^5 

+  2  ]/27  +  4  1/23,75  +  2  ]/2Ö  +  4  1/1^5  +  l/ll). 


Nun  ist 


2]/36  =2.6  =  12,0000  000 
8  y^b^  =  y2288  =  47,8330  430 

3]/35  =  ]/315  =  17,7482  393 
4y33j75  =  y54()  =   23,2379  001 

21/32  =  ^128  =  11,3137  085 
41/29,75  =  1/476  =   21,8174  242 

21/27  =  I/1Ö8  =  10,3923  048 
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4y23,75  =  yssb  =   19,4935  887 
2]/2Ö  =     VSO  =     8,9442  719 
4"|/l5,75  =  ^252  =   15,8745  079 
yii  =     3,3166  248; 
man  erhält  dalier  für  F  den  Näherung swerth 
(13.)  191,9716  132  :  9  =  21,3301  7924. 

Den  icahren  Werth  von  F  findet  man  aus 


(14.)       F=  '^fdxYsÖ^x^  =  ~  |-]/36-a:2  +  18arcsm('|)T' 

=  |(5]/ll  +  1/35)  +  12  arc  sin^^")—  12  arcsin(^—  \\ 
Dabei  ist  (vergl.  Aufgabe  4  in  §  11) 


|l/ll  =    5,527  708 

1^35  =     1,972  027 

12arcsin(^')  =  11,821  327 


12  arc 


,009  377 


also 

(15.) 


F=  21,330  439. 

Der   duixli   die  Anwendung   der  Simpson' sehen  Eegel  ge- 
fundene Wertli  ist  also  um  0,000  260  zu  klein. 

Aufgabe  4.    In  einer  Ellipse  (Fig.  109)  mit  der  Gleichung 
(16.)     6V  +  «V  =  a^' 
seien  die  beiden  Halbaxen 
(17.)     a=  10  und  6  =  6; 
man  soll  die  Länge  des  Bogens 
BP  bestimmen,    wenn   OQ 
gleich  8  ist. 

Auflösung.  Aus  Grleichung 
(16.)  folgt 
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(-)   l-S'GP 


In  dem  vorliegendeu  Falle  ist  also 


(19.)  s  =  BP  = 


:  idx  l/. 


10000  —  Ö4a;- 


100(100  — a;^) 

Deshalb  erhält  mau   durch  Anwendung  der  Simpso7i'^Q\\t\\      j 
Regel  füi'  2n  =  8,  ä  =  1 

(20.)     .  =  l/l  +  41/^  +  2l/^  +  4l/^*  i 

^      ^  ^\  [^9900^     ['  9600  [^ 


9100 
Nun  ist 


^8976  W8400         , /769_6         -. /6864  ^-|/5904Y 

|/  8400  ^     )  7500  ^     |/  6100  ^     f'  5100  ^  |^  3600/ 


1  =  1.0000  0000 


41/9936  :  ]/99Ö()  =  ]/48576  :    55  =  4,0072  6612 

2 1/9744  :  |/9600  =  yiÖÖ:    10  =  2,0149  4417 

4]/9424  :  ]/9100  =     V  3430336  :  455  =  4,0705  8600 

2]/8976  :  ]/8400  =  ]/20944  :    70  =  2,0674  3457 

4|/84ÖÖ:]/75ÖÖ  =  }/448 :      5=4,2332  0210 

2]/7696:]/6400  =  1/481:    10  =  2,19317122 

41/6864  :  l/ölÖO  =  V  155584  :    85  =  4,6404  8678 

1/59Ö4  :  J/36ÖÖ  =  yil  :      5  =  1,2806  2485; 

folglich   findet  man   für   die  Bogenlänge  BP  den   Näherungs- 

werth 

(21.)  s  =  25,5077  1581  :  3  =  8,5025  7194. 

Soll  der  Quadrant  der  Ellipse,  nämlich 

(22.)  r    . /l000Q^=64g 

^     /'^"^MOOaOO-rr^) 

berechnet  werden,  so  würde  die  Rechnung  auf  Schwierigkeiten 
stossen,  weil 
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-1/10000— 64a:^ 
■^  ^^^-  f  100(100  —  z'-) 

für  a;  =  10  unendlich  gross  wird.    Um  auch  in  diesem  Falle  die 

10 
angenäherte  Berechnung  YO\iJf'{x)dz  auszuführen,  mache  man 

8 

y  zur  Integrations -Veränderlichen,  indem  man 
(23.)         y  =  —j/lOO— .r-,     oder     x  =  — ]/36— ^"2 
setzt.    Dies  giebt  (Fig.  109) 


a296+64?/2 


^      ^                            31/36  — y'^                        -^l/ 36(36— ;y2-) 
10  0       

(25.)  ^^,.)^^-^yil^ 

_+/W^24TW_ 

-y    7  9(36-y^j 


Wendet  man  auf  die  Berechnung  dieses  Integrals  die  Simj)- 
son'sche  Eegel  an,  indem  man  2n  =  4,  also  h  =  0,9  setzt,  so 
erhält  man 

ce,  P.=o,3(.+.yi+.i/f  H-.i/i+i/i). 

Nun  ist 

0,3  =  0,3000  0000 
1,2  . 1/416 


0,6.1/116 
1,2  .  y  544 
0,3.    1/41 


1/391  =  y  234224,64  :  391  =  1,2377  6880 
1/91  =      y  3800,16:    91  =  0,6774  2239 


y319  =  y  249891,84  :  319  =  1,5670  5902 

y  16  =  Ys^  :      4  =  0,4802  3432  ; 

folglich  erhält  man  für  PA  den  Näherungswerth 
(27.)  PA  =  4,2624  8453, 

so  dass  man  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (17.)  für  den  ganzen 
Ellipsenquadranten 


346  §  61.     Gauss'sche  Quadratur. 

(28.)  BFA  =  q=  12,7650  5647 

erhält.    Durch  wirkliche  Berechnung  des  elliptischen  Integrals 

hatte  man  auf  Seite  309  in  §  52  für  denselben  Ellipsenquadranten 

(29.)  q  =  12,763  4994 

gefunden,    so   dass   das    durch  Anwendung   der  Simpson'' sehen 

Eegel  berechnete  Resultat  um  0,0015  571  d.  h.  um  0,00012200 

der  Bogenlänge  zu  gross  ist. 

Wenn  man  für  die  Zahl  n  noch  grössere  Werthe  wählt,  so 
werden  die  Eesultate  natürlich  genauer. 


§  61. 

Gatiss^sche  Quadratur. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Kr.  164  und  165.) 

Nach  der  Simpson^ sehen  Eegel  (Formel  Nr,  162  der  Tabelle) 
ist  näher ungsweise 

b 

i  1.)      F^Jf\x)dx  =  I  [f\a)  +  4/'(«  +  h)  +f\a  +  2/0 

+  /'(«  +  2h)  +  if\a  +  8/0  +/'(a  +  4/0 

+      •     •     •     • 

+  /'(i^2/0  +  4/'(6-/0+/X6)] 
h 

=  3   (2/0  +  4^1  +2?/2  + 4^3+ 2t/4H h22/2u-2  +  4?/2«-l+3/-2")- 

Auch  bei  dem  in  Formel  Nr.  163  angegebenen  Näherungs- 
werthe  hatte  F  die  Form 

(2.)  F=  h{Coyo  +  Ci?/i   +  C2  1/-2  + h  Ciny^n), 

wobei  Co,  ci ,  C2 ,  ...  ^4,1  passend  gewählte  Zahlcoefficienten  und 
yo,  yi,  ^2 ,  .  • .  yin  Ordinaten  der  Curve 

(30  2/=/'(^) 

sind,  welche  gleichen  Ahsta?id  von  einander  habeti.  Eine  noch 
stärkere  Annäherung  hei  gleicher,  oder  sogar  nocii  kleinerer  Anzahl 
0071  Ordinaten  erhält  man,  wenn  man  den  Ordinaten  nicht  die 
Beschränkung  auferlegt,  dass  sie  gleichen  Abstand  von  einander 
haben,  sondern  wenn  man  dieselben  passend  auswählt. 
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Handelt  es  sich  z.  B.  um  den  Doppelstreifen 


(4.)   JfXx)dx=f{c  +  h)-fic-h) 


=  2 


Yif'i')  +  ^^rxc)  +  ~f^(c)  + 


so  mögen  in  dem  Ausdruck 

(5.)  F,  =  h  [cf'ic  —  ah)  +  c,f(^  +  /?70] 

die  4  Grössen  ci,  C2,   «,  /i^  so  bestimmt  werden,   dass  in  der 

Entwickehmg  von  Fi  nach  steigenden  Potenzen  von  h,  also  in 

(6.)     Fl  =  {ci  +  c,)hf\c)  +  (-  cia  +  c,ß)  ^,/"(c) 

+  {cia^  +  c.ji^)jji%c)  +  .'■ 

möglichst  viele  Glieder  mit  der  in  Gleichung  (4.)  gegebenen 
Entwickelung  überemstünmen.  Zunächst  folgt  aus  den  Glei- 
chungen 

(7.)  —  civc  -\-  coß  =  0,    oder    ci«  =■  ciß 

und 

(8.)  —  c,«^  +  c^ß^  =  0,     oder     c^a^  =  coß^, 

dass 
(9.)  ß''  =  a\    oder    ß  =  ±:a. 

Wäre  ß  =  —  u,  so  würden  die  beiden  Ordinaten /'(c — ah) 
und  f\c  +  ßh)  zusammenfallen ;  damit  man  zwei  verschiedene 
Ordinaten  erhält,  muss  man  also  in  Gleichung  (9.)  das  obere 
Vorzeichen  wählen.    Daraus  folgt  dann 

(10.)  Ci   =  Co, 

so  dass  die  Gleichungen  (5.)  und  (6.)  übergehen  in 
(11.)  Fl  =  cih[f'{c  —  ah)  -\-f\c  +  ah)\ 

th^  h^ 

cihf\c)  +  ciu^^,f"\c)  +  cia^  -Ji%c)  +  ■  . 
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Jetzt  sind  nur  noch  die  beiden  Grössen  ci  und  a  zu  be- 
stimmen, dass 

(12.)  ci  =  1 ,     3ci«2  =  1      also     «  =  ^ 

wird.    Dies  giebt 

-  2  [ä/'(c)  +  ^,/'"(c)  +  ^/^)(^)  +•••]• 
Es  ist  daher 

C  +  /1 

(14.)  jf\:,)dx  -F,  =  ^^ß%c)  +  •  •  •  . 

c — h 

Indem  man  in  Gleichung  (13.)  für  c  die  Werthe  c=a-{-//, 

a  -\-  Sh,  . . .  ö  —  h  einsetzt  und  die  daraus  sich  ergebenden  Aus- 

h 

drücke  addirt,  findet  man  i\iv/f'{x)dx  den  Näherungswerth 
(15.)  F=k[f{a+-^')  +  r{a+^-+^\) 

In  dieser  Formel  braucht  man  2n  Ordinaten  und  erhält 
eine  etwas  stärkere  Annäherung  als  bei  der  *S'^w^J^5ow'schen 
Eegel  unter  Benutzung  von  2w  +  1  Ordinaten.  Da  nämlich  2nh 
gleich  b  —  a  ist,  so  wird  der  Fehler  bei  dieser  Formel  nach 
Gleichung  (14.)  gleich  einem  Mittelwerth  von/(^)(2;),  miütiplicü't 

mit  ^^ — — -^ — ;  er  verhält  sich  also  zum  Fehler  bei  der  Simp- 

«ow'schen  Eegel  etwa  wie  2  zu  3. 
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Durch  die  Einführung'  der  Irrationalität  Y'd  wird  die 
Rechnung  im  Allgemeinen  7itc/it  erschwert.  Wenn  z.  B.  f'{x) 
eine   rationale  Function  von  x  ist,  so  wird  die  Summe 

rational.  Die  Rechnung  wird  dann  sogar  noch  einfacher  als 
bei  Anwendung  der  Ä'wjosow'schen  Regel,  wie  das  folgende  Bei- 
spiel zeigen  möge. 

Aufgabe.     Es  soll  wieder 


2 

ir      •'''^'^ 

X 

1 


■^^ 


berechnet  werden  unter  Anwendung  von  10  Ordinaten. 
Auflösung.    In  diesem  Falle  ist  //  =  0,1  und 

oder  da  f'{x)  =  -  ist, 

(16.)   F=,\(       '    ^^+         '       \U       '     ^  +  -^A 
L\33— ]/3       33  +  ]/ 3/      V39— ys       39+1/3/ 

+r— ^-_+       '      )+(^^^+       ^      \ 

V45— ]/3       45+]/3/      V5I— 1/3       51+1/3/ 

"^V57-]/3^  57+73)] 
_  33         39         45         51         57 
"l8l'^253"''337'^43354i' 


^ 


350 


Nun  ist 


also 

(17.) 
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33  :  181  =  0,182  320  442  0 
39  :  253  =  0,154  150  197  6 
45  :  337  =  0,133  531  157  3 
51  :  433  =  0,117  782  909  9 
57  :  541  =  0,105  860  443  6, 

F=    0,693  145  150  4 

=  12  —  0,000  002  030  2.  ■ 


Der  Felller  ist  also  kleiner  als  bei  Anwendung  der  ä'^j/j- 
sow'schen  Eegel  mit  11  Ordinaten. 


Auch  dieses  Verfahren   lässt   sich  verallgemeinern,  indem 


man 

(18.)  J;  =  hc,  {f'{c  —  ah)  +f'{c  +  ah)]  +  /^Co[/'(c  —  ßh) 

+f\c  +  ßh)] 
=  2[(ci  +  c,)//'(c)  +  (c.a^  -t-  c.S'}^^-^f%c) 

+  {c,a^  +  c,ß^)  ^,ß%c)  +  (ci««  +  c,ß^)  ^y^-'Kc) 
h^ 


+  (.ia«  +  C2/^«j^/('%)  +  .--] 


setzt  und  die  4  Grössen  ci,  c^,  «,  ß  so  bestimmt,  dass  mög- 
lichst viele  Glieder  dieser  Entwickelung  mit  den  entsprechenden 
Gliedern  in  der  Entwickelung  von 

C+2A 

(19.)   ff\x)dx  =f(c  +  2Ä)  — /(c  —  2h) 

-2h   .  ,  -    ,   m    .„,,  ,    ,    32A5     5,,  -    ,    128A'  „,.,,  . 
512Ä»  ,., 


t  — 2/i 


+ 


9! 


-ß'\c)  + 


übereinstimmen.    Dies  giebt  die  Gleichungen 

(20.)  c,  +  c.,  =  2, 
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(21.)  Ci«2+C2/i2=|, 

O 

32 

(22.)  C2U^-\-  C2ß^=~, 

o 

128 
(23.)  c,«6  +  C2ß'  =  ^- 

Eliminirt  man  aus  den  Gleicliungeu  (20.)  und  (21.),  (21.) 
und  (22.),  (22.)  und  (23.)  die  Grösse  ci,  so  erhält  man 

(24.)       C2{u''  —  ß'')  =  2(^a'-—^y 

(25.)  c,ß%a^  -  ß-')  =  8  C^  - 1)  -  2ß-'(a-'  -  |)  , 

(26.)  C2ßKa^--ß^)  =  32("^-^)=  Sß-^(^^-f), 
also 

(-).-<'^-D^(--l)=€-^)<M)- 

Dies  giebt 

(--l)(^f)KM)' 

oder 

(28.)  35a*  —  120«-  +  48  =  0 , 

,  _  60  ±]/l92Ö  ^  12  ±  1,6]/3Ö 
(29.)  c-  _  ^^^  ~ 

Da  die  Gleichungen  (20.)  bis  (23.)  sich  nicht  ändern,  wenn 
man  fi  mit  co  und  u  mit  ß  vertauscht,  so  genügt  ß  derselben 
Gleichung  (28.)  wie  a;  es  sei  deshalb 

(30.)  «2  =  y(3  -  0,4]/30),      ß-'  =  y (3  +  0,41/3(3). 

Dann  folgt  aus  Gleichung  (24.) 
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Es  ist  daher 


(33.)  i^2-(i  +  j^y3())Ä[/'(. 


2y3  — 0,41/30 


Vi 


■) 


21^3  —  0,41/30, 


Vi 


+ 


2V3  + 0,41/30, 


Vi 


h^  . 


Der  Coefficient  von  — ;  in  der  Entwickelung-   von  F^  wird 

o ! 


dabei 


ci««  +  co/i^«  =(7j[(l  +  h^'^^){^  ~  0,4y3oJ 


512  .  5,16 

~        49 
Deshalb  wird 

c+2/t 


512/i'''       512  .  5,16A'- 


8!  49 


)ß%c) 


+ 


c—1h 


10,24^9 
138  915 


/(«)(.)  + 


Bezeichnet  man 

/'[a  +  (4m  —  2  —  a)h\  mit  r/,„,  1 , 
f'[a  +  (4m  —  2  +  a)h\  mit  y„,,2, 
/'[a  +  (4m  —  2  —  /?)A]  mit'  y,„,  3 , 
/^[a  +  (4m  —  2  +  ß)h]  mit  y,„,i, 

so  erhält   man  für  das  gesuchte  Integral  ff'{x)dx   den  Nähe- 

a 

rungswerth 
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(35.)    F=:  ÄCi[(y,,i   +  y,,,)  +   {'/■2,i   +  y2,2)   +   •  •  •   +   (y,M   4-   lj»,-l)] 
+  ÄC2[(yi,3  +  I/l,i)  +   (^2,3  +  ^2,4)  +   •  •  •   +(y»,3  +y»,4)]. 

Da  hierbei  4wä  =  5  —  a  ist,  so  wird,  wenn  man  mit  &  eine 
Grösse  zwischen  0  inid  1  bezeichnet,  der  Fehler 

6 

(36.)  Jf(r)d^  -F  =  ^'^lfs~f°ß'>[o  +  &ib  -  «)] ; 

a 

er  wird  also   mit  h   zugleich  unendlich    klein  von    der  achten 
Ordnung-. 

Die  folgende  Aufgabe  möge  zeigen,  wie  bei  den  Anwen- 
dungen häufig  die  in  «,  /^,  cf,  C2  enthaltenen  Irrationalitäten 
vermieden  werden  können ,  weil  in  dem  Endresultat  nur  die 
symmetrischen  Functionen  von  «^  un(j  ^2  auftreten.  Nach  Glei- 
chung (28.)  wird  aber 

(37.)  ^2  +  ^2_l|P,       «-^^2^^. 

2 

fdx 
Aufgabe.    Man  soll  wieder  l2  =  /~—  unter  Benutzung  von 

1 
12  Ordinaten  berechnen. 

Auflösung.    Hier  ist 

also,  wenn  man  der  Kürze  wegen  12c  mit  k  bezeichnet, 
f(c-ah)  +/'(o  +  ah)  =  _-_  +  -^-^--  =  -^^,__^, 

Deshalb  wird  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (31.) 
und  (32.) 

Kiepert,  Integral  -  Eechnung.  23 


354 
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(38.)  c,[/'{c  —  ah)  +f\c  +  ah)]  +  c.^f'{c  —  ßh)  +/'(c+  ßh)] 
4S,k        /       3/i2  — 4    .   3«2_4^ 


/      3/i-  —  4       3«"— 4\ 
V       ^.2  _  «2   +  ^2  _  ßi) 


3(«2_ 

__  16/:  [—  SC«'^  —  ß^)  +  (3^-^  +  4)  {a"-  —  ß'-)] 

_  l%k[  —  3(«^  +  1^-)  +  3^^  +  4]  _    16/.-(105/.--^  —  220) 
"         k^  —  («2  +  ß^)k^  +  «2/:y2        —  35X-4  _  i20X;2  _|-  48  ' 

Wenn   man   in    diesem   Ausdruck    für    k  =  l2c    die   drei 
Werthe 

12(1  +  2/0  =  14,     12(1  +  6/0  =  18,     12(1  +  10/0  =  22 
einsetzt,  so  erhält  man  bezw. 

35  630 


(390 


f  1(2/1,1  +  yi/i)  +  ^-^(^1,3  +  yi,4)  = 

Cl(2/2,1   +  ^2,2)   +  C2(</2,3  +   y-li)  = 
^l(?/3,l   +  ^3,2)  +   ^2(^3, 3  +  2/3,4)   = 


10  321 
25  350 

9  467' 
139  150 


63  601 

Indem  man  diese  Werthe  in  Gleichung  (350  einsetzt,  tindet 
man 

1   /35  630        25  350        139  150\ 
(4O0  —  -^  \io321        T467  "*"     63  601/ 

Nun  ist 

35  630  :  10  321  =  3,452  184  865  808 
25  350  :     9  467  =  2,677  722  615  401 
139  150  :  63  601  =  2,187  858  681  467, 
folglich  wird 

(41.)  F=  8,317  766  162  676  :  12 

=  0,693  147  180  223 
=.12  —  0,000  000  000  337. 
Man  erhält  also  dui'ch  dieses  Verfahren  eine  ausserordent- 
lich starke  Annäherung. 

Noch  stärker   wird   die  Annäherung,   weim   man   in   den 
Gleichungen 
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c+3h 

(42.)  ff'(x)dx  =f{r  +  U)  —f{c  —  3/0 

c-3h 

und 

(43.)  F,  =  kcr[f'(o  —  ak)  +f\c  +  ah)]  +  hc^[f\c  —  ßh) 

+  f'lc  +  ßh)]  +  hc,[f'{c  —  yh)  +fXc  +  rh)j 
die  rechten  Seiten  nach  steigenden  Potenzen  von  h  entwickelt 
und  die  6  Grössen  ci,  co,  c.j,  </,  ß,  y  so  bestimmt,  dass  in  beiden 
Entwickehingen  die  Coefficienten  von  A,  h^,  h'%  h\  h^,  h^^  mit 
einander  übereinstimmen.  Der  Fehler  wird  dann  mit  h  zugleich 
unendlich  klein  von  der  13*"^^  Ordnung. 

In  dieser  Weise   kann   man    das  Verfahren    noch  beliebig 
weiter  fortsetzen. 


23^^ 


XI.  Abschnitt. 

Kubatur  der  Körper  uud  Complanation 
der  krummen  Oberflächen.  3Ielirfaclie  Integrale. 

§  62. 

Kubatur  der  Körper  durch  Anwendung  einfacher  Integrale. 

(Vergl.  die  Formel- Tabelle  Nr.  1(3G.) 

Es  war  bereits  in  Abschnitt  III  gezeigt  worden,  wie  man 
das  Volumen  eines  Eotationskörpers  berechnen  kann.  Es  wurde 
damals  der  Körper  durch  Schnitte,  senki'echt  zur  Rotations- Axe 
in  unendlich  \iele,  unendlich  dünne  Schichten  zerlegt,  die  man 
unter  Vernaclilässigung  unendlich  kleiner  Grössen  höherer  Ordnung 
als  Kreiscylinder  betrachten  darf.  Ist  z.  B.  die  den  Körper  be- 
grenzende Fläche  durch  Eotation  der  Curve 

(1.)  y  =f{^) 

um  die  X-Axe  entstanden,  so  ist  die  Grundfläche  eines  solchen 
Cylinders  ein  Kreis  mit  dem  Halbmesser  y  und  dem  Flächen- 
inhalte y^-TT..    Da  der  Cylinder   die  Höhe  dx  hat,   so  wii'd  das 
Volumen  einer  solchen  unendlich  dünnen  Schicht 
(2.)  ^F=  y-ndx, 

also  das  Volumen  des  ganzen  Rotationskörpers 

(3.)  r=  n/y'^dx, 

wie  bereits  in  Formel  Nr.  96  der  Tabelle  angegeben  ist. 

Ein  ähnliches  Verfahren  kann  man  auch  für  die  Berechnung 
des  Volumens  bei  anderen  Körpern  anwenden.  Man  theilt  die- 
selben in  unendlich  viele,  unendlich  dünne  Schichten  durch 
Schnitte,  welche  zur  X-Axe  senkrecht  stehen,  und  summiil  die 
Volumina  dieser  einzelnen  Schichten. 


Fig.  111. 
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Zur  Bereclinimg-  des  Volumens  der  einzelnen  Schichten  muss 
zunächst  der  Flächeninhalt  der  einzelnen  Schnitte  als  stetige 
Function  von  x  bekannt  sein,  wobei  x  =  OQ  der  Abstand 
des  betreffenden  Schnittes  von  der  YZ-Ebene  ist  (Fig  HO.)  Es 
sei  also  F{x)  der  Flächeninhalt  eines  solchen  Schnittes,  welcher  in 
F{x  +  Jx)  übergeht,  wenn  Fig.  iio. 

X  um  Jx  =^  QQi  wächst, 
d.  h.  wenn  der  Schnitt 
durch  den  Punkt  Qi  der 
X-Axe  gelegt  wird. 

Legt  man  durch  die 
Umgrenzungen  der  beiden 
Schnitte  i^'.r)  undi^(.7; + Jx) 
Parallele  zui'  X-Axe,   so 
werden    die    beiden   Um- 
grenz ungscurven  der 
Schnitte  in  die  YZ-Ebene 
projicirt.    In  Figur  111  sei  z.  B. 
die    Curve    ABCJEFGK     die 
Projection    von   F{x),    und    die 
Cm-ve    ALCDEMGH  die  Pro- 
jection von  F{x  +  Jx).    Die  bei- 
den  Figuren   haben   das  Stück 
AL CJEMGK  gemeinschaftlich; 
dieses  Stück  muss  man  um 
(4.)  «1  =  ABCLmid. u.  =  EFGM 
vermehren,  damit  man  F{x)  er- 
hält, während  man 

(4a.)  ßi  =  'gHAK  und  ß^  =  GDEJ 

hinzufügen  muss,  damit  man  F{x  -f  Jx)  erhält. 

Denselben  Schluss  wird  man  auch  allgemein  ausführen 
können.  Die  Projectionen  der  beiden  Schnitte  werden  ein 
Flächenstück 

■  (5.)  F{x)  —  u  =  F(x  +  Jx)  —  ß 

gemeinschaftlich  haben,  wenn  man  mit  a  und  ß  die  Summe  der 
kleinen  Flächenstücke  bezeichnet,  welche  das  gemeinsame  Stück 
bezw.  zu  F(x)  und  F(x  4-  ^x)  ergänzen.     In  Figur  111  ist  z.  B. 


i 
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ß  =  «,  +  cii    und    ß  =  ß\  +  ß-i. 

Dabei  sind  «  und  ß  kleine  Grössen,  welche  mit  Jz  zugleich 
verschwindend  klein  werden,  weil  F{x)  als  eine  stetige  Function 
von  X  vorausgesetzt  worden  ist. 

Bezeichnet  man  das  Volumen  der  dünnen  Schicht  mit  JV, 
so  wird  zfV  im  Ällgemeineii  grösser  sein  als  ein  Cylinder, 
welcher  F{z)  —  a  zur  Grundfläche  und  Jx  zur  Höhe  hat. 
Dagegen  wird  J  V  im  Allgemeinen  kleitier  sein  als  ein  Cylinder, 
welcher  F{x)  +  ß  =  F{x  +  Jx)  +  a  zur  Grundfläche  und  Jx  zur 
Höhe  hat,  d.  h.  es  wird  im  Allgemeinen 
(6.)  [F{x)  —  a]Jx^JV^  [F{x)  +  ß]Jx 

sein.     Dies  giebt 

Fix)~u^^^F(x)  +  ß, 


(7.) 


Jx 


oder,  wenn  man  Jz  verschwindend  klein  werden  lässt, 

dV 


(8.) 
also 

(9.) 


F{x)^ 


dx 


dV 

dx 


F{x),       V 


F{z), 

X., 

=:  I  F(x)dx. 


Wie  bereits  hervorgehoben  wurde,  gelten  die  Schlüsse  mir 
im  Allgemeinen.  Die  krumme  Fläche,  welche  die  betrachtete 
Schicht  begrenzt,  kann  möglicher  Weise  zwischen  den  beiden 
Schnitten  F(x)  und  F{x  +  Jx)  solche  Einbiegungen  oder  Aus- 
biegungen haben,  dass  der  Cylinder  mit  der  Grundfläche 
F{x)  —  VC  und  der  Höhe  Jx  nicht  ganz  innerkalb  der  Schicht 
JV  liegt,  oder  dass  der  Cylinder  mit  der  Grundfläche  F(z)  +  ß 
und  der  Höhe  Jz  die  Schicht  JV  nicht  vollständig  einschUesst. 

In  diesem  Falle  lege  man  durch 
eine  Gerade  ^,  welche  zur  X-Axe 
parallel  ist  und  die  Schicht  durch- 
bohrt, eine  beliebige  Ebene  QPPiQi 
(Fig.  112).  Diese  Ebene  sei  auf  der 
einen  Seite  durch  die  Gerade  g  be- 
,  grenzt  und  schneide  die  Figuren 
i_  F{z)  und  F(z  H-  Jz)  bezw.  in  den 
Geraden   QP  und  Q,Fi.    Die  be- 


Fier.  112. 
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grenzende  Fläche  schneide  sie  in  dem  Curvenbogen  PP,,  welcher 
in  den  Punkten  Pk  und  P,,  bezw.  den  kleinsten  und  den  grössten 
Abstand  von  der  Geraden  g  haben  möge.  Dreht  sich  nun  die 
Ebene  QPPiQx  um  die  Gerade  g,  so  beschreiben  die  Punkte 
Pk  und  Py  auf  der  begrenzenden  krummen  Fläche  zwei  Curven, 
deren  Projectionen  in  die  FZ -Ebene  jetzt  mit  F{x)  —  a  und 
F{x)  -f-  ß  bezeichnet  werden  mögen.  Dann  wird  wieder 
[F{x)  —  a]Jx  ^  J  V^  [F{x)  -h  ß\Jx, 

F{x)-cc^^^F{x)-]-ß, 

also,  weil  für  verschwindend  kleine  Werthe  von  Jx  die  Punkte 
Pk  und  Pg  mit  P  zusammenfallen,  so  dass  «  und  ß  verschwin- 
dend klein  werden, 


F{x)^ 


dV 


F{x)- 


tlies  giebt  wieder 


dV 

dx 


=  F{x),       V 


=   F{x)dx. 


In  dieser  strengeren  Herleitung  ist  der  zuerst  behandelte, 
am  häufigsten  vorkommende  Fall  eingeschlossen. 

Die  Berechnung  des  Volumens  der  Körper  nennt  man  „Ku- 
batur  der  Körper'"''. 

§  63. 

Uebungs-Beispiele. 

Aufgabe  1.    Man  soll  das  Volumen  des  Körpers  berechnen, 
welcher  von  dem  elliptischen  Paraboloid  mit  der  Gleichung 
(1.)  y'^  -\-  d'z"'  ^  2px 

und  von  der  Ebene  mit  der  Gleichung 
X  =  c  eingeschlossen  ist  (Fig.  113). 

Auflösung.  Jeder  Schnitt  senk- 
recht zur  X-Axe  schneidet  aus  der 
Belache  eine  Ellipse  mit  der  Gleichung 

3/' 


Fis.  u;;. 


a-z- 
2px       2px 


(2.) 

und  mit  den  Halbaxen 
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Ol  =  y2px  ,     bi  =  -V'Ipx 
aus.     Der  Flächeninhalt  dieser  Ellipse  ist  bekanntlich 

(3.)  Fix)  =^  ClibiTT  =  ^-^  71 , 

a 
folglich  findet  man  für  das  Volumen  des  Körpers 

(4.)  V  =  (f{x)  clx  =  ^-^Lx  =  P^^  [x^Y  =  ^^  • 

0  0 

Aufgabe  2.     Man  soll  das  Volumen  des  dreiaxigen  Ellipsoids 

0  9  0 

(•^•)  5  +  l  +  ?  =  i 

berechnen. 

Auflösung.    Auch  hier  ist  jeder  Schnitt,  senkrecht  zur  X-Axe, 
eine  Ellipse  mit  der  Gleichung 

O  0  o  o  9      0  9     9 

y       z~       a^ — r-  ,  a~y-  a^z~ 


o^       c-  a-  b\a'- — x^)       c-{a- — x-) 

und  mit  den  Halbaxen 


(7.)  a,=~y  a'-  —  x^,     b,  =  -y  d'  —  x', 

a  a 

folglich  ist  der  Flächeninhalt  dieser  Ellipse 
(8.)  F{x)  =  a,b,7T  =  ^  («2  _  x'-)tt. 

Das  Volumen  des  Ellipsoids  wird  daher 

(9.)       V  =  fF(x)  dx  +  ^ /(a^  —  x'')dx 

— a  — a 

Aufgabe  3.     Man  soll  das  Volumen  des  Körpers  berechnen, 
welcher  von  der  Fläche  i^en  Grades 
(10.)  aY  +  x'^z'^  =  b'-x'^ 

und  den  beiden  Ebenen 
(11.)  o:  =  0     und    X  =  a 

eingeschlossen  wird.     Die   durch  Gleichung   (10.)    dargestellte 
Fläche  heisst:  „Cononmem  von   Wallis'^. 
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Auflösung.    Die  Schnitte,  senkrecht  zur  X-Axe,  sind  wieder 
Ellipsen  mit  der  Gleichung 

(12.)  tvlj^t^i 

^        ^  62,.2  -1-^2 

und  mit  den  Halbaxen 

(13.)  a,  =  ~  ,     bi  =  b. 

a  ' 

folglich  wh'd  der  Flächeninhalt  eines  solchen  Schnittes 


a 
Das  Volumen  des  oben  beschriebenen  Körpers  wird  dahei' 

ab-TT 


TT 


(15.)        V=  fF{x)  dx  =  ^-fxdx  =  ^ 

0  ü 

Gleichzeitig  gewinnt  man  aus  dieser  Untersuchung  Auskunft 
über  die  Gestalt  der  Fläche. 

Aus  Gleichung  (10.)  ergiebt  sich  zunächst,   dass  die  Coor- 

dinaten- Ebenen  Symmetrie- Ebenen  der  Fläche  sind,  und  aus 

Gleichung  (12.)  erkennt  man,   dass  die  Schnitte,  senla-echt  zur 

X-Axe,  Ellipsen  sind,  welche  alle  dieselbe  Halbaxe  6i  =  5  haben, 

bx 
während    die   andere  Halbaxe  «i  =  —  mit  x  proportional  zu- 

a 

nimmt.     Die  X  Y-  Ebene  (mit  der  Gleichung  ^  =  0)    schneidet 

die  Fläche  in  zwei  geraden  Linien  mit  den  Gleichungen 

(16.)  ay  =  dz  bx, 

und  die   ZX- Ebene  (mit  der  Gleichung  y  =  0)   schneidet  die 

Fläche  in  der  Doppel  -  Geraden 

(17.)  x  =  0, 

welche  mit  der  Z-Axe  zusammenfällt,  und  in  den  beiden  Geraden 

(18.)  z=  +  b,    z  =  -~b. 

§  64. 

Einführung  mehrfacher  Integrale. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  167.) 

In  den  soeben  behandelten  Aufgaben  war  F(x)  der  Flächen- 
inhalt einer  ebenen  Figm-,   der  nach  den  Ausführungen  in  Ab- 
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schnitt  II  selbst  wieder  durch  Integration  ermittelt  wii^d,  und 

zwar  war  in  allen  drei  Aufgaben 

(1.)  F{x)  =  rt,Äi7r 

der  Flächeninhalt  einer  Ellipse 


(2.) 


b. 


h,hf  +  f/,V  ^  a,H,%     oder     z=±-  Vo.^ 


f 


Nach  Formel  Nr.   93   der  Tabelle  findet  man  daher  F{x) 
aus  der  Gleichung 

(3.)  Fix)  =j{z-  -  z")dy  =  ^^y^yl/rTT^r^ 

Dabei  war  in  den  Aufgaben  1,  2  und  3  bezw. 


(4.) 


«1  =:  y2/)a; , 


Äi  =  -y-lpx; 


«1  =  — l/a-  — ■  X- .       ^1  =  ^l/«^  —  x^ : 
a  a 


ai  = 


bi  =  b. 


Daraus  erkennt  man  auch,  dass  in  der  Gleichung  (3.)  die 
Integrationsgrenzen  —  «i  und  +  a^  noch  Functionen  von  x  sind. 


In  ähnlicher  Weise  wird  auch  die  Aufgabe,  das  Volumen 
eines  Körpers  zu  berechnen,  ganz  allgemein  zu  behandeln  sein. 
Den  Schnitt,  welcher  senkrecht  auf  der  X-Axe  steht,  und  dessen 
Flächeninhalt  mit  F(x)  bezeichnet  worden  ist,  erhält  man,  indem 
man  in  den  Gleichungen  der  den  Körper  oben  und  unten  be- 
grenzenden Flächen 

(5.)  z'  =  ff{x,  y)     und     z"  =  h{x,  ij) 

die  Grösse  x  als  Constauie  betrachtet.    Setzt  man 
(6.)  z'  —  z"  =  g{x,  y)  —  h{x,  y)  ^f{x,  y), 

so  ist  der  Flächeninhalt  dieses  Schnittes 
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(7.)  F{x)  ^Jiz'  -  z'yhj  =ff{x,  y)dy, 

.Vi  .Vi 

wobei  im  Allgemeinen,  je  nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe, 
(8.)  ^/t  =  q{x\     I/o  =  ip{x) 

noch  Functionen  von   x  sein   werden.     Da   nun   nach  Formel 
Nr.  166  der  Tabelle  das  Volumen  des  Körpers 

(9.)  V=/F(x)dx 

ist,  so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (7.) 

X.,     )/_,  Xj    ^i-^) 

(10.)  V  =/clx/{z'  -  z") dy  =fdxff{x,  y)dy. 

Besondere  Aufmerksamkeit  ist  dabei  auf  die  richtige  Be- 
stimmung der  Grenzen  yi  =  ff{x)  und  y^  =  ip{x)  zu  verwenden. 
Den  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (10.)  nennt 
man  „eiu  Doppelinteyral^^ . 

Am  besten  wird  man  das  angedeutete  Verfahren  durch  die 
Behandlung  einiger  Aufgaben  verstehen. 

Aufgabe  1.    Die  Gleichung 

(11.)  p{z  —  Zo)  =  xy 

stellt  ein  gleichseitiyes  liyperholisches  Paraboloid  dar;  man  soll 
das  Volumen  des  Körpers  berechnen,  welcher  oben  von  dieser 
Fläche,  unten  von  der  X  Y-Ebene,  vorn  und  rückwärts  von  den 
Ebenen  y  =  c  und  y  =^  d,  links  und  rechts  von  den  Ebenen 
X  =  a  und  X  =  b  begrenzt  wii'd.  Dabei  ist  co  so  gross  gewählt, 
dass  das  durch  die  angegebenen  Grenzen  eingeschlossene  Stück 
der  Fläche  oberhalb  der  XY-Ebene  liegt. 
Auflösung.    In  diesem  Falle  ist 

(12.)  2'  =  0o  +  — '    ^"  =  0; 

P 

die  Grenzen   der  Integrations -Veränderlichen   y   sind  constant, 

denn  es  ist 

(13.)  yi  =  c,     y.2  =  d. 


iM 
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Man  erhält  daher 

b  d 


(14.)  V  =fdxj{z'  —  z")  dy  =  ^J^dxßpzo  +  ^i/)dt/ 

a  c  a  r 

a 

b 

=  Ypf^^  t2/).o  {d-c)+  ( J2  -  c^)x] 


= 

d  —  cV  ^ 

+  (^  + 

.  x^i 

also 

(15.) 

V-- 

{l,^a){d  — 
\p 

-^  {^pz. 

+  (« 

Aufgabe 

2.    Die  Gleichung 

(16.)  2^(2:  —  20)  =  2/^  —  ifn^-x^ 

Stellt  ein  hyperbolisches  Paraboloid  dar;  man  soll  das  Yolumen 
des  Körpers  berechnen,  welcher  oben  durch  diese  Fläche,  unten 
durch  die  XY-Ebene  und  seitlich  durch  den  Cylinder 
(17.)  x^  +  y^  =  ü^ 

begrenzt  -«ird.  Dabei  sei  20  wieder  so  gross  gewählt,  dass  das 
von  dem  Cylinder  eingeschlossene  Stück  des  Paraboloids  ober- 
halb der  XY-Ebene  liegt. 

Auflösung.     Auch  hier  ist  ;:;"  =  0,  also 

(18.)  V  =  jdxfzdy  =  ~  ldxl(2pzo  +  y^- —  m'^x^)dy 


■Vi  ?/l 


^  —  Idxl  2pzotj  +  T,-  —  '^^'^^-y 

'2pJ  L  O  _\y 


Xl 
In  diesem  Falle  sind  aber  yi  und  y-2  Functionen   von  x, 
denn  der  Schnitt,  welchen  man  durch  den  Punkt  Q  der  X-Axe 
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ziu'  X-Axe  senkrecht  legt, 
schneidet  den  begrenzenden 
Cy  linder  in  zwei  Geraden,  welche 
auf  der  XY- Ebene  in  den 
Punkten  Pi  und  Po  senkrecht 
stehen  (Fig.  114).  Deshalb 
wird 


j,^,  =  +  !/,._,., 


(19.) 


imd 


l  y.  =  -V^ 


Fig 

114. 

./"^ 

-^ 

o/ 

^z     \ 

0 

0 

\ 

X 

^'   / 

\^^ 

^ 

(20.)    V  =  ^ßdx  y^^^ZI^i  ^2pz^  —  ni'x'  +  \  {a'-  -  x'-)\ 

'ip     J  3/?    J 

Nun  ist  nach  Formel  Nr.  79,  77  und  80  der  Tabelle 

(21.)  fx'-dxy^^^-i  =  -  yT^^:^^  +  ^  f  ^__ 

=  ^  \x(2x^-—d^)yaF^^-  +  a^arcsinl  -) 
(22.)  fdxY^tT^^  =  ^-^«^"=^2  _^  ^  aresin  (^\  • 


Dabei  muss   der  Punkt   Q    den   ganzen  Kreisdurchmesser 

BA  durchlauten,   d.   h.  xx   ist  gleich  — a  und  x^  gleich  +  «. 

Dies  giebt 

+« 

^% 

8" 


^4  ^4 

ä;"^g?5^  ]/a2 — x^  =  —  aresin  1  =  — 


+« 


(22a.)  /  (/a;  ]/«- — x'^  =  a^  aresin  1 

—  a 

also 


a-TT 
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(23.) 


V  = 


(6pzn  +  «-)  a-TT       (3m'-  +  1)0",^ 


6p 


24/J 


=  -^  [8/>-'.  +  (1 


•■)"']■ 


Fiff.  115. 


Aufgabe  3.    Die  Gleichung- 

(24.)  22J~  =  y~  —  mh-^ 

stellt  wieder  ein  /hyperbolisches  Paraboloid  dar,  welches  die 
XY-Ebene  in  den  beiden  Geraden  AC  nnd  BD  mit  den  Glei- 
chungen 

(25.)  y  ~  -^  ^/'^     und     y  ■=  —  mx 

schneidet  (Fig.  115);  man  soll  das  Volumen  des  Körpers  berech- 
nen, der  oben  von  der  Fläche, 
unten  von  der  XF-Ebene  und 
seitlich  von  dem  Cylinder 
(26.)  x^  +  .y2  =  «2 

begrenzt  wird. 

Auflösung.  Wenn  die  Con- 
stante  p  positiv  ist,  so  liegt  nur 
derjenige  Theil  der  Fläche  über 
der  XY- Ebene,  für  welchen 
y">m^x'  ist;  das  Körperstück, 
welches  berechnet  werden  soll, 
liegt  also  ausschliesslich  über  dem  schraffirten  Theile  der  Figur. 
Da  die  XZ-Ebene  und  die  FZ- Ebene  Symmetrie- Ebenen  sind, 
so  genügt  es,  das  Volumen  des  Körpers  zu  berechnen,  welcher 
über  dem  Kreissector  COE  liegt,  wenn  man  das  gefundene  Re- 
sultat noch  mit  4  multiplicirt.    Es  wii^d  also 

x.y        y..  Xj         y. 

(27.)  V=  ^jdxfzdy  =  "^  fdx  i{y-  —  m\v'-)dy , 


wobei 

(28.) 

(29.) 


yi  =  QPy  =  mx,     yi  =  QP-2  =  Vc 

a 


xi  =  0,     Xo=  OF 


yi-\-m^ 


=  a  COS  u 


§  64.     Emführung  mehrfacher  Integrale. 


J67 


ist,  wenn  man  den  Winkel  XOC  mit  a  bezeichnet.  Es  ist 
nämlich  xi  die  Abscisse  des  Punktes  C\  für  den  die  beiden 
Gleichungen 

y  =  ]/a-  —  X'     und     y  =  mx 
gemeinschaftlich  gelten,  für  den  also 

d^  —  X-  =  vi^x^,     oder    x\l  +  m-)  =  «^ 
wird.     Deshalb  findet  man  ans  Gleichung  (27.) 

(.30.)    V=\fdx\-^-m^xhj 

X,, 

=  ^  jdx[ya^^^^  (a-  —  :r2  —  ^tn-x-)  +  2^%^] 

\a^  jdx'V'c^'^-  —  (1  +  -^m-)  j x'  dx  ]/^I^ZI^ 


2 

3^[ 


+  2m^  I  x^dx 
Nun  ist  nach  Gleichung  (22.)  und  (29.) 
(31.)  Ux^/cfl—x'  =   ''--ytfi—x'  +  -aresin  T- j 


=  — -  [sin  tä  cos«  +  aresin  (cos«)] 


m        „   n 


2  L  1  +  ^ 
nach  Gleichung  (21.)  ist  ferner 

(32.)  /?r2(/:r]/^2lZ^^  i  L(2a;'^— a2)>/^^^=r^+a%rcsin('~^^^ 

=  —  [sin«cos«(2cos-a  —  1)  +  arcsin(cosa)J 


rt*  r  /n(l  —  w^)       TT 


und  endlich  ist 
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(33.) 


«2 

jx^dx  = 


=  --  COS*«  = 


4(1  +  m2j2 


folglich  wird  nach  Grleichung  (30.) 


V 


1  +  Sm^  (mix — ruT?)       n  \ 

+ 


oder 

(34.) 


2(1  +  ni^) 


''f\ 


V  —  ~  \2m  +  (1  —  m2)  (tt  —  2c()]. 
8p  ■' 


Aufgabe  4.    Aus  einer  Kugel  mit  der  Gleichung 
(35.)  X-  +  t/  +  z^  —  a-  =  0 

bohren  die  beiden  Kreiscylinder  mit  den  Gleichungen 
(36.)  X'  +  y'^  —  ax  =  0     und     x~  -{-  y-  -]-  ax  =  0 

Oetfüungen  heraus;    wie  gross  ist  das  Volumen  des  übrig  ge- 
bliebenen Theiles  der  Kugel? 

Fig.  ik;.  Auflösung.     Die   XY- 

j.  Ebene     schneidet     die 

Kugel  in  einem  Kreise 
mit  dem  Halbmesser  a 
und  die  beiden  Kreis- 
cylinder in  Kreisen  mit 
a 


den  Halbmessern 


2 


X 


(Fig.  116).  Legt  man 
durch  den  Punkt  Q  der 
X-Axe  einen  Schnitt 
senkrecht  zur  X-Axe, 
so  schneidet  derselbe  aus 
der  Kugel  einen  Kreis 
mit  dem  Halbmesser 


QR=yax  —  x^. 


(37.)    QS  =  ya^  —  x^ 
und  aus  dem  einen  Cylin- 
der  die  beiden  Geraden  BF"  und  N'N",  deren  Abstand 
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QR  =  y  ax  —  x^ 
vom  Mittelpunkt  Q.  des  Kreises  sich  aus  der  Gleichung 
(38.)      rr-  +  ij-  —  ax  =  0,  Fig.  in. 

oder 

(38a.)  y  =^y  ax  —  z^ 
ergiebt  (Fig.  117).  Da  der  Kreis 
um  Q  auf  der  Kugelfläche  liegt, 
so  genügen  die  Coordinaten  der 
Punkte  P'  und  P"  der  Gleichung 
(35.),  die  man  auf  die  Form 


(39.) 


I  z'  =  +ya'  —  x^—f, 

\  z"  =  ^Ya^-x^—y^ 

bringen  kann.  Man  erhält  daher  für  den  Flächeninhalt  des 
Schnittes  F(x) ,  welcher  aus  den  beiden  Kreissegmenten  P'SP" 
und  N'VN"  besteht. 

Vi  y-i. 

(40.)  F{x)  =  2/(e'  -  z")dy  =  ^fdyYa^-x^-y'^ , 

2/1  2/1 

wobei 

(41.)  y,=^  QR  =  Yax  —  x',     y.=  QS=  yd'—x' 

ist.     Nun  wird  nach  Formel  Nr.  80  der  Tabelle 


42.)  Jdyyc^-y^  =  I  ]/c2_2/'^  +  t  aresin  0) , 

y-\/~ — 2 — '•->  1  "' — ^~      •  /     y     \T'- 


folglich  ist,  wenn  man  c^  =  a-  —  x^  setzt, 
(43.)      i^(:r)^4    ^ 


'^^—y-  -\ ^ — arc 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (41.) 

F{x)  =  2(a2  — .'r2)^arcsinl  — arcsinl/— ^ ^) 

also 


—  2yax- 


ya' 


(44.)  F{x)  =  2(a2_:c2)(j-arcsinl/^^)— 2(a  — ä:)}/. 


Kiepert,  Integral-Rechnung. 


24 
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Setzt  man  in  Formel  Nr.  67  der  Tabelle,  nämlich  in 
j adü  =i  uc  — J cdii , 


(45.)  u  ^=  —  —  arcsinl/  — - —  ?    dv  =  («-  —  x-)dx, 

^  2  }l  a  -{-  X 

also 

(46.)  du  = — =. ;     V  =  a-x ; 

2(a  +  x)  Yax  3 

SO  wird 


{^l.)ßa^~-a^){^  -  arcsin|/^)c/^ 


r/TT                .   -t       X     \/  ,         x^\]"      1  ß(Sa'-x  —  ^)  , 
=  \\-^  —  arcsin  /  — ; —  (  «^  —  v  )    +  tt  / 1=^ dx 

0 

/TT  .    i/r\2rt3       1   r(3a2_:r2)y~ 

=  (  --  —  arcsm  /  :^  )--  +     /  -^ — —  dx. 

\2  f  2/  3        ej  a  ^  X 

0 

Setzt  man  noch 
(48.)  X  =  at^,     also     dx  =  2atdt,     Yax  =  ut, 

so  wird 

'^   V     «  +  ^         y  «(1  +  ^')  y  ^-+1 

0  0  0 

1 

0 

also,  da  arcsinl/r    gleich   -,   ist. 

a  

(50.)y(a2-a:^)(|-arcsin|/^)r^;f 

0 

__2a3     TT      «3^32      7r\       32a\ 

"""3"  T"^¥\15~¥/~^t5" 
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Ausserdem  ist  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (48.) 

n  1  1 

(51 .)  fa  —  x)Yax  .  dx  =  a4{\~t?^)t . 2t dt=  2a^f{f~  —  t*)dt 

0 

V3        bj       1 


=  2a3 


f  _  /5 
3  ~5 


4a3 
5 


Deshalb  wird 

a 

(52.)      V=2lF(x)dx 


=  4  /(a^  —  x^)(~  —  arc sin  1/  — ^^ —  jdx  —  4  /(a  —  x)]/aÄ; dx 


128  a»        16«»       16«=^ 


45 


15 


9 


Man  hätte  auch  das  Volumen  Vi  der  beiden  Cylinder 
berechnen  können,  soweit  sie  in  der  Kugel  liegen.  Zieht  man 
dann   das   gefundene   Resultat   von   dem  Volumen   der  ganzen 

405»  TT 

Kugel,  nämlich  von  -— —  ?  ab,  so  ist  die  Aufgabe  gelöst.    Nach 

3 

Figur  116  und  117  wird  bei  dieser  Behandlung 

?/i 
(53.)  F,{x)  =  ^/dijYd'  —  x'  —  f^, 

0 

wobei  wieder 

(54.)  y^.^  QR^  Yax  —  x'' 

ist.     Dies  giebt  nach  Formel  Nr.  80  der  Tabelle 

(55.)   Fi(rr)  =--  2 [yYa^—x''-^'  +  (a^— ;r^)arcsinf  ^ Yl"' 

—  2(a  —  x)yax  +  2(a^  —  a--)arcsin  l/ — - —  > 

f  a  -}-  X 

folglich  findet  man 

24* 


372 


§  64.     Einführung  mehrfacher  Integrale. 


(56 


a  a 

.)   Fl  =  2JFi{x)dx  =  4:j(a  —  x)  yVx  .  dx 


+  4 

0 


a 

\t{a~ — x^)  arc  sin  1/  - 

"1  ' 


'.  +  X 


dx. 


Nach  Gleichung  (51.)  ist 

a 

(57.)  \{a  —  x)  yäx  .dx  =  — 

J  1» 


Setzt  man  hier 


u  =  arcsm 


also 


f. 


du  = 


adx' 


,    de  ==  (a-  —  x^)dx, 


— ^. ,     V  =  a-x  —  — 

2(a  +  x)y  ax  3 


SO  ergiebt  sich  durch  partielle  Integration 


(58.)y(a2-a;2)arcsin  j/^y-^  dx  =  [^(^«2^— |-)arcsiny  ^^ 

0 

1  /fsa-  —  x^  i]/^  , 
—  -  / dx 

bj  a  -^  X 


Nun  ist  nach  Gleichung  (49.) 
i'-~x'-)Y^. 


r(3a^-.^)]/a.^^^       V32__^Y 
J         a-^x  \lb       2/ 


folghch  wird 

a 

(59.)y^a'- 


x^)  arcsm  1/  — ■ —  dx  = 


a  +  X  3       4 

a^Ti       32«^ 


a^/32_7r\ 
¥V15       ¥/ 


45 


also 

,,„  ,        ^^       16a3    ,    4«%       128a3       4:a^rr       16a^ 
(60.)        Ki=^^-^  + 


15 


45 
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(61.) 


Deshalb  findet  man  wieder 


V 


v,= 


I6a^ 


9 


Mit  demselben  Rechte,  mit  welchem  man  bisher  die  Schnitte 
senkrecht  znr  X-Axe  legte,  darf  man  natürlich  auch  zunächst 
Schnitte  senkrecht  zur  F-Axe  oder  senkrecht  zur  Z-Axo,  legen. 
Wenn  man  z.  B.  in  der  letzten  Aufgabe  den  Körper,  dessen 
Volumen  berechnet  werden  soll,  durch  Schnitte,  senkrecht  zur 
Z-Axe,  in  Schichten  zerlegt,  so  stellt  Figur  118  einen  solchen 
Schnitt  dar ,  wobei  OS  =  z  der  Abstand  dieses  Schnittes  von 
der  X  1^-Ebene  ist.    Die  Kugel  Fig.  ns. 

wird  in  einem  Kreise  mit  dem 
Halbmesser 


(62.)     SL^yd'-—z\ 

und  die  beiden  Cy linder  werden 

in  Kreisen  mit  dem  Halbmesser 

-  geschnitten.    Da  die  Axen 

SL  und  SM  die  Figur  in  4 
symmetrische  Theile  zerlegen, 
so  ist  der  Flächeninhalt  dieses  Schnittes 

(63.)  F{z)  =  4:SPiM  =  4/(y'  —  y")dx , 

0 

wobei  P'  ein  Pmikt  der  Kugel  und  P"  ein  Punkt  des  Cy  linders 

ist,  so  dass 

(64.)  y'  =  ya^—z'^—x^-,     y"  —  Yax  —  x^ 

wird,  folghch  erhält  man 

(65.)  F(z)  =  4:/{ya^  —  z^--x'- 


Yax—-^)dx. 


Im  Punkte  Pi  werden  y'  und  y"  einander  gleich;  man  findet 
daher  den  Werth  von  xi,  indem  man 
.(66.)              y'  =  y",     oder     ä^  —  z^  —  a;-  =  ax  —  ab- 
setzt; dies  giebt 
(67.)  xi  — 
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Nun  wkd  nach  Formel  Nr.  80  der  Tabelle 

,2 ~2 


(68 


o/a. 


Z  SC"  •  Cl^  — 


r  2         \ya2-v-'/J 


oder,  wenn  man 

(69.) 

also 


3  =  0  COS  (f  , 


(70.) 
setzt, 


a-  —  z-  =  a^sm^(f>,    Xi  = =  asm^g) 


Xl 

71.)  fV' 


i^  —  z^  —  z^dx  = 


-]/a2  sin"^^  —  x^ 

-\ ---^  arc  sinf  — ; —  ) 

=  —  sm'^^(siny  cos^  +  y). 

Ferner  ist,  wenn  man 
(72.)  X  =  asin-i!, 

also 

(73.)  a  —  Ä  =  acosH,    l/ax  —  x'^  =  asintcost,  dx  =  2asmtcostdt 
setzt, 

{14..)/dxyax—x^  =  2aysmHcosHdt  =  2ay{cosH  —  GOsH)dt 


=  2a2 


cos^^sin  ^  +  -  cos  <sin  i  -h^  t 


=  —  [sin  (fi  cos  ^'(1  —  2  cos-y)  +  c/)] . 
4 

Aus  den  Gleichungen  (65.),  (71.)  und  (74.)  folgt  daher 

^1     ii 

(75.)  F{z)  =  4:/dxya^  _  ^2  __  ^2  _  4:fdxyax  —  x^ 
0  0 

=  2a2sin2^(sin^  cosy  +  y)—  a-[sin^  cosy(l-2cos29)+ y] 
=  a^lsincp  Goscf  +  9^(2sin"^^  —  1)] . 
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Dies  giebt 

a  0 

(76.)    F=  2/F{z)dz  =  2a^Jl — siii-y  cosy  —  2(fshi^<p  +  (f8in(p)dcp 


=  2a^ 
Dabei  ist 


J&in-(fCOS(pd(f  —  f(f{m\(p  —  2'si\\^(p)d(f 


[11. 


fsin-w cos(pd(p  =  -  fsin^tfi]   =  -  ; 
X  3  0       3 


sodann  findet  man  durch  partielle  Integration 

J(f{siii(p  —  2sinVj<'/^  =J'(p{2co&-(f  —  1)  sin  rpdcp 

2 


also 

(78.) 

(79.) 


=  (f  (  cos  (f  —  ^  cos^f/)  j  —  If  cos  ^  —  -  cosV  )  ö^y 

=  y  (  cos  (p—  "^  cos^(p  j  —  /(  ^  +  ;r  ^i^^V  J^os  ^c^y 

/  2  \      1  2 

=  9"  (  cos  r/1  —  -  cos^y  j  —  ^  sin  f/)  —  -  sin^y , 

2 

/(P'isiiKp  —  2sin^9)^/^  =  —  -  • 


Deshalb  wii^d  nach  den  Grleichungen  (76.)  und  (77.)  wieder 

16a^ 
9 


r=  2.3(^  +  1). 


§  65. 

Theorie  der  mehrfachen  Integrale. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  168.) 

Wie  aus  dem  vorhergehenden  Paragraphen  zu  ersehen  ist, 
wird  man  durch  die  Kubatur  der  Körper  auf  Doppelinte  ff  rale 
geführt,  und  zwar  in  folgender  Weise.     Es  war 
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xp(x) 
(p{.r) 

wobei 

(2.)  fix,  y)==z'-  z"  =  g{x,  y)  -  h{x,  y) 

und 

(3.)  z'=g{x,y),     z"  =  h{x,  y) 

die  Gleichungen  der  beiden ,  den  Körper  oben  und  unten  be- 
grenzenden Flächen  sind.  Bei  dem  in  Gleichung  (1.)  auf- 
gestellten Integrale  ist  y  die  Integratiotis-  Veränderliche,  während 
x  als  Coristante  betrachtet  werden  muss.  Deshalb  dürfen  auch 
die  Grenzen 

(4.)  yx  =  (fix),     2/2  =  n^{^) 

dieses  Integrals  noch  Functionen  von  x  sein,  wobei  die  Glei- 
chungen (4.)  auf  der  XY- Ebene  senkrecht  stehende  Cy linder 
darstellen,  welche  den  Körper  vorn  und  rückwärts  begrenzen. 
Das  Volumen  des  Körpers  wird  dann 


ipix) 


(5.) 


V  =^JF{x)  dx  ^=i  fdxjfix,  y)dy. 


<p{x) 


Fig.  119. 


x^us  dem  Vorstehenden  folgt  gleichzeitig,  dass  auch  um- 
gekehrt ein  solches  Doppelintegral  stets  als  das  Volumen  eines 
Körpers  betrachtet  werden  kann,  der  oben  von  der  Fläche 

unten   von   der   XY- Ebene,    vorn    und   rückwärts   durch   die 

Cylinder 

(7.)   2/1  =  (fi^),   y-i  =  ^P{^\ 

links  und  rechts  von  den  Ebenen 
(8.)  .Ti  =  a,     X2^=  b 

begrenzt  wird.  Die  Richtigkeit 
dieser  Behauptung  folgt  aus  Figur 
j- 119 ;  dabei  entspricht  der  Gleichung 
(6.)  die  Fläche  CD  FE,  den  Glei- 
chungen (7.)  entsprechen  die  Cy  lui- 
der CCiE.E  und  DD,F,F,  und 
den  Gleichungen  (8.)  entsprechen 
die  Ebenen  CCiDiD  und  EEtFiF. 


§  65.     Theorie  der  mehrfachen  Integrale. 


377 


Für  einen  constanten  Werth  von  x^  z.  B.  für  x  =  OR  erhält 
man  eine  Ebene,  senkrecht  zur  X-Axe,  welche  aus  dem  Körper 

die  ebene  Figur 

uix) 

(9.)  GGrH,H=  Fix)  =Jf{x,  y)dy 

<p(x) 

ausschneidet. 

Aus  dieser  geometrischen  Deutung  des  Doppelintegrals  folgt 
auch,    dass    es   als  eine  Summe  von  zweifach  unendlich  vielen, 
unendlich  kleinen  Grössen   aufgefasst   werden   kann.     Der   be- 
trachtete Körper  wird  nämlich  durch  Fig.  120. 
die  Schnitte,  senkrecht  zur  X-Axe, 
in  unendlich  viele,  unendlich  dünne 
Schichten  zerlegt,  und  jede  solche 
Schicht  wird  wieder  durch  Schnitte, 
senkrecht  zur  F-Axe,  in  unendlich 
viele,     unendlich    dünne    Säulchen 
(Fig.  120)  zerlegt,  deren  Höhe 
(10.)       QP=z^f{x,y), 

und  deren  Grundfläche  ein  unendlich 
kleines  Rechteck  QQ1Q3Q2  mit 
den  Seiten  d.r,  dy  und  dem  Flächen- 
inhalte dxdy  ist. 

Da  bei  der  Integration  in  Bezug  auf  y  die  Grössen  x  und 
dx  constant  bleiben,  so  kann  man  natürlich  die  Gleichung  (5.) 
auch  in  der  Form 

(11.)  V=^f  ff{x,y)dxdy 

a    (p{r) 

schreiben,  wobei 

(12.)  /{x,  y)dxdy  =  zdxdy 

das  Volumen  eines  solchen  unendlich  dünnen  Säulchens  QQiQzQi 

PPiPsP-2  ist. 

Auch  die  Ordnung  der  Integration  darf  man  ändern,  denn 
man  kann  die  unendlich  dünnen  Säulchen,  welche  zu  demselben 
Werthe  von  y  gehören,  durch  Summation  zu  einer  unendlich 
dünnen  Schicht  vereinigen,  welche  zur  XZ- Ebene  parallel  ist, 
und  dann  durch  Summation  aller  dieser  Schichten  den  ganzen 
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Körper  erhalteu.  Zu  beachten  ist  aber,  dass  hierbei  im  All- 
gemeinen auch  eine  Aenderung  der  Integrationsgrenzen  statt- 
findet. 

Nur  in  dem  Falle,  wo 
die  Integrationsgrenzen  ff{x) 
und  \p{x)  von  x  unabhängig 
sind,  werden  die  Cj'linder 

(13.)  y  =  (f{x)  und  y  =  ip{x) 

in  Ebenen 

(14.)  y  =  c    und     //  =  d 

übergehen  (Fig.  121).  Dann 
folgt  aus  der  geometrischen 
Deutung  des  Doppelintegrals 
ohne  Weiteres 


(15.) 


fdxffx,  y)dy  =  fdyff{x,  y)dx, 


denn  in  diesem  Falle  ist  der  Körper  begrenzt  von  der  krummen 
Fläche  z=f{x,y),   von   der   XF-Ebene    und   den   4   Ebenen 
CCDD,,  JEiEFFy,   CCEEt,  D.DFF,  mit  den  Gleichungen 
(16.)  X  =  a,     X  =  b,     y  =  c,     y  =:i  d. 

Dies  giebt  den  Satz: 

Sind  die  Grenzen  eines  Doppelintegrals  in  Bezug  auf  x  und 
y  constante  Grössen,  so  toird  der  Werth  des  Doppelintegrals  nicht 
geändert^  wenn  man  die  Ordnung  der  Integration  in  Bezug  auf 
die  beiden  Veränderlichen  x  und  y  umkehrt  und  die  Integra- 
tionsgrenzen unverändert  lässt. 


Jetzt  ergiebt  sich  von  selbst,  was  man  unter  einem  drei- 
fachen Integrale 

J'dx/dy  /f{x,  y,  z)dz 

n        (p{x)       l,{x,  y) 

ZU   verstehen   hat.     In   ähnlicher  Weise   kann   man   auch   ein 
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n-faches  Integral  erklären  und  als  eine  Summe  von  w-facli  un- 
endlich vielen,  unendlich  kleinen  Grössen  deuten. 

Es  ist  mög-lich,  das  Volumen  eines  Körpers  auch  als  ein 
dreifaches  Integral  darzustellen,  denn  es  ist 

2'  9(x,  y) 

z'  ■ —  z*'  =y  dz  =^  f  dz, 

s"  h(x,  y] 

also 

b        xf'{x)     g{r,  y)        h       i/(r)     g(x,  y) 

(17.)  V=fdxJ'dyfdz=J'  f     Jdxdydz. 

a        ip(x)      h{x,y)      a     (p{x)      h(,x,y) 

Hierbei  ist  dxdijdz  ein  unendlich  kleines  rechtwinkhges 
Parallelepipedon  (Fig-.  122),  welches  das  Vo-  ^^s-  ^^2. 

lumenelement  genannt  wird.  Die  angegebenen 
Integrationsgrenzen  deuten  darauf  hin,  dass 
man  zuerst  in  Bezug  auf  z,  dann  in  Bezug 
auf  y  und  zuletzt  in  Bezug  auf  x  integriren 
soll.  Man  darf  aber  auch  die  Reihenfolge 
der  Integration  ändern,  nur  muss  man 
dabei  beachten,  dass  sich  dann  im  Allgemeinen  auch  die  Inte- 
grationsgrenzen ändern.  Wenn  man  z.  B.  zuerst  in  Bezug  auf 
X  integrirt,  so  sind  die  Grenzen  x^  und  x^  im  Allgemeinen  noch 
Functionen  von  y  und  z,  welche  durch  die  Gleichungen  der 
begrenzenden  Flächen  bestimmt  sind. 

§  66- 

Einführung  von  neuen  Integrations -Veränderlichen. 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  169—171.) 

AYie  man  bei  den  einfachen  Integralen  dui'ch  Substitution 
eine  neue  Integrations -Veränderliche  zur  leichteren  Ermittelung 
des  gesuchten  Integrals  einfühlte,  so  kann  man  auch  bei  den 
^^-facheu  Integralen  durch  Substitution  n  neue  Veränderliche 
einführen  und  dadurch  möglicher  Weise  die  Berechnimg  des 
mehrfachen  Integrals  wesentlich  erleichtern.  Bei  einem  Doppel- 
integrale 

h       M.'(x) 

(1.)  V=f  /f{x,  y)dxdy 

a       (f(x) 

setze  man  z.  B. 
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(2.)  X  =fi{u,  v),     y  =/2(m,  v) 

und  mache  u  und  v   zu  Tntegrations -Veränderlichen.     Während 
aber  bei  der  Darstellung  von   V  durch  Gleichung  (1.)  constante 
Werthe  von  x  Schnitte,  senki^echt  zur  X-Axe,  lieferten,  erhält 
man  für  u  —  c  aus  den  Gleichungen  (2.)  die  Gleichungen 
(3.)  X  =fi{c,  v\     y  =/2(c,  ü), 

welche  fiir  jeden  Werth  von  c  einer  Curve  in  der  XY-Ebene 
oder  einer  Cylinderfläche  im  Eaurae  entsprechen.  Ebenso  erhält 
man  für  constante  Werthe  von  v  aus  den  Gleichungen  (2.) 
wieder  Cy linderflächen ,  welche  auf  der  XYr  Ebene  senkrecht 
stehen.  Setzt  man  z.  B. 
(4.)  X  =  rcosr/-.     y  =  rsiny, 

indem  man  die  beiden  neuen  Integratious -Veränderlichen  mit  r 
und  (f  bezeichnet,  so  erhält  man  für  constante  Werthe  von  r 
^'^-  ^■-^-  concentrische  lü^eise   (Fig.  123), 

bezw.  coaxiale  Kreiscylinder,  und 
für  constante  Werthe  von  (p  gerade 
Linien  durch  den  Nullpunkt,  bezw. 
Ebenen  durch  die  Z-Axe. 

So  lange  x  und  y  die  Inte- 
gratious -Veränderlichen  waren, 
musste  man  sich  den  Körper  in 
zweifach  unendlich  viele,  unend- 
lich dünne  Säulchen  zerlegt  denken, 
deren  Höhe  z  ^=f{x,  y),  und  deren 
Grundfläche  ein  Rechteck  mit  den 
Seiten  dx,  dy  und  dem  Flächen- 
inhalte dxdy  ist.  Jetzt  wird  der  Körper  auch  in  zweifach  un- 
endlich viele,  unendlich  dünne  Säulchen  mit  der  Höhe 
(5.)  ^_y(,.^y)^y^y^(,,^^)^    /^(^,  ,)1 

zerlegt,  aber  die  Grundflächen  PPiF^P-i  (Fig.  124)  sind  nicht 
Fig.  124.  mehr  Rechtecke  mit  dem  Flächeninhalte  dxdy, 
sondern  kleine  Vierecke  mit  den  Ecken  P,  Pi,  P3,  Pi. 
Die  Coordinaten  dieser  Punkte  entsprechen  nach 
den  vorhergehenden  Ausführungen  bezw.  den 
Werthen(M,tj),  {ic-\-du,  v),  {u-\-du,  o-\-dv),  (u,o-^dv), 
d.  h.  es  wird 


(6.) 
(7.) 
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dy 
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Xi_ 


dx   - 
x-\--^^  du. 
du 


öx 
Xt  ■=  x-\--T—do, 

av 


yi 


Vi 


y+^  da, 
•^     du 

y-\-^dv, 


öx  dx  dl/     ■        öy 

(8.)  X3  =  a:-}-^—  du  -\--t^  dv     ws  =  V  +  -^  du  +  -^  dv. 

du  dv  "      du  dv 

Nun  ist  der  Flächeninhalt  des  Vierecks  PP1P3P2,  da  man 
die  Seiten  als  gerade  Linien  betrachten  kann, 

G  =  i[x{yi  —  2/2)  +  ^1(^3  —  y)  +  ^3(^2  —  yi)  +  Xiiy  —  ya)] 

=  ^[{X3  —  x)  {y2  —  yi)  —  {X2  —  a:i)  (^3  —  y)], 
oder 

2:3  X,       Xi  Xi 

y^  —  y?  yi  —  Vi 

Dies  giebt  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (6.)  bis  (8.) 

dx 
du 

Öy_ 
du 

oder,  wenn  man  die  Elemente  der  zweiten  Colonne  von  denen 
der  ersten  Colonne  subtrahirt, 

dx 


(9.) 


2G  = 


2G  = 


dx   ^        dx   -,  dx  , 

^^—  du  +  -^:^  do,  ^r~  dv 

du  dv  du 

-J-  da-\-  ^  dv,  -4-  dv 

Cu  ov  dv 


du 
du 


(10.)  2G  =  2du 

also 

(10a.) 


dx  j        dx  -. 

^     ,    -^T—  dv TT-  du 

du      dv  du 

dy      du  ,        dy  , 

■^  '    ~dv 7^  du 

du      dv  du 


=  2dudv 


dx 
du 
dy_ 
du 


dx 

dv 
dy^ 
dv 


G 


_  /dx  dy 

\da  dv       dv  d 


ir~  \dudv. 

öuf 


Vertauscht  man  in  dieser  Gleichung  u  mit  v,  so  ändert  sich 
das  Vorzeichen  von  G.  Da  nun  bei  dieser  Darstellung  die 
Veränderlichen  u  und  v  gleich  berechtigt  sind,  so  ist 

Vom  dv      do  du, 
und  zwar  ist  das  Vorzeichen  im  Allgemeinen  so  zu  wählen,  dass 
Cr  positiv  wird. 

Deshalb  ist  das  Volumen  eines  solchen  Säulchens 


-  \dudv, 
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(11.)         ±/(-^'?/)-(|^|-||!)*"^^' 

und  das  A'olumen  des  ganzen  Körpers 

wobei  man  für  x  und  y  noch  die  in  Gleichung  (2.)  angegebenen 
Weithe  einsetzen  und  die  Integrationsgrenzen  passend  bestimmen 
muss. 

Den  Ausdruck 

dx      dx 

dx  dy       dx  öy 
du  öv       de  öu 


(13.) 


du      du 
dy      dy 


du      de 


nennt  man   „die  Functiojialdeterminante"'' 

Aus  den  Gleichungen  (1.)    und  (12.)  folgt  ganz  allgemein 
für  die  Doppelintegrale  die  Formel 


a       if.(x) 


a      y(u) 


(16.) 
(17.) 


=  —  r  sni  (f , 
=  +  rcosff. 


Für  den  Fall,  dass  man  durch  die  Gleichungen 
(15.)  X  =  rcos(f,     y  =  rsiiicp 

ebene  Polarcoordinaten  einführt,  wird  z.  B. 

dx  dx 

di='''''f^    dir 

du        .  du 

die  Functionaldeterminante  ist  daher 

.^^  ,  dx  dy       dx  d(/  -,      ,       .  o 

(18.)  -^^ -^^-^  =  rcos-(f'  +  rsm-w  =  r , 

^  dr  d(f       d(f  dr  ^  7 

folglich  geht,  da  r  immer  positiv  ist,  Gleichung  (14.)  über  in 
(lÖ.)     /  ff{x,  y)dxdy  =/  Jf{rcoa(f,    r sin y ) .  rdcfdr. 


§  66.     Einführung  von  neuen  Integrations -Veränderlichen.       383 

Hierbei  ist  vorausgesetzt,  dass  man  zuerst  in  Bezug  auf  r 
und  dann  in  Bezug  auf  <p  integrirt;  man  kann  aber  auch  zu- 
erst in  Bezug  auf  (p  und  dann  in  Bezug  auf  r  integriren,  nur 
muss  man  dann  die  Grenzen  anders  bestimmen. 

Das  in  Gleichung  (19.)  enthaltene  Eesultat  findet  man  noch 
leichter,  wenn  man  beachtet,  dass  die  Grundflächen  PP^PzPi 
in  diesem  Falle  kleine  Rechtecke  mit  den  Seiten  rd(p  und  di- 
sind  (Fig.  123). 

Wie  nützlich  die  Einführung  von  neuen  Integrations -Veränder- 
lichen mitunter  bei  der  Ermittelung  von  Doppelintegralen  ist, 
kann  man  z.  B.  aus  den  in  §  04  behandelten  Aufgaben  ersehen. 
So  war  in  Aufgabe  2 

2-2       2/2 

(20.)  V  =  ~^ffi'2p^~o  +  2/—  m^-x^-)dxdi/. 

^1    2/i 

Führt  man  in  diesem  Falle  für  die  rechtwinkligen  Coordi- 
naten  x  und  y  ebene  Polarcoordinaten  durch  die  Gleichungen 
(15.)  ein,  so  erhält  man  nach  Gleichung  (19.) 

(21.)  V—r^jdqi  [2pz,,  +  r%^m-(p  —  m^cos^)]'^^^ 


-m 


p^o'>'~  +  "T  (sin-^  —  m-cos-V/) 


0 

•271 


=  ^^  I  dfflipzo  +  d\sm'^(p  —  w'^cos^f/)] , 

0 

und  dies  giebt  nach  Formel  Nr.  68  und  69  der  Tabelle  in  Ueber- 
einstimmung  mit  dem  früher  gefundenen  Resultate 


(22.)      V=  — 

^      ^  8p 


1  +  m-    ^  .                    1  —  m2 
4:pzo(f a-ällKf  COSy  -\ —  a^cf 


■2n. 
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In  Aufgabe  3  (vg-1.  Fig.  115)  sollte 

(23.)  V=  ^fßf-  -  m'x'^)dxdy 

berechnet  werden,  wobei 

m  =  tg«,     y\  =  mx,     y-i  =  Yd-  —  x- ,     Xi  =  0,     xi  =  «COS« 
war.     Durch  Einführung  von  Polarcoordinaten  wird  nach  Glei- 
chung (19.) 


(24.)  ^  =  "  r^^/'  /r'ism-ff'  —  m'^  co&-(f')rdr 

a  0 

7t 

2 

=  —  /{sin-(f  —  m'^  cos'(f)da: , 

a 

also  nach  Formel  Nr.  68  und  69  der  Tabelle 


(25.)    F  =  —  [—  (1  +  m'-)sm(f  cos 9?  +  (1  —  m^-)(f]^ 


ip 


oder,  da  1  +  m^  =  1  +  tg-a 


(1  —  m-)  ^  +  (i  +  m-)smccGOScc  —  (1  —m-)a 
1 


cos-« 


ist, 


(26.) 


F  =  —  \2ni  +  (1  —  m-)  in  —  2«)] , 
8/> 


Bei  Aufgabe  4  war  nach  den  Gleichungen  (40.),  (41.)  und 
(52.)  in  §  64 

(27.)  F=  8  A    n/a^—x'^—y^  .  dxdy. 

Durch  Einführung   von  Polarcoordinaten  wird  nach  Glei- 
chung (19.) 
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n 

Y        a 

(28.)  V  =% fdff  rdr Ya^  —  r^, 

0        ac0S(f 

also  nach  Formel  Nr.  81  der  Tabelle 

TT 

(29.)  F  =  8  IdJ—  ^  («2  _  ^2)  ]/^^ir7^T 

0 

7t  7t 

=  --^  Ism^cpdcp  = ^ /(l  —  cos2y)t/(cos9)). 


Dies  giebt  wieder 
(30.)  F=  — 


8^3 


COSy  —  --  COS'^^ 
3 


16a3 


Mitunter  wird  man  sogar  bei  Anwendung  derartiger  Sub- 
stitutionen einfache  Integrale  dadurch  ermitteln,  dass  man  sie 
auf  Doppelintegrale  zurückführt.     Es  sei  z.  B. 

oo 

(31.)  J=fe-^'dx 

0 

zu  berechnen;  dann  ist  auch,  wenn  man  x  mit  t/  vertauscht, 

oo 

(32.)  J  =  fe~y'dy. 

0 

Indem  man  die  Gleichungen  (31.)  und  (32.)  mit  einander 
multiplicirt,  erhält  man 

oo  oo  o<:>     oo 

(33.)  /  =  le-^'dxje-y'dy  =  f  le-^'^+y'^dxd'!/. 

0  0  0       0 

Dieses  Integral  steht  das  Volumen  eines  Körpers  dar,  wel- 
cher oben  durch  die  Eotationsfläche 

(34.)  z.  =  e-^'^'+y'^ , 


Kiepert,  Integral-Rechnung. 
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Fig.  125. 


unten    durch    die    XF- Ebene  ' 

und    seitlich    diu'ch    die    XZ-  i 

Ebene  und  die  FZ-Ebene  be-  ■ 

grenzt  mid  (Fig.  125).  i 

Durch     Einführung     von  i 
Polarcoordinaten  findet  man  da- 
her nach  Gleichung  (19.) 

^  I 

X  "2       c» 


(35.)  /  =  I    je-^'rdxpdr 


Dies 

giebt,  indem  man 

ü      0 

(36.) 

r^  =  -t, 

also     2r(/r  = 

—  dt 

setzt, 

n 

2        — oo 

n 

(37.)   f-  -. 

0        n 

0 

oo 

folglich  wii'd 

\jdt= 


(38.)  J  =  le'"'  dx^^Yu.' 

0 

Dieses  Integral  spielt  eine  wichtige  Rolle  in  der  höheren 
Vermessungskunde. 


§  67. 

Complanation  der  Flächen. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  172.) 

Wie  man  sich  den  Bogen  einer  Curve  zusammengesetzt 
denken  kann  aus  unendlich  vielen,  unendlich  kleinen  Sehnen  ds, 
d.  h.  wie  man  den  Bogen  einer  Curve  als  ein  Polygon  mit  un- 
endlich vielen,  unendhch  kleinen  Seiten  betrachten  kann,  so 
kann  man  sich  auch  eine  gekrümmte  Fläche 
(1.)  F{x,y,z)  =  ^,     oder     z  =f{x,  y) 

aus  zweifach  unendlich  vielen,  unendlich  klemen  ebenen  Stücken 
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zusammengesetzt  denken,  d.  h.  man  kann  die  gekrümmte  Fläche 
als  ein  Polyeder  mit  zweifach  unendlich  vielen,  unendlich  kleinen 
Seitenflächen  hetrachten. 

Verbindet  man  nämlich  einen  beliebigen  Punkt  P  der 
Fläche  mit  allen  unendlich  nahen  Punkten  durch  gerade  Linien, 
so  sind  diese  geraden  Linien  Taugenten  der  Fläche  im  Punkte  P 
und  liegen  im  Allgemeinen  sämmtlich  in  einer  Ebene,  welche 
die  Tangentialebene  der  Fläche  im  Punkte  P  genannt  wird  und 
die  Gleichung 

(2.)  F,{x'  -x)^  F,{y'  -  y)  +  F,{z'  -  z)  =  0, 

oder 
(2a.)  z  —z=  ^(.r'_:r)-f^(/  — y) 

hat.    (Vergl.  D.-R.,  Formel  Nr.  145  der  Tabelle.) 

Legt  man  also  wieder  unendlich  viele  Schnitte,  senkrecht 
ziu^  X-Axe  und  senkrecht  zur  F-Axe,  so  zertheilen  diese  die 
Fläche  in  unendlich  viele,   unendlich  kleine  Fig.  i26. 

Vierecke  PP1P3P2,  deren  Eckpunkte  sämmt- 
lich in  der  Tangentialebene  des  Punktes  P 
liegen  (Fig.  126).  Man  kann  also  das  Vier- 
eck PP1P3P2  als  eben  betrachten  und  findet 
den  Flächeninhalt  dO  desselben  aus  der  Glei- 
chung 

(3.)  PPiPsP-i .  cosj'  =  dO  .  cosr 

=  QQ1Q3Q2  =  dxdy, 
wobei  QQiQaQ-j  die  Projection  von  PP^PaP^^ 
auf  die  X  Y-Ebene  und  y  der  Winkel  ist,  welchen  die  Tangential- 
ebene des  Punktes  P  mit  der  X5''-Ebene  bildet.*) 


*)  Dei'  hierbei  angewendete  Satz  ergiebt  sich  unmittelbar  aus 
Figur  127  auf  der  folgenden  Seite. 

Wird  nämhch  das  beliebige  Viereck  FPiP^F-i  in  der  Ebene  f  auf 
die  Ebene  fj  projicirt,  so  liegen  die  Lothe  QP,  QiPi,  Q3P3,  Q-iP-h  welche 
mau  bezw.  von  den  Punkten  P.  P\,  P3,  P-i  auf  die  Ebene  fi  fällt,  in  den 
Ebenen  P-S'Q,  Pi>S'iQ, ,  P^S^Q^,  P^'^iQi^  welche  durch  die  Eckpunkte  des 
Vierecks  PPx  P2P3  hindvu-chgehen  und  auf  der  SchnittHnie  AB  der  Ebenen 
f  und  *i  senkrecht  stehen.  Die  Winkel  PÄQ,  Pi.S'iQi,  P3S3Q3,  P^S-iQ-i 
sind  alle  dem  Neigungswinkel  y  gleich,  so  dass 
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Dabei  ist  nach  Gleichung-  (2.)  und  (2a.)  in  diesem  Falle 

Fo  1 

(11.)       cosr  = 


folglich  wii'd 


yw+w^- 


f^m^& 


F 

ig.  12 

'. 

■  SQ  =  SP.  cosy, 

A 

\ 

\ 

(4.). 

SiQi  =  SiP^.cosy, 
S3Q3  =  S3P3.cosy, 
S2Q-2  =  S2P2.cosy 

/     P^ 

~-^      P  ^\ 

ist.     Da  nun  das  Pa- 

/   / 1 
/    /          ^ 

? 

'3         ^ 

> 

ralleltrapez 

/   /  pI 

/ 

/ 

/ 

und  das  Paralleltrapez 

/     /     / 

X 

/ 

/ 

\ 
\ 

V 

Ä'PPiSi  = 

V  / 

/: 

fe 

Y 

3 

l(.SP+ÄiPi)."S.S,, 

K 

so  folgt  mit  Rücksicht 
auf    die    Gleichungen 

/  ,1    \        J 

SA     A 

// 

*3 

\ 

(4.),  dass 

S^ 

/  ^ 

V 

e^ 

(5.)     SQQ.S, 

\, 

/' 

\^                     =.SPP,*'i.cosj'. 

B' 

Ebenso  findet  man 

(6.) 

SiQ 

iQs-Ss 

=  S,P,Bß^ 

cosy, 

(7.) 

SaQ 

3Q2'S2 

=  S^P^P^^i 

cosy, 

(8.)  SoQnQS  =    ÄPoPS.cosy. 

Dies  giebt 

(9.)  QQiQs Qi  =  Si  Qi  Q3S3  +  S3 Q3 QzS-i  -  & Qi QS-SQ Q^Sy 

=  [SiPiPsSs  +  S3P3P2&  —  S2P2PS  —  SPP,  S, )  cos  y 

=  PPiP3P2   cosy. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  zeigen,  dass  die  Projection  Fi  eines 
beliebigen  Polygons  F  in  der  Ebene  e  auf  eine  andere  Ebene  fj  gleich 
jP.cosy  wird,  wenn  y  der  Neigungswinkel  zwischen  den  beiden  Ebenen 
ist.  Da  man  eine  krummlinig  begrenzte  Figur  als  etu  Polygon  mit  un- 
endlich vielen  Seiten  betrachten  kann,  so  gilt  die  Formel 

(10.)  jPi  =  P'cosy 

auch  für  jede  beliebige  ebene  Figur  F  und  deren  Projection  Fi. 
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(12.)        ,/o  =  ^^  =  ^  yw+W+W, 

oder 


(12a.)  ^o  =  </.«(y|/l+(|J  +  (|J. 

Die  Integration  dieses  Ausdruckes  in  Bezug  auf  y  bedeutet, 
dass  man  alle  diese  unendlich  kleinen  Vierecke  summirt,  welche 
zu  demselben  Werthe  von  x  gehören.  Die  erste  Integration 
giebt  also  einen  unendlich  dünnen  Flächenstreifen. 

Integrirt  man  dann  noch  in  Bezug  auf  x,  so  erhält  man 
die  ganze  Oberfläche 

(13.)  0  =/./'|K?i^W+^^=/./y]/i+(|J+(|J. 

a        'p(x)  a        (p{x) 

Die  Berechnung  des  Inhalts  krummer  Oberflächen  nennt 
man:   ^^Complanation  der  Flächen". 


§  68. 

Uebungs-Beispiele. 

Aufgabe  1.    Die  Gleichung 
(1.)  pz  =  xy 

stellt  ein  gleichseitiges  hyperbolisches  Paraboloid  dar;   man  soll 
den  Inhalt  der  Oberfläche  zwischen  den  Ebenen 
(2.)  a:  =  0     und     x  =  a,     y  =  0     und     y  —  b 

berechnen. 

Auflösung.  Das  hyperbolische  Paraboloid  wird  von  den  be- 
grenzenden Ebenen  in  geraden  Linien  geschnitten,  so  dass  die 
gesuchte  Fläche  die  Seiten  eines  räumlichen  Vierecks  mit  ein- 
ander verbindet.    Aus  Gleichung  (1.)  folgt  dabei 

(3)  ^  =  1,^1=^, 

^^  dx      p     dy      p 


w    i^^(!£j^(!ä=-/^'^^-' 


deshalb  wird 
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b 


(5.)  0  =  -fdxfdy  yf  +  x'+y-. 

0         0 

Dies  giebt  nach  Formel  Nr.  86  der  Tabelle 

a 

(G.)    0  =  -^  fd:\,j  Vp'  +  X'  +  y2  _,_  ^^2  +  ^2J  1  (y  ^  y^ß  _^  ,.2  ^  yo  J* 
■=^^7       L  Jo 


=  ±/.[.T/.7T^^  +  0.-H.,l(^±igi5-); 


0 

Setzt  man 


TFT 

so  wird 

(8.)  o=p\T  +  j  =  ^iSp-'  +  x''), 

,    .            ,                                     a;(/2;  xdx 

(9.)         f/M  = — ,  rn — '^ 

( y;?2  +  Ä-  +  a;^  —  5)a:Gfe         .rdr 

""  (/  +  x")  yp'-  +  ^2  _|_  ^2  ~  ;)2  +  a;2 


(p2  +  a:2)]/;?2  +  62+a:2 
folgiich  erhält  man  nach  der  Formel 

Judvi  =^  uc  — Je  du 
dui'ch  partielle  Integration 


3  V        ]/yy-'"+  ^2        y     3j  (^y2  ^  ^2j  y^,2  _^^2  ^  ^.2 

Nun  ist  nach  Formel  Nr.  84  und  23  der  Tabelle 
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^  Hx-^  ^f)dx  _         r  dx 


]/^2_,_52_^3.2  ^y(^2_^^2)y^2_j_^2^^2 

y(/j2_|.^2)|/^2^^2_|_^2 


Setzt  mau  noch 

(12.)  ]//)2qL"^  r=  c    irnd    x^c.l^t, 

so  wird 

(13.)  c/:r  =  ^^      y^M^6M^'  =  ^' 

cos^/  cos  i5 

also 

.     /"  (fa:  _  r         c  .  dt  .  COS  ^         _  Z'  COS  i! .  c?i^ 

'■'  J^p2_^^2-^Yp2^(,-2_^^  ~~J~{p'(^osH-\-cHmH)7c   Jp^ + b'^^mH ' 

Wenn  man  ferner 

(15.)  b  sin  ^  =  ptv,     also     ^  cos  t .  dt  =  pdw 

einfühlt,  so  findet  man  aus  Gleichung  (14.) 

,,^  ^    f  dx  1    r  dw  1  ,    /bmit\ 

(16.)  / -  =  -V  / ^  =  -^  arctg-f ) 

V(;?-^  +  rr2;]/;j2 +62  +  2:2       pbj  l  +  r>ß        pb  \    p     / 

1  ,    /  6a;  \ 

=  -^  arc  tg(  — , —        -^  )  j 

folglich  geht  Gleichung  (11.)  über  in 
^^_.    r    i3p^x^  +  x')dx 

=  11/^+^2+^  +  ^^'  7"  ^'  ](:?;  +  l//+62  +  a;2) 

2«^        ,    /  bx  \ 
^  arctg  (  — -  )  5 

6  \/>l/;?2_,_^,2_j_^2/ 

und  Gleichung  (10.)  ergiebt 
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Da  nun  noch  nach  Formel  Nr.  86  der  Tabelle 
(19.)  ßdxYp'' -^  b'' +  x^  =  ~  Yp^  +  b^  +  x"- 

+  ^-^^^l(.+yp^+^.^) 
ist,  so  folgt  aus  Gleichung-  (6.) 

(20.)    0  ^  ~  \^~V7+^^^  +  ^'^^'  ^  ^'^^  ICr  +y/  ^F5M^) 

,   (3ü2  +:r2)^    /^  +  l/ü2  4.  j2  ^  -2  s       2ü=^        ^    /  Äa:  \1° 

+  ^        1( ,  ) ~  arctgi  — ■  -  )  j 

yg  +  g 


]/^j2_^^2  /  3  °\^|/^2^J2^3.2^ 

also 

(21.)  o  =  ^±yp^^^^:^^  +  ^^l±^i'±^Z±l±l\ 

^     ^  3;>^^  ^     ^     ^        6;.         V        y^qp^        / 

_^  (3;)H^^)^^/a+y^^+6^      p'  (  ab  X  _ 

6/?       V       y;j2  +  62       y     3        ^  V;5y^2  +  «2 + 6 V 

Da  bei  dieser  Aufgabe  die  Integrationsgrenzen  constant 
sind,  so  hätte  man  auch  die  Reihenfolge  der  Integrationen  um- 
kehren können,  ohne  die  Grenzen  zu  ändern. 

Aufgabe  2.    Die  Gleichung 
(22.)  2pz  =  x^  —  y'- 

Stellt  wieder    ein    gleichseitigen    hyperbolisches   Paraboloid    dar; 
man  soll  den  Inhalt  der  Oberfläche  innerhalb  des  Cylinders 
(23.)  .-^2  ^yi  =  a^ 

berechnen. 

Auflösung.     Aus  Gleichung  (22.)  folgt 

(24.)  ^  =  -'  'rr  = ' 

.  dx       p      dy  p 

(^^•)    yi+(iHST=;'^^"'^^'+^^ 

deshalb  wird 
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y^- 


(26.)  O  =  -Jdxjdy  yp'^  +  x^^  y\ 

0  0 

Durch  Einführung-  von  ebenen  Polarcoordinaten  erhält  man 
nacli  E^ormel  Nr.  170  der  Tabelle 

n 

Y  a 

(27.)  0  =  -  idcf  jrdr  Y^^^^ 

0  0 

und  daraus  nach  Formel  Nr.  87  der  Tabelle 


(28.) 


'p2  _j_  ^2 


0  =  ^Jdcf^{f~  +  r^)Vp 


4 
3/> 

27r 


'2 


Auch  hier  hätte  man  die  Eeihenfolge  bei  den  Integrationen 
ändern  und  die  Gleichung  (27.)  auf  die  Form 

n 
n  T  n 

(29.)    0  =  -Irdr  Yp' -j- r' Idrp  =  —  jrdrY^+r^ 

0  0  0 


—  I  (^2  _^  ^2-)  yV,2  _j_  y.2   I  "_  _  \(  «2  _L  ^2M/^2  _l  „-2 «3 

bringen  können. 


np 


{p^  -\-  a^)yp^  +  a'^  — p^ 


Aufgabe  3.    Man  soll  denjenigen  Theil  der  Kugeloberfläche 
mit  der  Gleichung 

(30.)       a:2  +  _^2  ^  c2  —  a"-  =  0,    oder    z  =  d=]/«2— .r^  _y2 
berechnen,  der  von  den  beiden  Cylindern 
(31.)  x^  -\-  y'^  =  ax     und     rc^  -f  ^/^  =  —  aa: 

herausgebohrt  wird.    (Vergl.  die  Figuren  116  und  117.) 
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Auflösung.    Aus  den  Gleichungen  (30.)  folgt 
(32.)  F,=:2x,     F^  =  2y,     F^  =  2z, 

(33.)  ^Yw+w+w=-y^'+f+^-=-= 


Da  die  gesuchte  Oberfläche  durch  die  Coordinaten- Ebenen 

in  8  syiumetrische  Theile  zerlegt  wh-d,  so  braucht  man  nur  einen  ' 

solchen  Theil  zu  berechnen  und  mit  8  zu  multipliciren.    Dadurch  ] 

erhält  man  nach  den  Formeln  Nr.  172  und  22  der  Tabelle  ' 

o        'Yax  —  a;ü  I 

(34.)                            0  =  8a  fdx  l^-=M=.  I 

0        0  • 
Y  ax — X- 


=  8a  Idx  arcsinf—         ^)    ? 


also 


(35.)  0  =  Sa  I  dx  .  arc  sin  1/ - 


+  X 
0 


Setzt  man 


(36.)  u  =  arc  sin  1/ — '- —  5    do  =  dx. 

f  a  +  X 

also 

(37.)  du  =: =r  j    v^=x, 

2(a  +  x)yax 

so  findet  man  durch  partielle  Integration 

a  n    

roo\    fj  •    l/     ^  r  •    t/     ^     T       Iß/ax.dx 

(38.)  Idx  .  arcsm  /  — - —  —    x  .  arcsm  1/ —  ttI- — ; ' 

J  \  a  -\-  X      l  V  a  +  xjQ       y    a-{-  X 

0  ,  0 

oder,  wenn  man  wieder 

(39.)  X  =  at^,     also     Yax  =  af,     dx  =  2atdt 

setzt, 
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y.     1/     X  an  Ct 

dx .  arc  sm   /  — - —  =  -7 —  a  /— 


^'Ht 


ö  ■  0 


an 
folalich  wird 


0 

r  -.1        an  /  n\      an 

a\t  ^-  arctg^]^^  =  —  _  a(^l  —  -J=  ^  —  «; 


a  

(41.)  0  =  8a  /(/o: .  aresin  V^^  =  ^^^^r  —  8«^ 

0 
Da  die  ganze  Kugel  die  Oberfläche 
(42.)  Jr=  IcC-n 

hat,  so  bleibt  für  den  ausserhalb  der  beiden  Cylinder  liegenden 
Theil  der  Kugeloberfläche 
(43.)  0,  =  8a2 

übrig. 

Die  Lösung  der  Aufgabe  wird  bedeutend  einfacher,  wenn 
man  ebene  Polarcoordinaten  einführt ;  dadiu-ch  geht  nach  Formel 
Nr.  170  der  Tabelle  Gleichung  (34.)  über  in 

n  71 

2         a  cos  (p  2 

r       r    rrlr  C     F  . -10  cos  9) 

(44.)    0  =  8ay./yy— ==  =  ^ajdcf\-^  fo^r^J^ 


2 
=  %atd(f\a  —  «siny]  =  8a^[^  +  cos  9)] 


2 

0  ' 


folglich  erhält  man  wieder 

(45.)  0  =  \a^n  —  Sa^. 

Aufgabe  4.    Man  soU  die  Oberfläche  der  beiden  Kreiscylmder 
(46.)  x^  -\-  rf  —ax^^     und    a:^  +  «/^  +  aa:  =  0 

berechnen,  so  weit  dieselbe  innerhalb  der  Kugel 
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(47.)  ^2  _,_  y2   +   .2  _  «2  ^  0 

liegt.     (Vergl.  die  Figuren  116  und  117.) 

Auflösung.  Die  gesuchte  Oberfläche  wird  durch  die  Coor- 
dinaten  -  Ebenen  in  8  sj^mmetrische  Theüe  zerlegt;  man  braucht 
daher  wieder  nur  einen  dieser  Theile  zu  berechnen  imd  das 
gefundene  Resultat  mit  8  zu  multipliciren.  Die  Gleichung  der 
Fläche  ist 

(46a.)  F{x,  ij,  z)  =  x^  ^y^-~ax  =  0 

und  enthält  die  Veränderliche  z  gar  nicht.  Damit  die  gegebene 
Methode  anwendbar  wird,  muss  man  die  Coolrdiuaten  in  Formel 
Nr.  172  der  Tabelle  mit  einander  vertauschen.  Indem  man  z.  B. 
y  als  Function  von  x  und  z  ansieht,  geht  diese  Formel  im:  die 
Berechnung  der  krummen  Oberfläche  über  in 

(48.)  0  =ß^f^^  ywTW+^' . 

a       <p{x) 

Aus  Gleichung  (46  a.)  findet  man 
(49.)  Fi  =  2x  —  a,     F..  =  2y,     F^  =  0, 

(50.)  Fi^  +  K'  +  Fi"  =  4a:2  —  iax  +  «-  +  it/, 

oder  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (46  a.) 


(51.)         F,-'  +  F.^  +  Fs^  =  a\     ]/Fi2  +  F^  j^  Fz^  =  a, 
folglich  wii'd 

a         Zi  a  Zi 

(52.)  0  =  8ayi./|  =  4«/^^/.. 

0         0  0  0 

Da  zi,  der  Grenzwerth  von  z,  zu  einem  Punkte  gehört, 
welcher  auf  der  Kugel  und  auf  dem  Kreiscylinder  liegt,  so  wird 


wobei  aber  noch  nach  Gleichung  (46  a.) 

x^  -{■  y-  ^  ax 
ist,  folglich  erhält  man 


(53.)  2:1  =  ]/a^  —  ax. 
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Dies  giebt 


(54.)   0^^afclx'\l~ ^=4al/a/^=8ay«[ya:f  , 

J       ]   ax  —  x^  jy^  ^0  ' 

0  0     ' 

also 

(55.)  0  =  8a2. 

Die  Fläche  der  beiden  Ivreiscylinder ,  so  weit  sie  von  der 
Kugel  eingeschlossen  wird,  ist  also  gerade  so  gross  wie  derjenige 
Theil  der  Kugeloberfläche,  welcher  ausserhalb  der  beiden  Cylinder 
hegt. 

Aufgabe  5.    Aus  der  Schraubenfläche 

(56.)     F(x,y,z)  =  y-xtg(^^^=0,     oder     tg0)  =  | 

schneiden  die  beiden  eoaxialen  Kreiscyhnder 
(57.)  a;2  +  i/  =  a^,     x^  +  y^  =  b^ 

und  die  beiden  Ebenen 

(58.)  z  =  —  ^,     -  =  +  ^ 

einen  Theil  der  Oberfläche  heraus;  man  soll  den  Flächeninhalt 
dieses  Theiles  berechnen. 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (56.)  folgt 

(59.)^  =  -tg(f)  =  -|,    ^=1,     ^  =  -|[l+tg^0)] 

_        x'  +  f 


ex 


(00.)  F,'+,,+F,  =  ^^^^^±tl±^^±^  =  ^^i,+.'+f-, 


c^  -\-  z-  +  y'^ 


(61.)  }^yF,^  +  K^  +  F,^  =  ±f     ^,^^,       , 

also,  da  hier  nur  das  obere  Zeichen  in  Betracht  kommt, 


(62.)  0 


^fr-j^^yf-^/l^ 


Die  Bestimmung  der  Integrationsgrenzen  ist  unterblieben, 
weil  durch  die  Gleichungen 
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(63.)  X  —  rcos(f,     y  =  rsm(p 

neue  Integrations -Veränderliche   eingeführt  werden  sollen.    Da- 
durch erhält  man  nach  Formel  Nr.  170  der  Tabelle 


(64.)    0  =  fdfffrdry^^^  =  fdr ^/c'  +  r'~  fd(p  =  yr  fdrYc^ 


2  _f_  .,2_ 


n    a 


TT  TT 

Die  Grenzen  (p  =  —  —  und  ^  =  -|-  —  bestimmen  sich  dar- 

aus,  dass  nach  Gleichung  (56.) 

(65.)  z  =^  c(p 

wird.    Nach  Formel  Nr.  86  der  Tabelle  erhält  man  daher 

(66.)      0  =  7r/(?r]/cM^=^rry^M:72+cn(r+y7H^)j 
2L  Va-H]/a^+f>'VJ 


§  69. 

Einführung  zweier  variablen  Parameter. 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  173.1 

Ist  die  Gleichung-  einer  Fläche  in  der  Form 

(1.)  ^  =/(^,  y) 

gegeben,  so  kann  man,  wie  es  auch  bereits  in  §  66  bei  der  Ein- 
führung von  neuen  Integrations -Veränderlichen  geschehen  war, 
X  und  y  als  Functionen  von  2  neuen,  von  einander  unabhängigen 
VeränderHchen  u  und  o  darstellen,  indem  man 
(2.)  X  =fi{u,  v),     y  =f2{u,  v) 

setzt,  wo  fi(u,  v)  und  ßi{u,  v)  für  den  jedesmaligen  Zweck 
passend  gewählte  Functionen  sind.  Trägt  man  diese  Werthe 
von  X  und  y  in  die  Gleichung  (1.)  ein,  so  erhält  man 

(3.)  z  =fl/\(u,  V),    /o(«,  V)]  =/3(w,  v). 


§  69.     Einführung  zweier  variablen  Parameter.  399 

Man  kann  also  eine  Fläche  durch  die  drei  Gleichungen 

(4.)  X  =/,(w,  ü),      ij  ^f.{u,  v),      Z  =f3{li,  o) 

darstellen;  und  umgekehrt:  Sind  die  drei  Gleichungen  (4.)  be- 
liebig gegeben,  so  stellen  sie  eine  Fläche  dar,  deren  Gleichung 
man  durch  Elimination  von  u  und  v  aus  den  Gleichungen  (4.) 
erhält. 

Aus  den  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  folgt  sodann 

dz  _  dz   dx       dz   dy 


(5.) 


also 


du       dx  du       dy  du 

dz  _  dz   dx      dz   dy 
dv  ~  dx  do       dy  do 


/dx  dy  dx  dy\  dz       dz   dy  dz   dy 

\du  dv  dv  du)  dx       du  dv  dv  du 

.            /dx  dy  dx  dy\  dz dx  dz  dx  dz 

\du  dv  dv  du)  dy  ~  du  dv  dv  du 


Setzt  man  also 


(8.)      < 

so  wird 
(9.) 


dy  dz       dy  dz dz  dx      dz  dx  _ 

du  dv       dv  du  '      du  dv       dv   du         ' 

dx  dy  dx  dy 

du  dv  do  du~    ' 


dz  _      A      dz  _       B 
dx~~       C      dy~~       C 


Deshalb  erhält  man  nach  Formel  Nr.  169  der  Tabelle,  da 
die  Functionaldeterminante  gleich  C  ist, 


(11-)  0  =Jjfdxdy-^l  +(f0+(|0=  ±Jfdudv  yA-^  +  B-^  +  C\ 

Wie  diese  Formel  verwendet  werden  kann,  möge  das  fol- 
gende Beispiel  zeigen. 
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Aufgabe.  Durch  die  Gleichung-en 
(12.)  X  =  u^  —  3mü-  —  3m,  y  =  3u^  —  Sv^,  z  =  v^  —  Su-v — So 
wird  eine  Fläche  dargestellt,  auf  welcher  man  für  constante 
Werthe  von  u  und  v  zwei  Schaaren  von  ebenen  Curven  dritten 
Grades  erhält,  die  einander  rechtwinklig-  schneiden.*)  Man  soll 
auf  der  Fläche  den  Inhalt  eines  Vierecks  berechnen,  welches 
durch  die  Curven 

(13.)  u  =  a,     u  =■  b,     ü  =  c,      V  =  d 

begrenzt  wird. 

Auflösung.    Aus  den  Gleichungen  (12.)  folgt 


(14.) 


(^=3(.^-.'->-l),     f  =  ^u.-     ^^  =  -^uv, 

\du        ^  -^    du  ■      du 


dv  '  do  '  do         ^ 

deshalb  wird 

(  A  =  —  lSu{u^-  +  «2  4-  1)^ 

(15.)  I    B  =  9(W2  ^   ,,.2   _|_   1)  (,,2  +   ,2  _  1)^ 

(16.)  A''  +  B-^+C^  =  81(m2  ^  ^.2  ^  i)4_ 

Dies  giebt  nach  Gleichung  (11.) 
h     d 
(17.)   O^^fduJ'iii'  +  o'-  +  Ifdo 

a        c 
h        d 

=  9/du/{u^  +  2m2ü2  +  z;4  +  2u'  +  2^2  +  l)c?d; 

a        c 
h 

=  9/c/i/[(«/*  +  2^2 +  !)(,/- c)  +  |(wH  l)(^=^—c-^)  + -K^'—c^)] , 

also 

(18.)   0  =  9[i(^'— «')(^-c)+i(c^^— c^)(5-T«)+l(^'— «')(^'-^') 
+  l-{b''—a^){d—c)-^^{d^—c^)ib—a)-\-ib—a)(d—c)]. 


*)  Diese  Linien  sind  die  KrihmnungsNnien  der  Fläche,  welche  die 
„Enneper^sche  Minimalüäche"  genannt  wird.  Davon  soll  aber  bei  dieser 
Aufgabe  kein  Gebrauch  gemacht  werden,  weil  in  diesem  Lehrbuche 
wegen  der  Beschränkung  des  Stoffes  eine  Erklärung  der  Krümmungs- 
linien nicht  gegeben  werden  konnte. 
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8   70. 

Einführung  räumlicher  Polarcoordinaten. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  174.) 

Führt  man  räumliche  Polarcoordinaten  ein,  indem  man 

(1.)  X  =  ?•  cos  A  cos  y ,    y  —  r  COS  X  sin  cp,    ~  =  r  sin  l 

setzt,  SO  ist  (Fig.  128)  OP  gleich  r  Fig.  12s. 

der  Radius  vector,  l  der  Neigmigs- 
winkel  QOP  von  OP  gegen  die 
X  r-Ebene,  und  </>  der  Winkel  X  0  Q, 
welchen  die  Projection  OQ  des 
Radius  vectors  OP  auf  die  XF- 
Ebene  mit  der  positiven  Richtung 
der  X-Axe  bildet.  Wenn  man 
dabei  /  und  ff'  als  die  beiden 
unabhängigen  Veränderlichen  be- 
trachtet, so  wird  r  eine  Function  von  /  und  r/i,  also 


und  man  erhält 


(2. 


ö.-? 


d) 


—  =  ^  cos/tcosy  —  /-sm/cosy) 


dl 
dz 


dr 


-^  cos  /  sm  (f  —  r  sni  /  sm  (f , 


dr 


^.  =  ^T^sm/t  +  rcos/, 
dl       dl  ' 

dx       di' 

;r-  =  -^r- cos/ cos  (T  —  rcosAsintf', 

öy/      d(f  ^ 

du        dr        .    .         ,  . 

T^  =  ^r-  cos/smo)  +  rcos/tcoso^', 

Oep        d(f 

dz       dr    .    , 
■7^—  =  ^^^—  sm  / ; 
0(f      dcp 

folglich  wird,  wenn  man  u  mit  X  und  0  mit  ^  vertauscht. 


Kiepert,  Integral-Rechnung. 
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dr    .    ,         .  dr    .  o       o- 

^  =  —  r  K^  Sin  /  cos  l  cos  (f  — r  ^-  sm  (p  —  r-  cos-/  cos  (f , 

/    X  -n,  dr    .    .        .    .  dr  „       .,.    . 

(3.)     {  B  =  —  r  ^  sin /  cos  /  sm  r/  +  r  k-  cos  y  —  r^  cos-/  sm  r/~ , 

dr 
C  =  +  r  TTT-  cos-/  —  r2  sin  /  cos  /, 

dl 

(4.)         Ä^  +  i?^  +  C^  =  r^d^Jcos-^/  +  .-^  (|^J+  r*cos^/ 


\dcfj 


also,  da  hier  nur  das  positive  Zeichen  bei  der  Wm^zelausziehung 
in  Betracht  kommt, 

(5.)  0  =  /7"|/.4-^  +  B^  +  Chlu  de 


-Jfiv- 


(0jcosU  +  (0</x#. 


Constanten  Werthen  von  (f  entsprechen  Ebenen  durch  die 
Z-Axe,  und  constanten  Werthen  von  /  Kegelflächen,  welche  die 
-2?-Axe  zur  Axe  haben.  Durch  diese  Ebenen  und  Kegel  wird 
die  Fläche  in  unendlich  viele,  unendlich  kleine  Vierecke  zerlegt. 
Indem  mau  in  Bezug  auf  cf  integrirt,  erhält  man  die  Summe 
von  diesen  Vierecken  auf  einem  ringförmigen,  unendlich  schmalen 
Streifen  zwischen  zwei  benachbarten  Kegelflächen,  Alle  diese 
unendlich  schmalen  Streifen  werden  sodann  durch  Integration  in 
Bezug  auf  /  summirt.  Daraus  ergiebt  sich  füi^  jeden  einzelnen 
Fall  die  Bestimmung  der  Grenzen. 

Wie  dies  gescliieht,  möge  die  folgende  Aufgabe  zeigen. 

Aufgabe.    Die  gegebene  Fläche  habe  die  Gleichung 
(6.)  {x'^  +  f-.^z^f  =  a\x'^-f~), 

oder    bei   Einführung    räumlicher   Polarcoordinaten    durch    die 

Gleichungen  (1.) 

(7.)  r- =  a-cos''^/COS(27-'); 

man  soll  die  gesammte  Oberfläche  berechnen. 

Auflösung.  Um  sich  eine  Vorstellung  von  der  Fläche  zu 
machen,  beachte  man,   dass  r-^a  sein  muss,   dass  die  Fläche 
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also  ganz  innerhalb  einer  Kugel  mit  dem  Halbmesser  a  liegt. 
Die  XY-Ebene  schneidet  sie  in  einer  Lemniscafe  mit  der  Glei- 
chung 

(8.)  {x-  +  ff  =  ä-{x^  —  y^),     oder     r~  =  a'^cos{2<f). 

Giebt  man  (f  einen  constanten  Werth  und  setzt 

(9.)  a"|/cos(2y')  =  «ij 

so   erhält  man  den  Durchschnitt   der  Fläche  mit  einer  Ebene, 
welche   durch  die  Z-Axe  hindurchgeht.     Die  Schnittcurve  zer- 
fällt in  zwei  Kreise  mit  den  Gleichung'en 
(10.)  r  =  -\-  üi  cos/     und     r  =  —  aiC0s2, 

oder 
(10  a.)         X-  +  y-  =  +  ciix     und     x-  -{-  y'^  =  —  Uix. 

Die  Fläche  entsteht  also  aus  der  Lemniscate  in  der  XY- 
Ebene  (Fig.  129),  indem  man  sämmtliche  ßadii  vectores  OP  zu 
Durchmessern    von   Kreisen    macht,  ^^^-  ^^^■ 

deren  Ebenen  auf  der   XY- Ebene  r 

senkrecht  stehen. 

Da  die  Coordinaten-Ebenen  die 
Fläche  in  8  symmetrische  Theile  zer- 
legen, so  braucht  man  nur  die  Ober- 
fläche eines  solchen   Theiles  zu  berechnen  und  das  gefundene 
Resultat  mit  8  zu  multipliciren.    Die  Grenzen  von  (p  sind  dabei 


0  und 


die  von  /  sind  0  und 


(11.) 


4        '"  2 

Aus  Gleichung-  (7.)  folgt  dann 
dl 

dt 


r^=  —  a-cos/lsinylcos(2y), 
=  —  «-cos^Xsin(2^); 


d(f 


(12.) 

deshalb  wird 

/dr\- 
(13.)    ^'M  ^—  )  =  «*cos-/sin-/ cos2(2y)  =  a-r- sin-/lcos(2y), 

(14.)    f^  f -^t  =  a^cos*lsin%2(f)  =  aV  cosV.  •  ^"^^^^  , 
\d(fj  ^  ^^  cos(2y) 

26* 
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(15.) 
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+  (|^)]cos^/.  +  (|)=«^cos(2^)cosV. 


,     ,      ,.  sm-(2(f)     \ 

C0S(2^)       ' 


«2  cos-Ä 


cos(2^)      cos- (2^) 


Dies  giebt  nach  Gleichung  (5.) 

n       n  n  71- 

Y     T  TT 

(16.)    0  =  sfca  f  ^'^''^  ,  =  8«2  fco8'-/.di  fd(f 
-     ^  J    Jcos(2(p)  J  7 


=  2a^7i  icos^ldk  =  a^TT  sin  Ä  cos  Ä  +  /- 


XII.  Abschnitt. 

Integration  der  Differentiale  der  Functionen 
von  mehreren  Veränderlichen. 

§  71. 

Vollständige  Differentiale  der  Functionen 
von  zwei  Veränderlichen. 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  175.) 

Ist 
(1.)  u  =^fix,  y) 

eine  Function  von  zwei  von  einander  unabhängigen  Veränder- 
liclien,  so  ist  nach  D.-E.,  Formel  Nr.  134  der  Tabelle  das  ooll- 
ständige  oder  totale  Differential  von  u 

(2.)  du=-^^dx-\-  -^^ dy, 

wobei 

/.T  >  <5w        - ,,       ,      du 

(3-)  ^=ilf(a:,.v),    ^^  =  N{x,y) 

noch  Functionen  von  x  und  y  sind,  so  dass  Gleichung  (2.)  über- 
geht in 
(2  a.)  du  =  M(x,  y)dx  +  N{x,  y)dy. 

Wie  in  dem  Vorstehenden  die  Gleichung  (2  a.)  aus  Glei- 
chung (1.)  abgeleitet  ist,  so  könnte  man  sich  jetzt  auch  die 
Aufgabe  stellen:  „Man  soll  u  als  Function  der  beiden  Veränder- 
lichen X  und  y  bestimmen,  wenn  du  dui'ch  die  Gleichungen  (2a.) 
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du 
gegeben  ist,    oder,    was  auf  dasselbe  hinauskommt,  wenn  ^^ 

ox 

du 
und  ^-  durcli  die  Gleichungen  (3.)  gegeben  sind." 

Dabei  erkennt  man  aber  sogleich,  dass  die  Functionen 
M{x,  y)  und  jS[x,  y)  nicht  ganz  beliebig  gegeben  sein  dürfen; 
es  müssen  vielmehr  M  und  N  die  partiellen  Ableitungen  ein 
und  derselben  Function  u  =f(x,  y)  sein.  Wenn  diese  Be- 
dingung erfüllt  ist,  muss  nach  D.-R.,  Formel  Nr.  137  der  Tabelle 


dij  dx 

dM(x,  y)  _  dN{x,  y) 


oder 

öy  OX 

sein.     Diese  Bedingung  ist  /wt/nvendiy,  wenn 
(5.)  du  =  M{x,  y)dx  4-  N{x,  y)dy 

ein  vollständiges  Differential  sein  soll ;  sie  ist  aber  auch,  wie  so- 
gleich gezeigt  werden  soll,  hinreichend,  um  die  Function 
(6.)  u  =f{x,  y) 

zu  bestimmen,  deren  vollständiges  Diiferential  mit  Mdx  -f  Ndy 
übereinstimmt. 

Beweis.     Wie  die  Gleichung 

(7.)  1  =  -M(.r,  y) 

aus  Gleichung  (6.)  hervoi-geht,  indem  man  y  als  eine  Constante 
betrachtet  und  nach  x  diff'erentürt ,  so  wird  Gleichung  (6.)  aus  ■ 
Gleichung  (7.)  hervorgehen,   indem  man  y  wieder  als  constant 
ansieht  und  in  Bezug  auf  x  integrirt.     Dies  giebt 

(8.)  ,     u^j'M{x,y)dx^Y.  %. 

Hierbei  ist   die  Integrations- Constante  mit    Y  bezeichnet  ' 
worden,  um  anzudeuten,  dass  sie  noch  eine  Function  von  y  sein 
darf,   weil   bei  der  in  Gleichung  (8.)  angedeuteten  Operation  x   ^ 
als  die  einzige  Veränderliche  angesehen  wurde.     Setzt  man         : 
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(9.)  J ^K^i  y)dx  ^=  c, 

SO  g-elit  Gleichung  (8.)  über  in 
(10.)  M  =  ü  +  F. 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  Glei- 
chungen (3.) 

also 

/. -.  X  dY      ^-,,       .       de 

In  dieser  Gleichung  ist  die  linke  Seite  eine  Function  der 
einzigen  Veränderlichen  y.  Damit  die  Aufgabe  lösbar  ist,  muss 
auch  die  rechte  Seite  der  Gleichung  von  x  unabhängig  sem. 
Das  ist  auch  nach  der  in  Gleichung  (4  a.)  festgestellten  Voraus- 
setzung der  Fall,  denn  es  ist  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (9.) 


ö  /_       do\      ÖN       öH        ÖN 


d{ 


'd 


O 


dy/       öx       dxdy        dx  dy 

_  ÖN      ÖM 
~  dx        dy 

Dieser  Ausdruck  ist  aber  nach  Gleichung  (4  a.)  gleich  0, 

öv 
folglich  muss  N — ^  von  x  unabhängig  sein.    Die  Gleichung 

(12.)  enthält  also  keinen  Widerspruch,  so  dass  man  daraus  ohne 
Weiteres  durch  Integration 

.14.)  r=y(A---|).,  +  c. 

ermitteln  kann.    Setzt  man  diesen  Werth  von  Y  in  die  Gleichung 

(10.)  ein,  so  findet  man 

(15.)  u=c+J{N~^^^dy^C, 

wobei 

(16.)  ü  =J'M{x^  y)dx 

ist.    Damit  ist  die  Aufgabe  gelöst,  denn  nach  den  Gleichungen 

(15.)  und  (16.)  ist  in  der  That 
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Man  nennt  den  Ausdruck 

M{x,  y)dx  +  N{x,  y)dy 
yein  vollständiges  oder  totales  Differential'"'' ,  wenn  die  Bedingung 

dM{x,  y)  _  öNjx,  y) 
^^^''  dy       -  '^d^^        ■ 

erfüllt  ist.  Man  niuss  daher,  wenn  man  sicher  gehen  will,  ehe 
man  integriit,  untersuchen,  ob  Gleichung  (19.)  befriedigt  wird. 
Man  kann  aber  auch  mit  der  Berechnung  von 

(20.)  V  =/M(x,  y)dx 

de 
beginnen  und  dann  untersuchen,  ob  N  —  5-  unabhängig  von  .r 

ist.  Wenn  dies  zutrifft,  so  wird  ja,  wie  schon  in  Gleichung  (13.) 
gezeigt  wurde, 

ö/_      dc\      ÖN      dM 

=  0, 


(-•)  Jl(--S)= 


dy/       dx        dy 

d.  h.  die  in  Gleichung  (19.)   angegebene  Bedingung  wii'd  be- 
friedigt. 


§  72. 

Uebungs-Beispiele. 

Aufgabe  1.    Man  soll  u  als  Function  von  x  und  y  bestimmen, 
wenn 

(1.)  du  —  (3.r2  +  d,xij)dx  +  (4rr2  +  ^y''-)dy 

gegeben  ist. 

Auflösung.    Um  zunächst  zu  untersuchen,  ob  die  rechte  Seite 
von   Gleichung  (1.)  ein  vollständiges  Differential  ist,  bilde  man 
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ÖMjx,  y)  _  ö(nx'  +  Sxy)  _ 
^"^■^  dij       ~  dy  ~       ' 

dN{x,  y)  ^  d{4.x^  +  3y^)  ^  ^^ 
dx  dx 

Aus  den  Gleichungen  (2.)  und  (3.)  folgt,  dass 
.    .  ÖMjx,  y)  _  ÖNjx,  y) 

^  '^  dy       ~       dx 

ist,  dass  also  in  diesem  Falle  Mdx+Ndy  ein  vollständiges  Dif- 
feretitial  ist.  Man  darf  daher  ohne  Weiteres  das  in  §  71  an- 
gegebene Integrations -Verfahren  anwenden  und  erhält 

(5.)        D  —J'M{x,  y)dx  =J{^x'^  +  %xy)dx  =  a;^  _j_  4^2^^ 

Ferner  wird 
(6.)  iV  —  11^  =  4:r2  +  3«/2  —  42:2  ^  3^2 

und  deshalb 
(7.)  y  =y(iV  -  ^-^dy  ^jzfdy  =  ^3  +  c^ 

Dies  giebt 

(8.)  u  =  ü  -f  y  =  2:3  +  4^2^  _|_  ^3  ^  (7^ 

Die  Richtigkeit    dieses  Resultates   kann   man   sehr   leicht 
durch  Differentiation  prüfen. 


Man  kann  selbstverständlich  die  Aufgabe   auch   so  lösen, 
dass  man  zunächst 

(9.)  u  =J'Ndy  +  X  =  ?ü  4-  X 

bildet,  wobei  X   eine  Function  der  einzigen  Veränderlichen  x 

ist,  und  dass  man  dann  X  aus  der  Gleichung 

■  berechnet. 

Aufgabe  2.    Man  soll  ic  als  Function  von  x  und  y  bestimmen, 
wenn 
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\ 
(11.)     du  =  (20:r3  —  21x^y  +  2ij)dx  +  (—  7:^3  +  2.r  +  3)c?</  ^ 

e-effeben  ist.  ] 

Auflösung.     ]\Ian  kann  zunäclist  durch  Bildung  von  -^—  und     \ 

^y  \ 

ÖN      .  . 

-^  zeigen,  dass  \ 

dM      ÖN  * 

wird,  und  dass  deshalb  die  rechte  Seite  in  Gleichung  (11.)  ein     i 
vollständiges  Differential  ist.     Dann  erhält  man 

(13.)  0  =fMdx  =7(20.^3  —  21a;2y  +  2y)dx  " 

=  bx^  —  Ix^y  +  2xy, 

(U.)        N—^~  =  (—  Ix^  +  2^:  +  3)  —  (—  7:^3  +  2.r)  =  3, 

(15.)  Y  =  J{n~    ^^dy  ^jUy  =  3y  +  C. 

Dies  giebt 
(16.)  u  =  v  +  Y  ^  bx^  —  Ix^y  +  2.ry  +  3y  +  C. 

Aufgabe  3.     Man  soll  u  als  Function  von  x  und  y  bestimmen, 
wenn  i' 

(17.)        (/e«  =  {2ax  -\-  by  +  c^dx  +  {bx  +  2wy  +  »)(/?/ 
gegeben  ist. 

Auflösung.     Hier  wird 
,      ,  dM       ,      dN      ,        ,        dM      ÖN 

^      ^  öy  ox         '  öy        öx 

folglich  ist  die  rechte  Seite  von  Gleichung  (17.)  ein  colhtändiges    \ 
Differential;  man  erhält  daher 

(19.)       f  ^^jMdx  =^  J{2ax  -\-  by  4-  c)dx  =  ax:-  -f  bxy  +  ex,  ' 

(20.)      N  —  -^^  (bx  +  2my  +  n)  —  bx  =  2my  +  n. 

(21.)      y  ^J{n  -  |^)^y  =y(2/^y  +  n)dy  \ 

=  m?/'-  +  ny  +  C  | 

Dies  giebt  ' 

(22.)         u  =z  V  -\-  Y  =  ax-  +  bxy  +  er  +  "^y''  +  -'«y  +  ^'-  i 
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Aufgabe  4.     Man  soll  u  als  Function  von  x  und  y  bestimmen, 
wenn 

(23.)  .7.:=^^^-:^ 

gegeben  ist. 

Auflösung.     Die    Gleichung    (23.)   kann   man    auch    in    der 
Form 

N  7  ydx      ,      xdy 

(23a.)  du  = ^ +  -- — ^ 

schi^eiben,  aus  der  man  leichter  erkennt,  dass 

(24.)  ^=-^^'    N  =  -^^, 

rc2  +  2/2  ^2  _j_  y2 

ist.     Daraus  folgt 


dy       (^'  +  y-f       öx      {x'^^ff 
Da  diese  beiden  Ausdrücke  einander  gleich  sind,  so  ist  die 
rechte  Seite  von  Gleichung  (23.)   ein  vollständiges  Differential: 
man  erhält  daher  nach  Formel  Nr.  21  der  Tabelle 

(26.)  »  =JMd.  =  - yf^^_  =  -  arc tg(p , 

(27.)         N-f=^^^^_^  =  ü, 
Öy       X-  -f  ij-        X-  +  y- 

(28.)  Y=f(N^'^)ä,j  =  C. 

Dies  giebt 
(29.)  «^  =  6-  +  y  =  C  —  arc  tg  (^^  • 

Aufgabe  5.  Man  soll  u  als  Function  von  x  und  y  be- 
stimmen, wenn 

(30.)         du  =^(~-  j-^'-Y^dx  +  f  ^^,  -  -)  Jy 
Va:       {x—y)-J  \{x—yf       yj  ^ 

gegeben  ist. 

Auflösung.  Den  Nachweis,  dass  die  rechte  Seite  von  Glei- 
chung (30.)  ein  collständiyes  Differential  ist,  kann  man  führen, 
indem  man 
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dM  _dN  _  2x1/ 

^     ''  dy        dx  {x  —  yf 

bildet.    Man  darf  aber  auch  ohne  Weiteres 

(32.)  .=fM,x=f{l-^^)äx 


x  —  y 

berechnen  und  erhält  daraus,  dass 
(33)        j^_dv^/_j^l\_2xy-f 
^     '^  dy      \{x-^yf       yj       ix  —  yf 

_  x^  —  2xy  +  y-  _  1  _  j  _  1 

~     {^~~yf         y  ~        y 

eine  Function  der  einzigen  Veränderlichen  y  ist,  diesen  Nach- 
weis.    Da  nun  noch 

(34.)  Y  =f{N  -  g),/y  =y(l  -  lyy  =  ,v  -  ly  +  C 

ist,  so  ergiebt  sich 

V' 

(35.)  u^v -{-Y=\x+ -~— +  y  —  \y +  C, 

x       y 

oder 

(35a.)  u  =  \(~\+-^^y—  +  C. 

\yj      x~y 

Aufgabe  6.  Man  soll  u  als  Function  von  x  und  y  be- 
stimmen, wenn 

(36.)  du  =  {J^^  +  y-'^dx+{~^^,  +  x-2y--l)dy 

gegeben  ist. 

Auflösung.  Den  Nachweis,  dass  die  rechte  Seite  von  Glei- 
chung (36.)  ein  vollständiges  Bifferential  ist,  kann  man  auch  hier 
führen,  indem  man  zeigt,  dass 

^     >  dy~  dx~  {x^  —  y'f 

ist.    Man  kann  sich  aber  diese  etwas  umständliche  Differentiation 

auch  ersparen  und  ohne  Weiteres 
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dx 


>adurcli  erhält  man 
/"  i/dx  f  ydx 

Jx~  —  y-      Jx-  +  y 
n  Formeln  Nr.  59  und  21  der  Tabel 

(38.)  .  =  1 1  (1^)  -  arctg^)  +  xy  -  bx. 

Daraus  folgt 

=  -2y-l. 
Da  dieser  Ausdruck  von  x  unabhängig  ist,  so  ist  die  rechte 
Seite  von  Gleichung  (36.)  ein  vollständiges  Differential,  und  man 
erhält 

(40.)         Y  =J(^N  ~  1^)  dy  =  ~j(2y  +  l)dy  ^-f-ly^  C\ 
(41.)^^=.+  y=il(|^-|)-arctgQ+.■y-5:^:-y^-72/  +  a 


§  73. 

Vollständige  Differentiale  der  Functionen  von  drei 
Veränderlichen. 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  176.) 

Ist 

(1.)  u  =f{x,  y,  z) 

eine  Function  von  drei  von  einander  unabhängigen  Veränder- 
lichen, so  wii'd  nach  D.-R.,  Formel  Nr.  136  der  Tabelle  das 
vollständige  oder  totale  Differential  von  u 

(2.)  du  =  -^Jx  +  -^^dy+^Jz, 

wobei 

,    .     du  du       ^^.  ,        du       -.-., 

*^    -*     d~x  ^  ^^'  ^'  ^^'       Wy  ^      ^^'  ^'  ^^'      'dz  ^      ^^'  ^'  ^^ 
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noch  Functionen  von  x,  y,  z  sind,  so  dass  Gleichung-  (2.)  über- 
geht in 

(2  a.)  du  =  Fdx  +  Gdy  +  Hdz, 

wenn  man  bezw.  -F,  G^  H  statt  F{x,  y,  z),  G{x,  y,  z),  H{x,  y,  z) 
schreibt.  AVie  in  dem  Vorstehenden  die  Gleichung*  (2  a.)  aus 
Gleichung  (1.)  abgeleitet  ist,  so  könnte  man  sich  jetzt  auch  die 
Aufgabe  stellen:  „Man  soll  m  als  Function  der  drei  Veränder- 
lichen X,  y,  z  bestimmen,   wenn  du  durch  die  Gleichung  (2a.) 

öu 
gegeben  ist,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  wenn  ^j 

&'ll  Ute 

^-  und  -^  durch  die  Gleichungen  (3.)  gegeben  sind.'- 

O  ij  uz 

Dabei  erkennt  man  aber  wieder  sogleich,  dass  die  drei 
Functionen  F,  G,  H  nicht  ganz  beliebig  gegeben  sein  dürfen: 
sie  müssen  vielmehr  die  partiellen  Ableitungen  ein  und  derselben 
Function  u  =f(x,  y,  z)  sein.  Wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist, 
so  ergiebt  sich  aus  D.-E.,  Formel  Nr.  137  der  Tabelle 

,  iD  iD  <i)  li  II)  li 

^^'■>        dy     ~     dx     '         dz     ~     dx     '        dz  öy    ' 

oder 

öFdG     dF_dII     dG_äH 

^     ''  öy  ^  öx  '     dz  ~~  öx  ^    dz        dy 

Diese  Bedingungen  sind  nothwendig,  wenn  die  rechte  Seite 

von  Gleichung  (2a.)   ein  vollständiges  Differential  sein  soll:  sie 

sind  aber  auch,   wie  sogleich  gezeig-t  werden  soll,    hinreichend^ 

um  eine  Function 

(5.)  u  =f{x,  y,  z) 

zu  bestimmen,  deren  vollständiges  Differential  mit 

Fdx  -I-  Gdy  +  Hdz  . 
übereinstimmt. 

Beweis.    Wie  die  Gleichung 

(6.)  gj  =  ^(^,  y,  --) 

aus  Gleichung  (5.)  hervorgeht,    indem  man  y  und  z  als  Con- 
stanten betrachtet  mid  die  Function  u  nach  x  differentiirt .  so 
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wird  Gleichung  (5.)  aus  Gleichung  (6.)  hervorgehen,  indem  man 
y  und  z  wieder  als  constant  ansieht  und  die  Function  F{x,  y,  z) 
in  Bezug  auf  x  integrirt.    Dies  giebt 

(7.)  u  =fF{x,  y,  z)dx  +  (f(y,  z). 

Hierbei  ist  die  Integrations-Constante  mit  (p{y,  z)  bezeichnet 
worden,  um  anzudeuten,  dass  sie  noch  eine  Function  von  y  und 
z  sein  darf,  weil  bei  der  in  Gleichung  (7.)  ausgeführten  Integration 
X  als  die  einzige  Veränderliche  angesehen  wurde.    Setzt  man 

(S.)  fF{x,  y,  z)dx  =  V, 

SO  geht  Gleichung  (7.)  über  in 

(9.)  u  ^v  +  (f{y,  z). 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  Glei- 
chungen (3.) 

(10.)  ^  =  G{x,  y,  z)  = 

(11.)  -~  =  Hix,  y,  z)  = 


d. 


z 


dv 

ö7  + 

d(p{y,  z) 

öy 

dz  ^ 

d(p(y,  z) 

dz 

d(f(y, 

'^    -II 

dz 

^^fiy^^)  .... 

oder 

^      ^  dy  dy  dz  dz 

Hierbei  sollen         '    ~     und    ^'^)^^ "'    von  der  Veränder- 

dy  dz 

liehen  x  unabhängig  sein,  folglich  muss  auch  die  rechte  Seite 
dieser  Gleichungen  (12.)  von  x  unabhängig  sein,  wenn  die  Aufgabe 
lösbar  sein  soll.  Das  ist  auch  nach  den  in  den  Gleichungen 
(da.)  aufgestellten  Voraussetzungen  der  Fall,  denn  es  ist  mit 
Rücksicht  auf  Gleichung  (8.) 

dx\  dy/^  dx       dxdy  ~~  dx       dy\dx) 

_^G_dF_ 
dx       dy  ' 

d/  dc\dH        dH    _dH       d  /dcx 

dx\  dz)  ~~  dx       dxdz  ~~  dx       dz\dx) 

dx        dz 
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Die  Gleichungen  (12.)  enthalten  daher  keinen  Widerspruch, 
so  dass  man  die  Function  y(y,  z)  aus  der  Gleichung 

(15.)  </„  =  (G-|)./y  +  (H^|)rf. 

bestimmen  kann.  Auch  die  Bedingung,  dass  hierbei  dei-  Aus- 
druck auf  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (15.)  ein  vollständiges 
Differential  ist,  wird  erfüllt,  denn  man  erhält  nach  den  Glei- 
chungen (4  a.) 

d  /  dc\      ÖG        dH    _dH        öH 

^     ''       dz\  ö'j)~  dz        dydz  ~~  dy       dzdy 

=  1(^-1} 

Man  kann  daher  die  Gleichung  (15.)  nach  dem  in  §  71  an- 
gegebenen Verfahren  integriren,  wie  folgt.    Es  sei 

(17.)  ^■=y(G-|),/y, 

dann  ist  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (15.) 

(18.)  if{y,  z)  =  w  +  xp{z), 

na\  ^y(y>  ^)  7:7       d'^       dw        dUj{z) 


dz  dz       dz  dz 


oder 

dxp{z)  _  dv       dto 

120.)  — j —  =  ±1  —  -^ 7:^ — 

^      ^  dz  dz        dz 

Dass  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  eine  Function 
der  einzigen  Veränderlichen  z  steht,  folgt  schon  aus  den  Erläu- 
terungen in  §  71,  lässt  sich  aber  auch  zeigen,  indem  man  den 
Ausdruck  nach  y  differentiirt.  Dann  erhält  man  nämlich  mit 
Eücksicht  auf  die  Gleichungen  (17.)  und  (4  a.) 

d  /  ^^      de      dw\      dH        d^c         d'^w 
(21)  [H— 1= 

^     ''  dy\  dz       dz)       dy       dydz       dydz 

__  dH       dH  d  ( r       ^^\ 

~~  dy       dydz      dz\  dy) 


öH_dG_ 

dy        dz  ~    ' 


i 
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Aus  Gleichung-  (20.)  folgt  daher 

also  nach  den  Gleichungen  (9.)  und  (18.) 

(23.)  u  =  V  4-  IV  +  ^{z), 

wobei  sich  die  Wertlie  von  «,  w  und  ip{z)  aus  den  Gleichungen 

(8.),  (17.)  und  (22.)  ergeben. 


Man  ist  natürlich  nicht  an  eine  bestimmte  Eeihenfolge  der 
Integrationen  gebunden,  d.  h.  man  ist  nicht  gezwungen,  zuerst 

If{x,  y,  z)dx,  mA'dwwji  G--  -^  \dy  und  endlich /(  H — -^ — '^r^ 

zu   bilden,    sondern   man   kann    auch   mit  /G^(a-,  y,  z)dy   oder 
JH{x,  y,  z)dz   beginnen   und    dann    die   Rechnung   in    ähnlicher 
AVeise  fortsetzen  wie  bei  dem  angegebenen  Verfahren. 


Man  erkennt  auch,  wie  sich  die  angegebene  Methode  auf 
Functionen  von  w  Verändedichen  übertragen  lässt.    Dabei  kann 
die  rechte  Seite  von  der  Gleichung 
(24.)  du  =  Mydxi  -\-  JUdxi  +  •  •  •  +  Mndxn 

nur  dann  ein  vollständiges  Differential  einer  Function 
(25.)  u  ■=f[xi,  rr-i,  .  .  .  Xn) 

sein,  wenn  die  ^-^—^ — -  Bedingungen 

^        '  ÖX^  ÖXa 

befriedigt  sind.    Indem  man 

(27.)  V  =jMidxi     und     u  =  v  -\-  (f{x2,  xz, . . .  Xn) 

setzt,  hat  man  den  vorliegenden  Fall  einer  Function  von  n  Ver- 
änderlichen auf  den  einfacheren  Fall  einer  Function  von  n  —  1 
Veränderlichen  zurückgeführt,  da  dann  noch  die  Function 
y){x2j  xs, . . .  Xn)  aus  der  Gleichung 

Kiepert,  Integral -Rechnung.  27 
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(28.)  ü^  =(^,U-Qä:r.,  +  (i/3  -  iQd.,  +  ■■■ 


ZU  berechnen  ist. 


§  74. 
Uebungs-Beispiele. 


wenn 


Aufgabe  1.     Man  soll  u  als  Function  von  x,  ij,  z  bestimmen, 
du 


adx       ax  ■\-  hz  ^     ,    hdz 


y  y 

gegeben  ist. 

Auflösung.    In  diesem  Falle  ist 

a      '  ^  ax  +  b 


(2.) 
also 


jP  = 


y 


G  = 


r 


H  = 


y 


(3.) 


r 


=  0, 


{  ÖF _dG 
dy  ~~  dx 
dF_dH 
dz        dx 
dG_dH_       b 
dz        dy  y'^ 

Die  rechte  Seite  von  Gleichung  (1.)  ist  daher  ein  vollstän- 
diges Differential,  und  man  erhält 

ax 

y 

dv  ax  -{-  bz    .   ax.  bz 

dy 


(4.) 
(5.) 


,=jFdx=p^  = 


G 


ax  -{-  bz       ax. 


(6.) 
(7.) 


tu 


=/(''"  1)''^  =  -/?''^  = 


y. 

bz 


do  _  dw  __b 

dz  ~    ''       dz  ~  y 


H 


y 

de       dw  _ 

dz       dz  ^    '' 
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(8.) 

folglich  wird 

(9.) 


ax  -\-  bz 


u  = 


+  C. 


Aufgabe  2.    Man  soll  lo  als  Function  von  x,  y,  z  bestimmen, 
wenn 

(10.)  du  =  (if^yz'^)dx+{:dxy^+xz^  +  ^^z)dy-^{'^z^  +  2xyz^y^)dz 
gegeben  ist. 

Auflösung.    Hier  ist 
(11.)    F=  y^-hyz-,     G  =  3a:?/2+^2-  +  3y2~,     H  =  ^£^-]-2xijz+y^, 
also 

dy       dx         ^     '      ' 


(12.) 


dF  _dH  _^ 

dz  ~  dx  ~  "^'^' 
ÖG      dH      ^      ,  ^  , 
.  dz        dy  ^ 


Die   rechte  Seite  von  Gleichung  (10.)   ist  daher  ein  c oll- 
ständiges  Differential,  und  man  erhält 

(13.)  V  =fFdx  =/(y3  +  y~^)dx  =  xy^  +  xyz\ 

(14.)   G--^y  =  i^^f  +  ^^'  +  3y2.)  -  (3.ry2  +  ^,2)  _  3^2^^ 

(15.)    w=l[G—  ^j%  =l^^^dy  =  y3~, 

(1 6.)  i?  -  ^  -  ^  =  (4^3  +  2.ryc  +  y^)  -  2;ry0  -  y^  =  4^^ 

(17.)    ^(.)  =y(H-  1^  -  ^^yz  =JazMz  =  z^  +  C, 
folglich  wii'd 
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(18.)  u  =  xy^  -\-  xyz^  +  y^z  +  z*  +  C. 

Aufgabe  3.     Man  soll  u  als  Function  von  er.  y  und  z  be- 
stimmen, wenn 


(19.)        du  = 
+ 

+ 


y 


lr{z  +  r)       yz2__^Y 

y  « 


lr{z  +  r)       ]/: 


ri 


+ 


xy 


x~y- 

X 


—  sin  Jc?2/ 


^^/z'—xhß 


e  —  cosz 


gegeben  ist,  wobei 

(20.) 

sein  soll. 


r  =  yx'+y'-^  z' 


Auflösung.    Die  Untersuchung,  ob  die  rechte  Seite  von  Glei- 
chung (19.)  ein  vollständiges  Differential  ist,  kann  übergangen 

werden,  da  sich  ergeben  wird,  dass  G—^  von  x  unabhängig 

ist,  und  dass  H  —  ^ t—  nur  noch  die  einzige  Veränderliche 

'  dz      dz  ° 

OT  X 

z  enthält.    Es  wird  nämlich,  da  ^^  =  ^  ist, 

dx        r 


(21.)  v=lFdx  =  fl 


X  y      _\.  ^    '■ 

r{z  +  r)  ~yz^^xY        ^   '  ^ 


dx 


(22.) 
(23.) 
(24.) 


=  \(z  +  r 
de 


arcsin(  — j  -f  e' 


y 


X 


dy       r{z+r)      y  ^^ 


x-y- 


=  \\G  —  ~\dy  =  ^  Umydy  =  coiy, 
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/.;,.  N        de  ^    z  +  r  xy ^T    div  _ 

^■^""•^        dz       r{z  +  r)  "^  z-yz^—x^y^       -'  ^   '    dz  ~^' 

(26.)    ip{z)  =  /^i?  ~  ^ ~ "^/^^  "^  ~~  Icoszdz  =  —  sin^  +  C, 

folg-lich  wird 

(27.)       u  =  \(z  -\-  r)  —  arcsinr^  j  +  e^  +  cos^  —  sine  +  C. 


XIII.  Abschnitt. 

Theorie  der  gewölmliclien  Differential- 
Oleicliungen  erster  Ordnung. 

§  75. 

Begriff  und  Eintheilung  der  Differential-Gleichungen. 

Jede  Gleichung-,  in  der  mehrere  Veränderliche  und  ausser- 
dem noch  Differentiale  oder  Differential-Quotienten  beliebig  hoher 
Ordnung  enthalten  sind,  heisst  eine  Differential- Gleichung. 

Da  die  veränderlichen  Grössen  x,  y,  z . . .  selbst  endliche. 
die  Differentiale  aber  unendlich  kleine  Grössen  sind,  die  neben 
den  endlichen  Grössen  vernachlässigt  werden  dürfen,  so  müssen 
beide  Seiten  einer  Differential -Gleichung  homogene  Functionen 
der  Differentiale  sein,  d.  h.  sie  dürfen  sich  gar  nicht  ändern, 
wenn  man 

(/rr,     dij^     dz     ...  mit  f, 
d^x,  dhj,  d-z,  .  .  .  mit  ;!-, 


d"x,  d^^y,  d''z,  .  . .  mit  f' 

multiplicirt  und  dann  beide  Seiten  der  Gleichung  durch  eine 
passend  gewählte  Potenz  von  t  dividirt. 

Dies  gilt  auch  noch,  wenn  in  der  Differential  -  Gleichung 
partielle  Differentiale  und  Differential -Quotienten  auftreten. 

Man  unterscheidet  gewöhnliche  und  partielle  Differential- 
Gleichungen,  jenachdem  dieselben  Functionen  von  einer  einzigen 
oder  Functionen  von  mehreren  unabhängigen  Veränderlichen  ent- 
halten. Hier  soll  nur  von  den  gewöhnlichen  Differential  -  Glei- 
chungen die  Rede  sein. 
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Man  tlieilt  die  gewöhnlichen  DiiFerential- Gleichungen  in 
cerschiedene  Ordnungen  ein  nach  der  Ordnung  des  höchsten  darin 
enthaltenen  DiiFerentials ,  bezw.  des  höchsten  Differential  -  Quo- 
tienten. Es  giebt  also  Differential -Gleichungen  erster  Ordnuyig, 
zweiter  Ordnung ,  u.  s.  w.  allgemein  n*'^^  Ordnung.  Beschränkt 
man  sich  zunächst  auf  den  Fall,  wo  nur  zwei  Veränderliche  x 
und  %j  mit  ihren  Differentialen  vorkommen,  so  sind  z.  B.  die 
Gleichungen 

(1.)  (3«/-  -f  lx^)dij  -f  {V^xy  —  %x^)dx  =  0, 

oder 

(la.)  (St/  +  Ix'-)  -^  -f  I2xy  —  8.«2  =  0, 

(2.)  f-~^4^0' 

Differential- Gleichungen  erster   Ordnung;  die  Gleichungen 

(5.)  ?l-=±4' 

dx^  a? 

(.0       F„,,,g.o(,,,„i/,+{|y, 


Vi 


1  + 


(dy^ 


dx" 
sind  Differential- Gleichungen  zweiter  Ordnung,  und  die  Gleichung 

.  ist  eine  Differential-  Gleichung  ?z*^^  Ordnung ,  und  zwar  heisst 
diese  Gleichung  eine  Differential  -  Gleichung  n^^""  Ordnung  und 
ersten  Grades  oder  eine  lineare  Differential-Gleichung  n^^"^  Ord- 
nung, weil  sie  in  Bezug  auf  die  Grössen 
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y, 

dx 

dx'' 

vom  ersten  Grade  ist. 

§   "'i- 

Auflösbarkeit  der  Differential- Gleichungen. 
Integrations  -  Constanten. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  177— 180.) 

Die  einfachste  Form  einer  gewöhnlichen  Differential-Gleichung 
zwischen  zw^ei  Veränderlichen  x  und  y  tritt  bei  der  Ermittelung 
eines  jeden  Integrals  auf,  wo  die  Gleichung 

gegeben  und  die  Gleichung 

(2.)  y=fia:)  +  C 

SO  zu  bestimmen  ist,  dass  Gleichung  (1.)  daraus  durch  Dilferen- 

tiation  abgeleitet  werden  kann.    Man  nennt  dann 

(2a.)  y  =fnx)dx  =/(,r)  -f  C 

das  allgemeine  Integral  der  vorgelegten  Differential  -  Gleichung. 
Dabei  tritt  noch  eine  beliebige  Integrations-  Comtanie  C  auf, 
welche  man  so  bestimmen  kann,  dass  y  den  Werth  h  annimmt, 
w^enn  x  gleich  a  wird.     Setzt  man  nämlich 

C=b—f{a),  ^ 

so  wii'd  i 

(2  b.)  y  =  h+  fix)  -/(a)  =  F{x,  a,  b).  % 

Will   man   das   angegebene  Verfahren   auf  eine   beliebige 
Differential- Gleichung  erster  Ordnung  | 

(^•)  .'^(^•^'•1)  =  »  ■  • 

übertragen,  so  heisst  auch  dabei  die  gesuchte  Function 
(4.)  y=F{x,a,b),  ji 

welche  für  a;  =  «  den  Werth  b  annimmt,  A-dS,  allgemeine  Integral     ■'• 
der  vorgelegten  Differential-Gleichung,  wenn  Gleichung  (3.)  durch 
Einsetzen  dieses  Werthes  von  y  befriedigt  -wii'd,  wenn  also 
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(5.)  G[,r,  F{t,  a,  b),   F'{x,  a,  b)]  =  0 

wii'd,  was  auch  a-,  a  und  b  sein  mögen. 

Man  kann  sich  zunächst  durch  ein  graphisches  Verfahren 
davon  überzeugen,  dass  ein  solches  allgemeines  Integral  immer 
existirt,  bei  welchem  man  den  Anfangs werth  b  von  //  noch  be- 
Hebig  annehmen  kann. 

Bringt  man  nämlich  die  Gleichung  (3.)  auf  die  Form 
dt/ 


(6. 


dz 


=  9"(^,  y), 


und  beachtet  man,  dass  der  gesuchten  Gleichung 

(7.)  y  =  F(t,  a,  b) 

eine  Curve  in  der  XY- Ebene  entspricht,    so  erkennt  man  aus 

der  geometrischen  Deutung  des  Ditferential  -  Quotienten  (vergl. 

D. -E.,  Formel  Nr.  16  der  Tabelle),  nämlich  aus  der  Gleichung 


(80 


^y     , 

dx       ^"^     ■ 


dass   Gleichung  (6.)  für  jeden  Werth  von  x  die  Eichtung  der 
Fig.  130.  Curventangente  angiebt;  denn  cc 

ist  in  Gleichung  (8.)  der  Winkel, 
welchen  die  Tangente  mit  der 
positiven  Eichtung  der  X-Axe 
bildet.  Ist  also  A  der  Anfangs- 
punkt der  Curve  (Fig.  130)  mit 
den  Coordinaten  a  und  b,  so  kann 
man  die  Tangente  im  Punkte  A 
construiren,  weil  man  aus  der 
Gleichung 

(9.)  tg«  =  r/.(«,  i) 

den  Winkel  w  berechnen  kann. 

Auf  dieser  Taugente  liegt   aber  noch  ein  unendlich  naher 
Curvenpunkt  Ai  mit  den  Coordinaten  a-i,  i,.    Auch  für  diesen 
Punkt  findet  man  aus  der  Gleichung 
(10.)  tgui  =  f/-(ai,  bi) 

die  Eichtung  der  nächsten  Tangente  AiA^2,  wobei  der  Punkt 
Ao  dem  Punkte  Ai  unendlich  nahe  liegen  möge,  so  dass  auch  Ao 
noch  ein  Punkt  der  Curve  ist.  Jetzt  findet  man  aus  der  Gleichung 
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(11.)  tg«2  =  (f{a2,  b-i) 

die  Eichtung"  der  Tangente  im  Punkte  Ao.     Indem  man  so  weiter 

fortfährt,  findet  man  beliebig  viele  Punkte  und  Tangenten  der 

gesuchten  Curve,  welche  der  vorgelegten  Differential -Gleichung 

genügt. 

Da  man  in  Wirklichkeit  die  Punkte  A,  Ai,  A^, .  • .  einander 
nicht  unendlicli  nahe  legen  kann,  so  liefert  dieses  Verfahren  bei 
der  praktischen  Ausführmig  zwar  nur  ein  angenähertes  Resultat ; 
in  der  Vorstellung  ist  man  aber  dieser  Beschränkung  nicht  miter- 
worfen,  so  dass  man  damit  bewiesen  hat,  dass  die  corc/elegte 
Differential-  Gleichung  immer  ein  Integral  besitzt. 

Fig.  131.  Gleichzeitig   erkennt    man    aus 

diesem  graphischen  Verfahren,  dass 
die  Diiferential- Gleichung  nicht  ein 
Integral,  sondern  unendlich  viele 
Integrale  besitzt.  Weil  nämlich 
Gleichung  (6.)  nur  die  Richtung 
der  Tangente  augiebt,  so  kanu  man 
für  die  Abscisse  x  =  a  die  Ordinate 
g  =  b  noch  beliebig  wählen ,  d.  b. 
es  wird  nicht  eine  Curve  geben, 
welche  der  vorgelegten  Differential- Gleichung  genügt,  sondern 
unendlicli  viele. 

Dieses  graphische  Verfahren  kann  man  auch  benutzen,  um 
die  auf  einander  folgenden  Werthe  b,  bi,  bo,. . .  von  g  zu  be- 
rechnen, denn  aus  Gleichung  (6.)  findet  man  zunächst 

(12.)  ^~~     —  (f{a,  b).     oder     bi  =  b  +  (ay  —  a)(f{a,  b) 

«1  ■ —  a 

und  ebenso 

(13.)  b2  =  by-i-  («2  —  »i)(f{ai,  bi), 

u.  s.  w.  Dabei  sind  allerdings  bi,  bo,.  . .  nur  Nähermigswerthe, 
die  um  so  weniger  von  den  wahren  Werthen  abAveichen,  je 
kleiner  man  die  Differenzen  aj  —  a,  «2  —  «i,  •  •  •  nimmt. 

Wesentlich  ist  dabei  die  Erkenntniss,  dass,  so  lange  die 
Fimction  (f{x,  g)  für  die  betrachteten  Werthe  von  x  und  g  ein- 
deutig und    stetig   bleibt,    einer  stetigen  Aufeinanderfolge  der 


0 


A, 
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Wertlie  von  x  auch  eine  stetige  Aufeinanderfolge  der  zugehörigen 
Werthe  der  y  entspricht.  Macht  man  daher  die  Voraussetzung, 
dass  die  Differential -Grleichung  (6.)  ein  Integral  von  der  Form 
(14.)  y  =  Fix,  a,  b) 

besitzt,  so  kann  man  diese  Integral- Function,  welche  der 
Kürze  wegen  mit  fix)  bezeichnet  werden  möge,  mit  Hülfe 
des  7'ay/or'schen  Lehrsatzes  nach  steigenden  Potenzen  von  x — a 
entwickeln,  wobei  noch  der  Anfangswerth  a  ganz  beliebig  ist. 
Dies  giebt  (vergi.  D.-R. ,  Formeln  Nr.  50  der  Tabelle) 

(15.)  fix)  =f{a)  +  ^^  ix  -  a)  +  -^-^  (.r  ~  af  +  •  •  • 

+-^— P  (x  —  r/)»  +  E. 


n 


Bezeichnet  man  den  willkürlichen   Werth  von  y,    welcher 
dem  Anfaugswerthe  x  =  a  zugeordnet  ist,  mit  6,  so  wii^d 
(16.)  h=fia). 

Nur  diejenigen  Werthe  von  a  und  h  sollen  ausgeschlossen 
werden,  für  welche  die  Function  fp{x,  y)  unstetig  wird. 

Aus  Gleichung  (6.),  nämlich  aus  der  vorgelegten  Differential- 
Gleichung 

folgt  dann  zunächst 

Hierbei  ist  mit  (-/)       der  Werth  von  ^  bezeichnet,  wel- 
\dxJx=a  dx 

chen  man  erhält,   wenn  man  x  =  a  und  y  =  h  setzt.     Ebenso 

möge 

(18.)  /""«•)  =  (S?)„„ 

aus  y^  hervorgehen,   indem   man  x  =  a,   y  —  h   setzt.     Aus 

Gleichung  (6.)  folgt  dann  weiter  (vergl.  D.-R.,   Formel  Nr.  87 
der  Tabelle) 

^^^•^        dc^~—d^'^~dy~'dx='P'-^'f"-'dx' 

(9,Q\        ^  =,  ^    ,    9.^    dy,^  {^W  ^  ^ 
^     '^        dx^        dx'-  ^  "Öxdy  dx  "^  öy'  \dx)  "^  dy   dx"-  ' 
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Bezeichnet  man  der  Kürze  weg-en 
d^y       dq^(x,  y) 


dx^  dx 

dhj      d(p'{x,  y) 


dx^  dx 

d'y        d(p^''-^-'{x,  y) 


mit     (p'{x,y), 
mit     (f"{x,  y), 


mit     (f^"'^^{x,  y), 


dx"  dx 

so  gellen  die  Gleichungen  (19.)  und  (20.)  über  in 

dh/  ,       ,  .       .  du 

(19a.)  -^  =  (fi(x,  y)  +  (f.2(x,  y)j^^  fp'ix,  y), 

(20a.)  ^^  -  (f\{x,  y)  +  cp',{x,  y)  ^  =  cf"{x,  y) , 


Daraus  findet  man 

(21.)  /'(a)  ^  <f{a,  b),    f"{a)  =  cp'{a,  b),    f"'{a)  =  <f>"{a,  b),  .  .  .  , 

d.  h.  man  kann  sämmtliche  Coefficienten  auf  der  rechten  Seite 
von  Gleichimg  (15.)  berechnen. 

Die  Bedingungen  dafür,  dass  der  Rest  B  für  him^eichend 
grosse  Werthe  von  fi  beliebig  klein  wird,  sollen  erst  an  einer 
späteren  Stelle  aufgesucht  werden,  erstens,  damit  die  vorliegende 
Darstellung  nicht  unterbrochen  wird,  und  zweitens,  weil  die 
Herleitung  dieser  Bedingungen  für  den  Anfänger  möglicher  Weise 
noch  zu  schwer  ist.  Deshalb  möge  die  Untersuchung  der  Con- 
vergenz  in  einem  besonderen  Paragraphen  ausgeführt  werden, 
den  der  Antanger  nöthigenfalls  übergehen  kann,  ohne  das  Ver- 
ständniss  für  das  Folgende  zu  verlieren. 

Es  möge  hier  also  vorausgesetzt  werden,  dass  die  durch 
das  beschriebene  Verfahren  aufgefundene  unendliche  Reihe 

f'(a)  f"(a) 

(22.)     fix)  =fia)  +  -^  (:r  -  «)  ^^^  [x  -  af  +  •  •  • 

convergenl  sei,  dann  kann  man  auch  beweisen,  dass 

(23.)  y=fi.^) 
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das  allgemeine  Integral  der  vorgelegten  Differential-Gleichung  ist, 
wobei  nach  Grleiclmng  (16.) 

/(a)  =  b 
sein  soll.     Setzt  man  nämlich  den  gefundenen  Werth  von  y  in 
die  Function  cp{z,  y)  ein  und  entwickelt  dieselbe  nach  steigenden 
Potenzen  von  x  —  a,  so  wird 

Andererseits  erhält  man  aus  Gleichung  (15.),  da  die  rechte 
Seite  dieser  Gleichung  eine  Potenzreihe  ist,  die  man  differentiirt, 
indem  man  die  einzelnen  Glieder  differentiirt, 


Nun  ist  aber  nach  den  Gleichungen  (21.) 

f\a)  =  if{a,  b),    f'\a)  =  ^,\a,  b\    f"'{a)  =  cf"{a,  b),  .  .  . 

d.  h.  die  rechte  Seite  von  Gleichung  (25.)  stimmt  Glied  für  Glied 

mit   der    rechten    Seite    von   Gleichung  (24.)  überein,    folglich 

müssen  auch  die  linken  Seiten  einander  gleich  sein;   es  ist  also 

(26.)  i=9^(^'^)' 

was  zu  beweisen  war. 
Man  kann  demnach 

y  =/(^-)  =  ^>r  «»  ^) 
so  als  Function  von  x  bestimmen,   dass   einem  gegebenen  An- 
fangswerthe  ä;  =  a  ein  beliebiger  Anfangswerth  y  =  b  zugeordnet 
ist,  und  dass  diese  Function  der  vorgelegten  Differential-Gleichung 
genügt. 

Das  angegebene  Verfahren  kann  in  allen  Fällen,  wo  (f{x,  y) 
eine  eindeutige,  stetige  Function  ist,  angewendet  werden  und 
wird  meist  sehr  brauchbare  Resultate  liefern.  In  vielen  Fällen 
wird  es  aber  möglich  sein,  das  allgemeine  Integral  in  geschlossener 
Form,  d.  h.  olme  Reihen  -  Entwickelung  durch  eine  Gleichung 
(27.)  Ö>(.r,  y,  C)  =  0 

darzustellen.     Aus  dieser  Gleichung,  welche  man  die  ^Jntegral- 
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Gleichuncf'  nennt,  kann  man  im  Allgemeinen  die  Integrations- 
Constante  C  so  bestimmen ,  dass  für  x=  a  die  abhängige  Ver- 
änderliche y  gleich  h  wii'd;  man  braucht  ja  nur  die  Gleichung 
(28.)  <Z>(a,  ö,  C)  =  0 

nach  C  aufzulösen.  Setzt  man  einen  der  gefundenen  Werthe 
von  6'  in  die  Gleichung  (27.)  ein  und  entwickelt  wieder  y  nach 
steigenden  Potenzen  von  x  —  a ,  so  muss  man  genau  dasselbe 
Resultat  wie  vorher  erhalten,  weil  in  beiden  Entwickelungen  das 
erste  Glied  gleich  h  wird,  und  weil  sich  die  Coefficienten  der 
folgenden  Glieder  schon  aus  der  vorgelegten  Differential-Gleichung 

(29.)  \  =  (f{r,  y) 

ergeben,  welche  aus  der  Integral-Gleichung  (27.)  durch  Differen- 
tiation hervorgeht.     Eechnet  man  nämlich   aus  Gleichung  (27.) 

die  Grössen  y  und  ^  aus  und  setzt  dieselben  in  Gleichung  (29.) 

ein,  so  muss  die  Gleichung  identisch  befriedigt  werden,  sie  muss 
für  alle  Werthe  von  x  und  C  gelten.  Deshalb  kami  man  auch 
die  Differential -Gleichung  (29.)  aus  den  Gleichungen 

^     düi       dO  du 
(30.)  ®(.r,y,C)  =  0    und    -^-  +  -^^--^=0 

durch  Elimination  von  C  herleiten. 

Wie  man  also  auch  die  Integral  -  Gleichung  aufgefunden 
haben  mag,  man  erhält  in  allen  Fällen  dasselbe  allgemeine 
Integral,  so  lange  (f{x,  y)  für  die  betrachteten  Werthe  von  x 
und  y  eine  eindeutige,  stetige  Function  ist. 

Dm'ch  eine  Gleichung  zwischen  x,  y^  z  wdrd  die  veränder- 
liche Grösse  z  als  Function  der  beiden  unabhängigen  Veränder- 
lichen X  und  y  dargestellt.  Will  man  die  beiden  Veränderlichen 
y  und  z  als  Functionen  der  einzigeji  Veränderlichen  x  erklären, 
so  braucht  man  dazu  zwei  Gleichungen  zwischen  .r,  y,  z.  (Vergl. 
D.-R.,  Seite  485—89.) 

In  gleicher  Weise  würde  eine  Gleichung  zwischen  x,  y,  z, 

—  j    -y-  nicht  ausreichen,  um  zivei  veränderliche  Grössen  y  und 
ax      dx 
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z  als  Functionen  der  unabhäng-igen  Veränderlichen  x  zu  er- 
klären. Es  müssen  also  mindestens  zioei  solche  Gleichungen 
gegeben  sein,  die  man  „em  System  simultaner  Differential- 
Gleichung  en'"''  nennt,  weil  sie  gleichzeitig  gelten.  Der  Einfach- 
heit wegen  kann  man  sich  diese  Gleichungen  auf  die  Form 

gebracht  denken. 

Auch  hier  ergiebt  sich  ohne  Weiteres  die  geometrische 
Deutung  und  damit  die  Auflösbarkeit  dieser  Differential  -  Glei- 
chungen. Beachtet  man  nämlich,  dass  zwei  Gleichungen 
F{^^  y?  ~)  =  0  ^iid  G{x,  gj  z)  =  0  zwischen  a-,  g,  z  im  All- 
gemeinen einer  Raumcurve  entsprechen,  und  dass  nach  D.-E., 
Formel  Nr.  142  der  Tabelle  die  Tangente  an  die  Kaumcurve  im 
Punkte  P  die  Gleichungen 

(32.)  3/'_^/  =  2(:.'_^),     ,'__,  =  j|(.^'_^) 

hat,  so  erkennt  man,  dass  die  Gleichungen  (31.)  für  jeden  be- 
liebigen Punkt  der  Raumciu-ve  die  Richtung  der  Tangente  an- 
geben. Den  Anfangspunkt  A  mit  den  Coordinaten  a,  h^  c  kann 
man  noch  beliebig  annehmen  und  findet  dann  aus  den  Glei- 
chmigen  (32.)  die  Gleichungen 
(33.)     ^1  —  b  =  [at  —  ci)(f{a,  h^  c),  Ci  —  c  =  («i  —  a)ifj[a,  b,  c) 

die  Coordinaten  Oi,  bi,  c,  eines  benachbarten  Punktes  Ai  auf 
dieser  Tangente,  wobei  man  noch  den  Werth  von  «i  so  nahe 
an  a  annehmen  darf,  wie  man  will,  damit  der  Punkt  Ai  auch 
noch  auf  der  Raumcurve  liegt.  Ebenso  findet  man  aus  den 
Gleichungen 

(34.)    b2  —  bi  =  {a2  —  a,)y(«i,  ä,,  c,),  C2 — Ci=(a2  —  ai)ip{ai,  bi,  Ci) 
die  Coordinaten    eines   dritten  Curvenpunktes  A2  und  kann  in 
dieser  Weise  beliebig  fortfahren. 

In  Wirklichkeit  kann  man  auch  hier  die  Punkte  A,  Ai, 
A2,  ...  einander  nicht  unendlich  nahe  legen  und  erhält  daher 
bei  der  praktischen  Ausführung  dieses  Verfahrens  nur  ein  an- 
genähertes Resultat;  in  der  Vorstellung  ist  man  aber  dieser  Be- 
sclu-änkung  nicht  unterworfen. 
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Gleichzeitig  erkennt  man  aus  dieser  Betrachtung',  dass  die  i 
Anfangswerthe  b  und  c  von  y  und  2,  welche  demfAntangswerthe  i 
X  =  a  entsprechen,  noch  ganz  beliebig  sind,  so  dass  das  System  , 
simultaner  Differential-Gleichungen  noch  zweifach  unendlich  viele  , 
Lösungen  besitzt. 

Dieses  Resultat  ergiebt  sich  auch  aus  der  analytischen  Be- 
handlung der  Aufgabe.     Setzt  man  nämlich  I 

(35.)  y^f{x)     und     z==g{x),  j 

(36.)  f[a)  —  h     und     gicc)  =  c, 

wobei   die  Anfangswerthe  b  und  c  noch  ganz  beliebig  gewählt 
werden  dürfen,  so  wii'd  nach  dem   Taylo?' sehen  Lehrsatze 

(37.)     y  =Ax)  =f{a)  +  "^  (^  -  «)  +^^  (:r  -  aj^  +  •  •  •        \ 

n\ 
(38.)    .  =  g{x)  =  g{a)  +  ^  (:._„)+  ^)  (:r  -  a)^  +••  • 


^W(a) 


_f.^_^(^_a)«  +  i^, 


und  man  erhält  nach  den  Gleichungen  (31.) 

(39.)  i^£),^r-^'^"^  =  '^^"'  ^'•'^' 

Ferner  wird 

*^^^'^    dx^  -^    ^'-^  -   c/;^  -   ö:r  +  (9y    c/:r  +  ö^    c/:r  "  ^  ^•^'  ^'  ^' 

also 

(43.)  f"{a)  =  y/(a,  Ä,  c), 

(44.)  ^"(a)  =  V^'(«,  *,  ^)- 
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In  derselben  Weise  setze  man 

und  fahre  mit  der  Bildmig  der  höheren  Ableitmigen  fort  bis 

dann  findet  man 

(45.)  /(")(«)  =  cp^-^Ka,  b,  c), 

(46.)  9^''Ka)  =  T/;(»-i)(ß,  b,  c). 

Wenn  (f{x,y,z),  V^(^5  y? -)  und  die  partiellen  Ableitungen 
dieser  Functionen  für  die  betrachteten  Werthe  von  x,  y,  z 
stetig  und  eindeutig  sind,  so  lässt  sich  wieder  durch  functionen- 
theoretische  Untersuchungen  zeigen,  dass  die  Restglieder  22, 
und  Ri  für  hinreichend  kleine  Werthe  von  \x  —  a\  mit  un- 
begrenzt wachsendem  ti  verschwindend  klein  werden.  Dami  sind 
die  Gleichungen  (37.)  und  (38.)  die  allgemeinen  Integral-  Glei- 
chungen der  gegebenen  Diäei-ential- Gleichungen,  denn  man  kann 
zeigen,  dass  die  gefundenen  Werthe  von  y  und  z  den  Glei- 
chungen (31.)  genügen,  wie  mau  auch  die  Aufangswerthe  b  und 
c  wählen  mag.  Setzt  man  nämlich  die  gefundenen  Werthe  von 
y  und  z  in  ^(a:,  y,  z)  und  \h[x,  y,  z)  ein  und  entwickelt  diese 
Functionen  nach  steigenden  Potenzen  von  x  —  a,  so  wird 

tf''(ö,  b,  c) , 
(47.)     ifix,  y,  z)  =  cfia,  b,  c)  +  ^^  ^,-       {x  -  a) 

( 48.)     ip{x,  y,  z)  =  ipia,  b,  c)  +  *Ö«1_^)  (^  _  «) 

.    W"(a,  b,  c) , 

Kiepert,  Integral  -  Rechnimg.  28 
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Andererseits  findet  man  aus  den  Gleichungen  (37.)  und  (38.) 
durch  Diiferentiation 


(49.)|=/^(.)  + 


l! 


(ä-  —  a)  + 


f"\<^) 
2! 


{x  -  af  + 


Aus  den  Gleichungen  (43.)  bis  (46.)  erkennt  man  aber,  dass 
die  rechten  Seiten  von  Gleichung  (47.)  und  (49.),  desgleichen 
auch  von  Gleichmig  (48.)  und  (50.)  Glied  für  Glied  mit  einander 
übereinstimmen,  folglich  sind  auch  die  linken  Seiten  einander 
gleich,  d.  h.  es  wird 

dy  _ 

dx 

dz 


(51.) 


y(^,  y,  -) ; 


(52.) 


dx 


=  ^(^,  y,  2)- 


Besonders  zu  beachten  ist  dabei  der  Umstand,  dass  man 
über  zicei  willkürliche  Integrations-Constante  verfügt,  indem  man 
die  Anfangswerthe  h  und  c  von  y  und  ;:;  noch  beliebig  wählen 
darf 


Man  kann  dieses  Verfahren  ohne  Weiteres  auf  ein  System 
von  m  simultanen  Differential -Gleichungen  erster  Ordnung  mit 
m  Functionen  ^/i,  yi-,"  •  ym  der  einzigen  unabhängigen  Veränder- 
lichen X  übertragen. 

Denkt  man  sich  nämhch  die  Gleichungen  auf  die  Form 


~=(f,{x,  yi,i/.2, 


(53.) 


y» 


dl/ 
dx 

dx 


=  (Pm{x\  y,,  y.,  .  . .  y„) 


gebracht,   so  kann  man  noch   die   dem  Anfangsweithe  x  —  a 
zugeordneten   Anfangswerthe   bi,  b-i,  . .  .h,„   von   yi,y2,-'-y>n 
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beliebig  annehmen  und  dann  diese  Functionen  y\,  y-i, . . .  t/m  nach 
steigenden  Potenzen  von  x  —  a  entwickeln.    Dies  giebt 


(54.) 


y,n  =Mx)  =Ma)  +-^  {x  -  a)  +f^f^  {x-ay  + 
wobei  für  «  =  1,  2, .  .  .  m 

(55.)    fa{a)  =  ba,     faici)  =  \^^^^^  =  (f^{a\    bi,    bo,  .  .  .  b„,), 

(56.) /.-■(«)  =  (^)^^  =  (f  ■)^^  =  ^4«;  *„  *. . . .  *.,), 

allgemein 


/ar  findet  man  nach  D.-R. ,  Formel  Nr 

ya'(^;  yij  y-ii  •  ■  • !/'«)  aus  der  Gleichung 


und  zwar  findet  man  nach  D.-R.,  Formel  Nr.  136  der  Tabelle 
äx 

«r/o:  dx        dyi   dx        dy<i  dx                   dym    dx 

wobei  man  noch  aus   den  Gleichungen   (53.)    die  Werthe   von 

dy\     dy-i  dy,„ 

dx      dx  dx 
chung  (58.) 

(59. 


emsetzen  muss.     Ebenso  findet  man  aus  Glei- 


indem  man  (fa  mit  (fu^"'^^  vertauscht. 

Aus  dieser  Lösung  ergiebt  sich,  dass  man  bei  der  Integration 
noch  über  m  willkürliche  Integrations- Constanten  bi,  52,...  b,n 
verfügt. 

Gelingt  es,  das  Sj^stem  simultaner  Differential  -  Gleichungen 
in  geschlossener  Form  zu  integriren,  so  ist  es  natürlich  nicht 
immer  nöthig,    dass  die  m  Integrations -Constanten  gerade  die 

28* 
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Anfangswertlie  ii,  h-i,  .  .  .  b,n  von  ^/i,  2/2,  ••  •  ym  sind.  Die  Lösung 
kann  aucli  durch  das  Gleiclmngssystem 

-^l(^;    yij  !/2,  .  •  •  ym\    Ci,    <?2  .  .  .  C,„)  =  0, 

(60  ')  \  ^'^^''  ^''  ^■'' '  ■  ■  ^'"'  ^'1'  ^-  •  •  •  ^'"^  "=  ^' 

i^,„(:r;  ^i,  7/0,  . .  .  y,,„;  c^i,  C2,  .  .  .  c,„)  =  0 

gegeben  sein.  Ob  diese  Gleichungen  wirklich  ein  System  von 
Integral- Gleichunge7i  sind,  kann  man  ermitteln,  indem  man  aus 
den  m  Gleichungen  (60.)  und  aus  den  m  Gleichungen 

^  dx  '     dx  ^  dx 

die  m  Grössen  ci ,  co ,  •  •  •  f^m  eliminirt  und  dann  untersucht ,  ob 
das  sich  daraus  ergebende  System  von  m  Gleichungen  mit  den 
Gleichungen  (53.)  gleichbedeutend  ist.  Sollen  die  Gleichungen 
(60.)  das  System  der  allgemeinen  (oder  vollständig e7i)  Integral- 
Gleichungen  sein,  so  muss  es  möglich  sein,  die  Constanten  cx, 
c2,...c,„so  zu  bestimmen,  dass  y\.yi,-'-ym  für  x^a  die 
beliebig  vorgeschriebenen  Anfangswerthe  61,  Äo,  •  •  •  l>m  annehmen. 

Auf  den  soeben  erläuterten  Fall  lässt  sich  auch  die  Inte- 
gration der  Differential -Gleichungen  höherer  Ordnmig  zurück- 
führen.    Ist  z.  B.  die  Gleichung 

.      ,  ^/  dy     dhi  d"'y\ 

(62.)  ^(-•^'^.■^^■••<for!)  =  0, 

oder 

,      ,  d"'y  /  dy     d-y  d"'-^y\ 

gegeben,  so  setze  man 

(^^•^  d~x-y'^  ^-^-^^'  "'^^^\-^dx'-y""'- 

Dadurch  kann  man  die  gegebene  Differential-Gleichung  auf 
die  Form 

^^^'^  ~^^  ^  ^'^^''  ^'  '^''  ^''  "  *  '^""'^ 

bringen,  d.  h.  man  hat  die  Differential- Gleichung  m^"^^  Ordnung 

durch  ein  System  von  m  Differential-Gleichungen  erster  Ordnung 
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ersetzt,  welche  durch  die  Gleichungen  (64.)  und  (65.)  gegeben 
sind. 

Bei  der  Lösung  kann  man  noch  dem  Anfangswerthe  x  =  a 
die  willkürlichen  Anfangswerthe  5,  b^,  h-j^.-.bm-x  von  y,^J]_ 
2/2, .. .  ym-\  zuordnen. 

Daraus  ergiebt  sich  für  y  die  Reihen -Entwickehmg 

{^Q)  y  =f{x)=f{a)  +^^{x~a)+^-^  {x-af  +  ..., 

wobei 

(67.)  f{a)  =  b,    f\a)  =  b„    f"{a)  =  b,,  .  .  .ß-%a)  ^  h,„^, 

ganz  beliebige  Grössen  sind.  Die  höheren  Ableitungen  findet 
man  aus  den  Gleichungen 

(ß"'\a)  =  (f{a,  b,  bi ,  .  .  .  b,n_i), 

(68.)  /('«+')(«):=  y/(a,  i,  Ä„  ...  6_0, 

Die  hier  angedeutete  Methode  hat  den  Nachtheil,  dass  sie 
die  Integral  -  Gleichungen  nicht  in  endlicher,  gesddoasener  Form 
Hefert,  aber  sie  giebt  den  Nachweis,  dass  bei  der  Integration 
einer  Differential- Gleichung  m^^^  Ordnung  m  beliebige  Integrations- 
Constanten  auftreten. 

Die  Anzahl  der  Fälle,  wo  man  die  Integral-Gleichungen  in 
endlicher,  geschlossener  Form  auffindet,  ist  verhältnissmässig 
klein;  in  den  meisten  Fällen  führt  die  Integration  der  Differen- 
tial-Gleichungen durch  unendliche  Reihen  auf  bisher  unbekannte 
Functionen. 

In  den  späteren  Paragraphen  sollen  nur  einige  Aufgaben 
hervorgehoben  werden,  bei  denen  die  Lösung  in  endlicher  Form 
möglich  ist. 

Zunächst  aber  soll  noch  die  Untersuchung  nachgeholt  wer- 
den, unter  welchen  Bedingungen  die  Integration  der  Differential- 
Gleichung 

durch  eine  convergente  Reihe  von  der  Form 

y  =/(-r)  =/(«)  +^  (^  -  o)  +-^-^  {:c~af  +  --- 
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iiiüglicli  ist.  Da  aber  die  dazu  eiforderliclien  Beweise  etwas 
schwierig  sind,  so  darf  der  Anfänger,  wie  schon  oben  bemerkt 
worden  ist,  den  folgenden  Paragraphen  ohne  Nachtheil  für  das 
Verständniss  der  späteren  Paragraphen  übergehen. 


§  77. 

Untersuchung  der  Convergenz-Bedingungen. 

Die  Integration  eines  vollständigen  Differentials  von  zwei 
unabhängigen  Veränderlichen 
(1.)  du=  M{x,  y)dx  +  N{x,  y)dy 

kann  noch  in  einer  etwas  anderen  Form  ausgeführt  werden,  als 
es  in  §  71  geschehen  ist.  Bezeichnet  man  nämlich  die  Function 
M,  deren  vollständiges  Differential  durch  Gleichung  (1.)  gegeben 
ist,  m\if{x,y),  so  kann  man  noch  die  Integrations  -  Constante 

C  =  --f{a,b) 
hinzufügen  und  dadurch  erreichen,  dass 
(2.)  ^t  =f{x,  y)  -f{a,  h) 

für  a;  =  «  und  y  =  l>  verschwindet.  Diese  Function  u  erhält 
man,  dem  früheren  Verfahren  entsprechend,  indem  man  zu- 
nächst 

X 

(3.)  ^l  =fM{x,  y)dx  +  cf{y) 

a 

setzt,  wobei  q){y)  noch  eine  passend  zu  bestimmende  Function 
der  einzigen  Veränderlichen  y  ist. 

Zur  Ermittelung   dieser  Function   beachte   man   zunächst, 
dass 

dM{x,  y)  ^  dN(x,  y) 
^  '^  dy  dx     . 

sein  muss,  damit  du  ein  vollständiges  Differential  ist.  Deshalb 
findet  man,  indem  man  die  Gleichung  (3.)  partiell  nach  y 
differentiirt  und  dabei  auf  der  rechten  Seite  die  Differentiation 
unter  dem  Integralzeichen  ausführt. 
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du      fdMix,  y)  ,    ,      ,,  ,       fdN(z,  y)   ^     ,      ,,  . 

a 

sieht  auf  Gleichung-  (1.) 

=  N{x,y)  =  [N{x,y)]l  +  cp'{:ij) 


oder  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (1.) 
du 

dy 

^N{x,y)-N{a,y)  +  <p'{y) 

oder 


(6.)  9'{y)  =  -V(«,  y),     <f(y)  =fN{a,  y)dy. 

b 

Dies  g-iebt 

X  y 

(7.)  u  —fM{x,  y)dx  -\-jN{a,  y)dy. 

a  b 

Ebenso  liiidet  man 

y  X 

(8.)  u  =J'N(x,  y)dy  -\-fM{x,  b)dx. 


b 


Indem  man  die  beiden  für  u  gefundenen  Werthe  einander 
gleichsetzt,  erhält  man 

X  y 

(9.)   /[M{x,  y)  -  M{x,  h)]dx  =J\N{x,  y)  —  N{a,  y)]dy. 

a  b 

Diese  Gleichung  gilt  für  zwei  beliebige  Functionen  M{x,  y) 
und  N{x.  y),  welche  der  einzigen  durch  die  Gleichung  (4.)  auf- 
gestellten Bedingung  unterw^orfen  sind. 

Jetzt  sei  f{z)  eine  Function,  welche  für  die  betrachteten 
Werthe  der  complexen  Veränderlichen 
(10.)  z  =  rr  +  2/^■  =  r(cos^  +  «sin^)  =  r  .  e'^*) 

eindeutig  und  stetig  sein  und  eine  bestimmte,  stetige  Ableitung 
f'{z)  besitzen  möge;  dann  wird 
(11.)  dz  =  e^hlr  +  ir  .  e^^dt, 

(12.)  f{z)dz  =  i¥(r,  t)dr  +  N{r,  t)dt, 

wobei 


*)  Das  Argument  ist  hier  mit  t  und  nicht,  wie  gewöhnlich,  mit  </) 
bezeichnet,  damit  der  Buchstabe  (/)  in  dem  Folgenden  noch  als  Functions- 
zeichen  verwendet  werden  kann. 
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I 
(13.)  M{r,  t)  =f{r .  e") .  e'',  ' 

(14.)  N{r,  t)  =f{r  .  e^')  .  ir  .  e"'. 

Zunächst  erkennt  man,  dass  die  rechte  Seite  von  Gleichung-      i 
(12.)  ein  vollständiges  Differential  ist,  denn  es  Tvird  ; 

Setzt  man  die  Wertlie  von  M  und  N  aus  den  Gleichungen 
(13.)  und  (14.)  in  die  Gleichung-  (9.)  ein ,  indem  man  x  mit  r 
und  y  mit  t  vertauscht,  so  erhält  man  i 

I 
(15.)     /[M{r,  t)  —  M{r,  b)]dr  =  /[N(r,  t)  -  N{a,  t)\dt 

a  b  1 

Da  die  Grenzen  a  und  r,  b  und  t  noch  ganz  beliebig  sind,     \ 
so  setze  man  i 

a  =  0,     5  =  0,     t  =  271,     also     e'^'  =  e^  =  1,     e^'  —  e-^'  =  1.       ^ 
während  r  vorläufig  noch  einen  beliebigen  Werth  haben  soll. 
Da  f{z)  für  die  betrachteten  Werthe  von  ~  nach  Voraussetzung     | 
eindeutig  und  stetig  ist,  so  wird  nach  Gleichung  (13.)  | 

(16.)  M{r.  t)  -  M{r,  h)  =f{r)  ~f{r)  =  0, 

und  nach  Gleichung  (14.) 

(17.)  N{r,  t)  —  N{a,  t)  =  ir  .  e"'  ./(r  .  e«') , 

folglich  geht  Gleichung  (15.)  über  in 

fN{r,  t)dt  —  ifr  .  e^^f{r  .  e^^)dt  =  0, 
b  0 

oder 

(18.)  fr  .  e^^fir  .  e*^)dt  =fzf{z)dt  =  0 , 

0  0 

WO  bei  der  Integration  r  einen  constanten  Werth  hat.     Füi' 
(19.)  y,.)  =  ^M=lZM. 

z  —  a 

erhält  man  daher 

/  z  —  a 

0 

oder 


§   77.    Untersuchung  der  Convergenz- Bedingungen.  441 


(20.) 


In 

zdt 


J     z~a  ^    Jz  — 


Nun  wii'd,  wenn  |  a  |  <  j  c  |  ist,  nach  dem  binomischen  Lehr- 


satze 
(21.) 
also 
(22.) 


2  a       a-       «"* 

=  1+-  +  -^  +  -:,+ 


z  —  a 


In 


C  zdt       r       "'=°^     fc 

I =  ldi+    ^  a""  h 

Jz  —  a     J  ,„=1     Jz 

0  0  0 

2 

=  27r  +2  — /« 


In 
'dt 


'dt 


=  27r  +  V —    —  e-'««' 
r'"  I  m 


=  271, 


folglich  geht  Gleichung-  (20.)  über  in 

''':F{z)dt 


(23.) 
oder 

(24.) 


j 


2 TT .  F{a), 


)dt 


^  ^        27iJ    z  —  a 


Diese  wichtige  Formel  rührt  von  Cauchy  her  und  kann  noch 
in  folgender  Weise  verallgemeinert  werden.  Differentiirt  man 
beide  Seiten  der  Gleichimg  (24.)  nach  a,  so  erhält  man,  indem 
man  auf  der  rechten  Seite  die  Differentiation  unter  dem  Integral- 
zeichen ausführt,  der  Reihe  nach  die  Gleichungen 


2nJ{z~ay 


12/ 


:F{z)dt 
{z  — -  df 
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allgemein 

^,  .,  .        7n\  f  zF(z 
(25.)  f  <-){a)  =  2^j^ 


"\f{z)cU__ 

0 


Der  absolute  Betrag  von  z  bleibt  bei  der  Integration  con- 

staut   und   möge  deshalb  mit  R  bezeichnet  werden,   so    dass 

z  =  2i .  e^'    wird.  Dadurch    geht   Gleichung    (25.)    für    a  =  0 

über  in  j 

2.-1 
7)1  '  /' 

(26.)  i^("')(0)  = ~    e-'"'^F{R  .  e*')df. 

0 

Wenn  man  schliesslich  noch 

F{£)  =  y(a  +  z) 
setzt,  so  ergiebt  sich  hieraus  die  Formel 

(27.)  w^"'\a)  = '^—    c-"'^'(f(a  +  E  .  e^')dt. 

^      ^  »^      V  /        27r  .  Ii"'J 

0  I 

Da  man  ein  bestimmtes  Integral  als  Summe  von  unendlich 

vielen,   unendlich  kleinen  Grössen  auffassen  kann,   und  da  der  i 

absolute  Betrag  einer  Summe   (gleich  oder)  kleiner  ist  als  die  j 

Summe  der  absoluten  Beträge  (vergl.  D.-R.,  §  134),  so  erhält  j 

man  aus  Gleichung  (27.)  die  folgende  Ungleichung  I 

oder,  da  1  e-'"''  |  =  1  ist,  \ 

In  '• 

(28.)  I  ^("')(a)  I  ^  ^^J'\  <?'(«  +  ^  •  ^")  !  dt.  ■; 

Bezeichnet  man  nun  mit  G  den  (jrössten  Werth  des  abso- 
luten Betrages  von  (f{x),  wenn  r  m  x  =  a  -]-  r .  e''  alle  Wertlie 
von  0  bis  E  und  ^  alle  Werthe  von  0  bis  27r  durchläuft,  so 
ist  auch 
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(29.)  I  f/)(a  +  R  .  e'')  \  ^  G, 

und   die    Ungleichung-  (28.)   wird   noch   verstärkt,   wenn   man 

I  (f{a  +  R .  e*')  i  mit  G  vertauscht;  folglich  findet  man 

27t 

m\G 


I  9)("')(a)  I  ^  ^   "^^      fGdt  = 


R" 


Damit  ist  der  folgende  Satz  bewiesen: 

Satz  1.  Ist  (p{x)  eine  eindeutige  Function  der  complexen 
Veränderlichen  x  =  a  -\-  r  .  e^\  welche  mit  ihrer  ersten  Ableitimg 
stetig  ist^  so  lange  r^R  bleibt,  und  ist  G  der  grösste  Werih 
des  absoluten  Betrages  von  ffix)-,  wenn  r  alle  Werthe  con  0  bis 
R  und  t  alle   Werthe  von  0  bis  2Tt  durchläuft,  so  ist 

(30.)  k^-WlS"^- 

Diesen  Satz  kann  man  sogleich  auf  Functionen  von  zwei 
oder  mehr  Veränderlichen  übertragen.  Aus  Gleichung  (27.) 
folgt,  w^nn  man  y  zunächst  als  Constante  und  (p(x,  y)  als 
Function  der  einzigen  Veränderlichen  x  betrachtet, 

(31.)       ^^lA  ^       ^;      le-"^''fp{a-\-R  .  e'\  y)dt% 
^      '  da"'  2n .  R'"J  ^"^    ^  '  ^^      ^' 

u 

wobei  (f{x,  y)  als  Function  von  x  denselben  Bedingungen  unter- 
worfen ist  wie  vorher  (f{x).  Differentiirt  man  beide  Seiten  dieser 
Gleichung  w-mal  partiell  nach  y,  so  geschieht  das  auf  der  rechten 
Seite  der  Gleichung  wieder,  indem  man  unter  dem  Integralzeichen 
differentiirt.     Dadurch  erhält  man 


■'■)  Hierbei  ist  der  Werth  von  r— ;;; lür  a;  =  a  der  Kürze  wegen 

Ö  X 

mit r--j —  bezeichnet.     In  ähnlicher  Weise  möge  in  dem  Folgenden 

der  Werth  von  • — ^  „,  ^     '^    für  x  =  a,   y  =  h    der  Küi-ze    wegen    mit 
Ox"  Oy 

— ^  „,  _  ,,        bezeichnet  werden. 
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In 

a'»i-»y(a,  y)  ^       m\       r^.  d'^cfia  +  B  .  e'%  y) ^^  ,; 

^     '^           da'^dy''          27t .  E"'J                       dy"                 '  \ 

ö  S 

Nim   ist  aber  meder  nach  Gleichung  (27.),    wenn   man  x  \ 

mit  y.  a  mit  h,  t  mit  u^  m  mit  n  und  R  mit  'S  vertauscht,  \ 

(33.)  ^>(-'  +  f  --'Ni)^  —['^-"•Pi"  +  ^  ■  <  i  +  ^-  ^-)-^".  ] 

wobei  man  voraussetzt,  dass  die  Function  g:{x,  y)  auch  in  Bezug  5 

auf  y  mit  ihrer  ersten  Ableitung  ei?ideutig  und  67;e%  ist ,  und  \ 
wo  y  gleich  b  +  S.e"'  gesetzt  ist.     Für  y  gleich  h  geht  daher 
Gleichung  (32.)  über  in 


2rt  ?a 


471-^ .  R*' .  S 

0    Ü 


-  /  /e-i»'<+»'")'^(a  -j-  i2  .  e<',     Ä  +  aS  .  e"')dtdu. 


Ist  G  der  grösste  Werth  des  absoluten  Betrages  von  (f{x,  ij), 
wenn  r  =  \x\  alle  Werthe  von  0  bis  R,  s  =  \y\  alle  Werthe 
von  0  bis  -S,  ?!  und  u  alle  Werthe  von  0  bis  27i  durchlaufen,  1 
und  wendet  man  jetzt  wieder  den  Satz  an,  dass  der  absolute 
Betrag  einer  Summe  (gleich  oder)  kleiner  ist  als  die  Summe  der  ^ 
absoluten  Beträge,  so  findet  man  aus  der  Gleichimg  (34.)  die 
Ungleichung  j 

\^^pi"ß\-<.     ..'"'"',  f'L(a  +  B.e",b  +  S.e")\dUlu    \ 
da"'db"     \  —  4:n-.R"'.SyJ^^^  '  ^'  j 

u  0  I 

2n  271  * 


oder 

(35.) 


1  g'n+>i(f;(^a,  b)  \        tn\  7i\  G 
I      öa'»(5Ä«      I  =  R'"  .  S" 

Damit  ist  der  folgende  Satz  bewiesen: 
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Satz  2.     Ist    (fix,  y)    eine    eindeutige  Function    der   beiden 
complexen    Veränderlichen 

X  =  a  -{-  r  .  e",     y  =  b  -{•  s  .  e'", 

toelche   mit    de7i   beiden   ersten    -partiellen   Ableitungen        \ '  "    ? 

dffix  i.f) 

— ^-^-^- stetig  ist,   so  lange  r^R,  s^S  bleibt,  und  ist  G  der 

grösste   Werth    des   absoluten  Betrages  von  (f{x,  y),    tcenu  r  alle 

Werthe  von  0  bis  R,  s  alle   Werthe  von  0  bis  S,  t  und  u  alle 

Werthe   von  0   bis  2n   durchlaufen,   so  ist  der  absolute  Betrag 

d"'+*'(p(x,  y)    ...  z    77  •  .    m\n\G 

von  — t:^ — .,  für  X  ^=  a,  w  =  6  kleiner  als  -^=- • 

dx"'dy"      -^  '  "^  B'" .  S'' 

Diesem  Satze  kann  man  noch   eine  andere  Fassung  geben. 

Es  sei 

G 

(36.)  (D(x,  y)  —  —  , 

dann  wird 

,         d"'+"0{x,  y)  _  m\n\G 


^■"•^"0— ir)    0-V) 


also  für  a;  =  ß,  y  ^=  b 

d"'+"(D(a,  b)  _  ml  nl  G 
(38-)  da">db''      ■"    B"'S*'' ' 

folglich  geht  Ungleichung  (35.)  über  in 

!  d"'+''(p(a,  b)\^\  d"'+''(D(a,  b)  \ 
^     ^^  I     da"'db''     1  =  1     öa^öi"      | 

Nun  lässt  sich  die  Differential- Gleichung 

sehr  leicht  integriren,  wenn  man  Gleichung  (40.)  auf  die  Form 
/       V — 1>\  1  Gdx 

R 
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bringt  und  beide  Seiten  der  Gleichung  integrirt.    Beachtet  man 
dabei  noch,  dass  y  =  1  sein  soll  für  x  =  a,  so  findet  man 

oder 


Aus  dieser  Gleichung  erhält  man  für  x  =  a 

y  —  b  =  S±:S,,  I 

folglich  muss  man  das  untere  Zeichen  nehmen,  damit   y  =  0    \ 

wn*d  für  .r  =  a ;  es  ist  also  \ 


(43.)  y  =  b  +  S  —  VS^  +  2G.R.SA (i—'^^\  =  F{x). 

Diese  Function  ist  eindeutig  und  stetig,  so  lange 

L  /        X  —  a\\  S 

denn  die  Quadratwurzel  wechselt  nur  darni  ihr  Vorzeichen,  wenn 
der  Ausdruck  unter  dem  Wurzelzeichen  verschwindet,  wenn  also 

1(1  —  — ü"  )  gleicli  —  -,^.     7)  wird;  und  auch  der  Wer th  von    1 

\  Jx     /  '2(jr  .  1\,  ' 

/  Qr  (jC\ 

\{\ ^— jist  in  diesem  Falle  eindeutig  bestimmt,   weil  er 

für  X  ^  a  verschwinden  soll.     Setzt  man 

(45.)  R{\  —  e7^^^^^g  ' 

und  beschränkt  x  auf  solche  Werthe,  für  welche 

(46.)  \x  —  ci\<.g 

ist,  so  wird  mit  Eücksicht  darauf,  dass  der  absolute  Betrag  einer   ' 

Differenz  (gleich  oder)  grösser  ist  als  die  Differenz  der  absoluten   j 

Beträge,  \ 

•^        i  R     \=  RR 

Nun  ist  der  absolute  Betrag  des  Logarithmus  einer  com- 
plexen  Grösse  r .  e'/"  (gleich  oder)  grösser  als  der  Logarithmus  ^ 
■des  absoluten  Betrages  dieser  Grösse,  denn  es  ist  allgemein 
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I  l(r  .  e'P')  I  =  I  Ir  +  ^z|  =  ]/(Ir)M^^  ^  1  r, 
folglicli  ist  ancli 

S 


(48.) 


>(i-SrON'h^ 


B 


>  — 


2G.M 


Wenn  also  die  Ungleichung  (46.)  gilt,  so  gilt  erst  recht  die 
Ungleichung  (44.).  Dann  wird  aber  tj  =  F(x)  eine  eindeutige^ 
atetige  Function,  die  man  mit  Hülfe  des  7a«//or'schen  Lehrsatzes 
nach  steigenden  Potenzen  von  x- — a  entwickeln  kann;  und  zwar 
findet  man  die  Coefficienten  der  Reihe 


aus  Gleichung  (40.).     Es  ist  nämlich 

F'{a)   =(D{a,b)=G, 


af+^'^^{x-af  + 


(50.) 


\dx        dy  dx/x=a,  v=h 
^  '      \_dx-       öxdydx.    dy^\dx/ 


dO  dhf 

dy  dx'jx^a,  y=h  ' 


Die  Bildung    dieser  Ausdrücke   wird    dadui'ch    erleichtert, 
dass  nach  Gleichung  (38.) 

,  Qm+n0   s  _m\  n\  G 

\  dx'"  dy^^)x=a,  y=h  ~~    R'"  .  S" 

ist.  Gleichzeitig  erkennt  man  hieraus,  dass  die  partiellen  Ab- 
leitungen von  W(x,  y)  für  x  =  a,  y  ^=  b  sämmtlich  reell  und 
positiv  sind.  Deshalb  sind  auch  die  Grössen  F'{a),  F"{a),  F"'{a),... 
sämmtlich  reell  und  positiv. 

Bezeichnet  man  mit  A  den  grössten  Werth  des  absoluten 
Betrages  von  y,  wenn  in 

X  ^=^  a  -{-  r  .  e'* 
r  alle  Werthe  von  0  bis  g   und    t  alle  Werthe  von  0  bis  2  tt 
durchläuft,  so  wird  nach  Ungleichung  (30.) 

(61.)  7.>.)(„)S^, 

folglich  ist  die  Eeihe  auf  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (49.) 


I 
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convei'gent,    da   die   einzelnen   Glieder   derselben   (gleich  oder) 
kleiner  sind  als  die  Glieder  der  geometrischen  Progression 

(52.)    ^^-4(:r--a)_^^(.r---a)^_^^(.r--a)3^        _      Ag 


9  f  r  g-{x-ä) 

Vergleicht  man  nun  mit  der  soeben  gelösten  Differential-  i 
Gleichung  erster  Ordnung  die  allgemeinere  I 

(53.)  '^£=<f{x,y),  \ 

so  ergiebt  sich  Folgendes.    Es  sei  wieder  (f{x,  y)  eine  eindeidüje  ' 
Function  der  beiden  complexen  Veränderlichen 

X  =  u  -{-  r  .  e^\     y  ^:i  h  -\-  s  .  e"', 

welche  den  in  Satz  2  angegebenen  Bedingungen  genügen  möge,  | 

dann  kann  man  jetzt  beweisen,  dass  die  schon  in  Gleichung  (22.)  ; 

des  vorhergehenden  Paragraphen  autgestellte  Eeihe  I 

(54.)  y  =  b  +fS^{a:-a)^^^{x-af^-^~^  ... 

convergent  ist  für  alle  Werthe  von  x,  bei  denen  der  absolute  \ 

Betrag  von  x  —  a  kleiner  als  g  ist.  \ 

Nach  Ungleichung  (39.)  war  nämlich  \ 

I  ö'»+"^(a,  h) !       <5"'+"</>(a,  b) 

I      da'^db''      I  =     da"'  db" 
folglich  wird  auch  der  absolute  Betrag  von 

(gleich  oder)  kleiner  als 


-"'"•' -(£^L... 


wie  aus  der  mehrfach  erwähnten  Bildung  der  Gi'össen  /'(«), 
f"(a),  f"\a), . . .  und  F'{a),  F"{a),  F"'{a), . . .  hervorgeht.  Unter 
der  Voraussetzung,  dass  die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  von 
Gleichung  (54.)  convergent  ist,  war  aber  schon  in  dem  vorher- 
gehenden Paragraphen  nachgewiesen  worden,  dass  die  Gleichung 
(54.)  das  allgemeine  Integral  ^tv  vorgelegten  Differential- Glei- 
chung: ist. 
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Damit  ist  bewiesen: 

Satz  3.  Wenn  (f(x,  y)  eine  eindeutige  Function  der  heiden 
complezen    Veränderlichen 

X  =  a  -i-  r  .  e'',     y  =z  h  -\-  s  .  e"' 

Öw  (X    V) 

ist  und  mit  ihren  beiden  ersten  partiellen  Ableitungen        \^  '  ^^  ? 

0(£)  ix    V) 

^     '  ^     stetig  bleibt^  so  lange  r^R,   $"^8  bleibt,  so    existirt 

eine  {analytische)  Function  y  =zf{x),  welche  eindeutig  und  stetig 
bleibt,  so  lange  der  absolute  Betrag  von  x  —  a  kleiner  als  eine 
bestimmte  reelle,  positive  Grösse  g  bleibt,  für  x  ■=  a  den  Werth 
b  annimmt  und  der  Differential-  Gleichung 

genügt. 

Die  Grösse  g  ist  dabei  durch  die  Gleichung  (45.)  erklärt. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  auch  die  Existenz  allgemeiner 
Integral-Gleichungen  nachweisen,  wenn  ein  System  von  m  simul- 
tanen Differential-Gleichungen  erster  Ordnung,  also  m  Gleichungen 

zwischen  x,  y^,  y^,  . . .  y,,,,  ";/'";/''■•  ";f"  gegeben  sind. 

Auf  diesen  Fall  lässt  sich  dann  auch,  wie  schon  angedeutet 
wurde,  die  Integration  der  Differential-Gleichungen  höherer  Ord- 
nung zurückführen. 


§  78. 

Trennung  der  Variabein. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  181.) 

Ist  die  Differential- Gleichung  erster  Ordnung 

(1.)  <-'^'l)=« 

gegeben,  so  löse  man  sie  in  Bezug  auf  -j-  auf,  d.  h.  man  bringe 
sie  auf  die  Form 

Kiepert,  Integral  -  Rechnung.  29 
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(2.)  S  =  ^'(^'^)=-xv|^' 

oder 

(2  a.)  M{x,  y)clx  +  N{x,  y)chj  =  0. 

Ist  nun  hierbei  M{x,  y)  eine  Function  X  der  einzigen  Ver- 
änderlidien  x  und  N{x,  y)  eine  Function  Y  der  einzigen  Ver- 
änderlichen y,  ist  also  i 
(3.)                          M{x,  y)  =  X,     N{x,  y)  =  Y,  \ 
so  kann  man  sofort  das  allgemeine  Integral 

(4.)                                 fXdx+  fYdy=C  \ 

bilden.     Hat  die  Differential -Gleichung  diese  Form  noch  nicht,  i 

so  wird  man  sie  auf  diese  Form  zu  bringen  suchen.    Das  Yer-  i 

fahren,    welches  man  dabei  ausführt,    nennt  man   ^Integration  ^ 

durch  Trennung  der  Variabein'-'-.     Ist  z.  B.  die  Differential-Glei-  I 

chung  ! 

(5.)                               Xi  Yidx  -\-  XiY^dy  =  0  | 

gegeben,  wo  Xi  und  Xi  Functionen  der  einzigen  Veränderlichen  j 

X,  Yi  und  Yo  Functionen  der  einzigen  Veränderlichen  y  sind,  j 

so  dividirt  man  die  linke  Seite  von  Gleichung  (5.)  durch  Xol'i  I 

und  erhält  1 

(6.)                                 ^^dx+^^dy  =  0,  I 

also  t 
(7.)                             f§^d.+ß^d,j  =  C. 

Da  ein  Integral  von  der  Form,  /xdx  als  der  Flächeninhalt  , 

einer  ebenen  Figur  betrachtet  werden  kann,  (deren  Begrenzung  J 

in  Formel  Nr.  4  der  Tabelle  angegeben  ist),  so  nennt  man  hier,  I 

wo  von  der  Integration  der  Differential  -  Gleichungen  die  Kede  ] 

ist,  die  Ermittelung  eines  solchen  Integrals  eine  ,,  Quadratur^',  i 

Beispiele.  I 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Differential  -  Gleichung  j, 
(8.)                                         ydx  —  xdy  =  0 
inteffriren. 
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Auflösung.    Indem  man  die  linke  Seite  von  Gleiclmng-  (8.) 
durch  — xij  dividirt,  erhält  man 

,   ,  da      dx 

(9.)  -^ =  0, 

y         X  ' 


J  y    J  X       ^ 


(10.)  y  =  Cx. 

Die  Integration s-Constante  ist  in  diesem  Falle  mit  IC  be- 
zeichnet worden,  damit  der  Uebergang  von  den  Logarithmen  zu 
den  Numeri  erleichtert  wird. 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  Differential  -  Gleichung 

(11.)  (.-c-  —  ar-)dy  -~ijdx  =  Q 

integriren. 

Auflösung.  Indem  man  die  linke  Seite  von  Gleichung  (11.) 
durch  {x:-  —  a^)y  dividii^t,  erhält  man 

/,^  \  dy  dx 

(12.  — 5 -0  =  0, 

y       x^  —  a^ 

also  nach  Formeln  Nr.  59  der  Tabelle 

2„ß-2af-J-'—,  =  ■iaiy-ir—J^)  =  IC, 
J  y  Jx'-^a}  ■'         \x+  u) 

(18.)  y'-'-<^V^.- 

Aufgabe  3.    Man  soll  die  Differential- Gleichung 
(14.)  xHy  -\-  {y  —  a)dx  =  0 

integriren. 

Auflösung.  Indem  man  die  linke  Seite  von  Gleichung  (14.) 
dmxh  x\y  —  a)  dividirt,  erhält  man 

(16.)  y  —  a=^C.ye. 

29* 
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Aufgabe  4.  Man  soll  die  Differential -Gleicliung 

(17.)  xydx  —  {a  -\-  x){b  -{-  y)dy  =  0 
integriren. 

Auflösung.  Indem  man  die  linke  Seite  von  Gleichung  (17.) 

durch  i/{a  +  cc)  dividirt,  erhält  man 

(18.)   J^_(l+l)±  =  (i '^)d^_(,+  t)ay^o. 

^      ^   a-\-  X  y  \         a  -\-  xj  \         yJ 

f{l--^^^dx—j(l+^^dy  =  x^a\{a^x)~y  —  bhj^C, 

oder 

(19.)  x  —  y  =  C-^\[{a  +  xY.y^]. 

Aufgabe  5.    Man  soll  die  Differential- Gleichung 
(20.)  x^ydx  -\-  ydx  +  xy~dy  —  xdy  =  0 

integriren. 

Auflösung.    Man  kann  die  vorgelegte  Differential -Gleichung 
zunächst  auf  die  Form 

{x^  +  \)ydx  +  x{y-  —  l)dy  =  0 
bringen  und  dann  durch  xy  dividiren.    Dadurch  erhält  man 
(21)  {x^  +  l)dx  ^    {f-l)dy  ^^ 

^     '^  X  y 

oder 

(22.)  ^+l^  +  f-l^  =  C'. 

Aufgabe  6.     Man  soll  die  Differential  -  Gleichung 
(23.)  (1  +  x'^)dy  —  Vl^^dx  =  0 

integriren. 

Auflösung.    Indem  man  die  linke  Seite  von  Gleichung  (23.)    ,' 
durch  (1  +  ä:^)  "j/l  —  y'^  dividirt,  erhält  man  ; 

dy                 dx  ^  ' 

(24.)  ^ ^=0, 

also 
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Aufgabe  7.    Man  soll  die  Differential -Gleichung 
(26.)  xäy  —  ydx  r=  dij ]/r+'^  +  dx^Y^-  ]f- 

integiiren. 

Auflösung.    Man  bringt  die  Differential -Gleichung  zunächst 
auf  die  Form 
(27.)  {x  —  -]/YV^^)dy  —  (y  +  yr+^jf/a;  -=  0 

und  dividirt  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  durch  {x  — )/ 1  +  x^) 
und  durch  (y  +]/l  +  y^);  dies  gieht 

(28.)  %= %==% 

y+ym-y'      x-yi-\-x' 
oder 

(29.)         (]/rT7  —  i/¥y  +  (]/rT^^  +  x)dx  =  0, 

folglich  findet  man  nach  Formel  Nr.  86  der  Tabelle 


fyr+r'  +  ^Ky  +  yi+y^)-^ 


2 


+ |yi  +  ^^ + ^i(^ + yi+^^) + ^ = !<?. 

oder  

(30.)  x^  —f-^-  xYY^x^  +  tjVYTf 


+  i[(;.r  +  yi  +  2^^)(2/  +yi  +  2/-)] =a 

Aufgabe  8.    Man  soll  die  Differential- Gleichung 
(31.)  smx^mydy  =  cos x cos  ydx 

integriren. 

Auflösung.     Indem  man  Gleichung  (31.)   durch  — sina;cos// 
dividirt,   erhält  man 

(32  )  cos:^^?.^  __  Hin  ydy  ^  ^ 

smx  cosy  ' 

also  durch  Integration 

l(sin.«)  4-  l(cos?/)  =  \C, 
oder 

(33.)  sin  a;  cos?/  =  C. 


dx 

a, 

dx  = 

ady 

> 

—  .ro  = 

«ly, 
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Aufgabe  9.    Man  soll  alle  Ciirven  bestinimen,  bei  denen  die 

Subtangeute  eine  Consta nte  Länge  a  hat. 

dx 
Auflösung.     Da  die  Subtangente  einer  Curve  St  —  y^-  ist,    ' 

so  erhält  man  der  Eeihe  nach  die  Gleichungen 
(34.) 

(35.) 

(36.) 
oder 

(37.)  ?/  =  e  "    . 

Dies  ist  die  Gleichung  der  logarithmischen  Linie. 

Aufgabe  10.     Man  soll  alle  Curven  bestimmen,    bei  denen 

die  Subtangente  w-mal  so  gross  ist  wie  die  zugehörige  Abscisse. 

Auflösung.     Füi'  die  gesuchten  Curven  wird 

dx 
(38.)  ^^  =  ^^^' 

dx       ndy 

(40.)  \x  ^\i^p)=^n\y, 

w^obei  man  die  Integrations-Constante  mit  l(2j5)  bezeichnet  hat. 

Dies  giebt 

(41.)  if  =  2;?^, 

also  die  Gleichung  der  verallgemeinerten  Parabel. 

Für  nz=2  stellt  die  Gleichung  die  geicöhnliche  Parabel 
dar,  für  welche  die  Subtangente  doppelt  so  gross  ist  wie  die 
Abscisse. 

Aufgabe  '.1.  Man  soll  alle  Curven  bestimmen,  bei  denen  die 
Polar -Subnormale  eine  constante  Länge  a  hat. 

dr 
Auflösung     Die  Polar-Subnormale  ist  Sn  =  j~^  folglich  wird 

für  die  gesuchten  Curven 
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(42.)  -r-  =  «,     oder     dr  =  a  .  dw  , 

d(p  ^ 

(43.)  r  =  a{cp  —  <f,). 

Die  gesuchten  Curven  sind  also  Archimedische  Spiralen. 

Aufgabe  12.    Man  soll  alle  Curven  bestimmen,  bei  denen  die 
Polar  -  Subtangente  eine  constante  Länge  a  hat. 

Auflösung.    Die  Polar -Subtangente  ist  St=  -^ ->  folglich 
wird  für  die  gesuchten  Curven 

r-f/tf)  ^  ,  adr 

(44.)  — V7-  =  <^,     oder     dtp  = 


d) 


r 


a 


(45.)  (p  —  yo  = : '   oder    r{(f  —  ^o)  —  —  «. 


Die  gesuchten  Curven  sind  also  hyperbolische  Spiralen. 

Aufgabe  13.  Man  soll  alle  Curven  bestimmen,  welche  mit 
der  X-Axe,  vom  Nullpunkte  an  gerechnet,  und  mit  der  Ordi- 
nate QP  ein  Flächenstück  OQP  begrenzen,  dessen  Inhalt  der 
n^^  Theil  des  Rechtecks  xy  ist. 

Auflösung.  Da  das  von  der  Curve  begrenzte  Flächenstück 
den  Inhalt 

X 

(46.)  F=Jydx 

0 

hat,  so  erhält  man  für  die  gesuchten  Curven  die  Gleichung 

X 

(47.)  xy  =  njyda 


(48. 


(49.)  y  =  CV'-^ 

Die  gesuchten  Curven  sind  wieder  verallgemeijierte  Parabeln. 

Aufgabe  14.    Man  soll  eine  Curve  bestimmen,  deren  Tan- 
gente die  constante  Länge  a  hat. 


ix, 

oder 

xdy  -\-  ydx  = 

nydx, 

xdy 

=  {n 

—  1)^^^, 

dy 

y 

=  {n- 

X 

ly 

=  {n- 

-1)1^  +  16'  = 

=  l(fo«-'), 
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Auflösung.    Die  Tangente  einer  CuiTe  ist  T=y-^i   folglich 

erhält  man 

ds 
(50.)  ^X  ~  ^''     ^^^^'    ^•^'^'^^^  "^  ^^^^  ^  "^^^"'' 


(51.)    ±  c^.r  =  -^^ ^  f/y/  =  ^  ^  y 


2/  2/1/02^2/2        ya2_y2 

Indem  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  integrirt,  findet 
man  nach  den  Formeln  Nr.  28  und  25  der  Tabelle 


(52.)        ±(.-.„)  =  l/;?=-7=-al(?-±J^J^).  I 

Die  Curve,  welche  dieser  Gleichung  entspricht,  wii'd  „  Trac-  ' 
irix  von  Huyghet^s^'^  genannt. 

Aufgabe  15.    Man  soll  alle  Curven  bestimmen,    bei  denen  i 

der   Flächeninhalt    eines  jeden    Sectors   zu   der   Differenz    der  ' 

Quadrate   der   den   Sector  begrenzenden   Leitstrahlen   propor-  ■ 

tional  ist.  ! 

Auflösung.    Nennt  man   die   begrenzenden   Leitstrahlen   ri 

und  r  und  die  zugehörigen  Argumente  (px  und  (p,  so  A\ird  nach  ] 
Formel  Nr.  94  der  Tabelle  der  Flächeninhalt  des  Sectors 


(53.)  S=yrhl<f, 

Vi  '' 

so  dass  für  die  gesuchten  Curven  die  Gleichung 

(54.)  nir""  —  ri^)  =  ^  Jr^dcp  ;• 

gilt.    Betrachtet  man  dabei  r  und  (f  als  veränderlich,  wälu-end     ' 

7\  und  (pi  constant  sind,   so  folgt  aus  Gleichung  (54.)    durch 

Difi'erentiation 

(55.)  -ifirdr  =:  r^d(f' , 

(56.)  4:n~  =  d(f, 

4«lr  =  (f  —  (po, 


dy       ./'?/\    457 
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<p-tpo 
(57.)  H^  =  e'P-'Po,     r  =  e  ^"   , 

oder,  wenn  man 

(58.)  ^  =  a,     e-'^ro  =  C 

setzt, 

(59.)  r  —  e^Cp-'P"),     oder     r  =  C .  e"<P. 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  logarithmischen  Spirale. 


§  79. 

Integration  der  Gleichungen  von  der  Form  £=/(|)" 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  182.) 

In  den  meisten  Fällen  wird   die  Trennung  der  Variabein 
bei  der  Differential  -  Gleichung 

(1.)  M{x,  y)dx  +  N{x,  y)dij  =  0 

duixh  einfache  Multiplication  oder  Division  nicht  möglich  sein. 
Mitunter  wird  aber  die  Differential  -  Gleichung  durch  passende 
Substitution  so  umgeformt  werden  können,  dass  dann  die  Tren- 
nung der  Variabehi  durchführbar  ist. 

Sind  z.  B.  M{x,  y)   und  N{x,  y)  beide  homogene  Functionen 
^ten  Qrades,  wird  also 

(2.)         M{tx,  ty)  =  f»  .  lM{x,  y),     N(tx,  ty)  =  ü-  .  N(x,  y), 

SO  kann  man  die  Trennung  der  Variabein  in  folgender  Weise 
ermöglichen. 

Aus  den  Gleichungen  (2.)  findet  man  für  t  =  - 

X 

(3.)  M(l,y)=^'^^^,    jvfl,  ^)=^^. 

^    ^  \       .r/  X"'  V  '   xj  x'" 

Dividirt  man  also  Gleichung  (1.)  durch  x'"  und  bezeichnet 

K^-f) 

Ni 


mit  /(  ^  ) '    so  erhält  man 
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oder 

Setzt  man  jetzt 

(6.)  I  =  ;;,     also     y  =  xz, 

so  ^Yi^d 

(7.)  ^«/  =  ■^^^  +  ^(i~, 

und  Gleichung  (5.)  geht  über  in 

(8.)  -  +  4^=/W' 

dies  giebt 

die  Trennung  der  Variabein  ist  also  durchgefiiln^t. 

Man  hätte  natüi'lich   auch   mit  demselben  Rechte   x  =  yz 
setzen  können  und  dadurch  eine  Differential-Gleichung  zwischen   ' 
y   und  z    erhalten,    bei   der    sich  ebenfalls  die  Trennung  der  \ 
Variabein  ohne  Weiteres  ausführen  lässt.  j 

Beispiele.  T 

In  den  folgenden  Aufgaben  ist  das  angegebene  Verfahren 
anwendbar,  weil  M{x,  y)  und  N{x,  y)  jedes  Mal  homogene 
Functionen  gleich  hohen  Grades  sind.  _ 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Differential -Gleichung  1 

(lO.j  {x  +  y)dx  ^zdy  =  {)  J 

integriren. 

Auflösung.    Indem  man  y  —  xz  setzt,  findet  man 
{x  +  xz)dx  +  x(zdx  +  xdz)  =  0, 
oder,  wenn  man  durch  x  dividirt  und  ordnet, 
(11.)  .  (1  +  2z)dx  -f  xdz  =  0. 
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Jetzt  ergiebt  sich  durch  Trennung  der  Variabehi 
dx  dz 

(12-)  j  +  TT2r  =  » 

und  durch  Integi'ation 

21a:  +  1(1  +  2z)  =1C, 
also 

(13.)  a;2(l  +  2z)  =  C,     oder    x(x  +  2y)  =  C. 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  Differential -Gleichung 
(14.)  (x  +  ij)dx  +{y-  x)dy  =  0 

integriren. 

Auflösung.     Indem  man  y  =  xz  setzt,  findet  man 
{x  +  xz)dx  +  (^2:  —  rc)  (^c/a:  +  xdz)  =  0, 
oder,  wenn  man  durch  x  dividirt  und  ordnet, 
(15.)  (1  +  z^)dx  +  {z  —  l)xdz  =  0. 

Jetzt  ergiebt  sich  durch  Trennung  der  Variabein 

(16.)  ^^  +  (l::^-  =  o 

X  1  -\-  z- 

und  durch  Integration 

la;  +  41(1  +  Z-)  —  arctg;2  =  \C, 
oder 

Aufgabe  3.  Man  soll  die  Differential- Gleichung 
( 18.  j  xdy  —  xjdx  =  dx  Yx'  +  y^ 

integriren. 

Auflösung.  Indem  man  y  =  xz  setzt,  findet  man 


x{zdx  +  xdz)  —  xzdx  =  x^dz  =  dx^  x'^  ■\-  x-z-, 

oder,  wenn  man  durch  x  dividirt, 

(19.)  xdz  =  dxyT^~^, 

also  durch  Trennung  der  Variabein 

(20.)  _Jz^^dx 

Yl  +  z^        X 
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und  durch  Integration 

l(2+l/I+";2^)  =  l.r  +  16', 


y  +y^+2/"^  =  CV^     oder     ^.r^  -j-  if  =  fö^  —  y. 
Dies  giebt 

a;2  +  2/-'  ==  G'-''.^;*  —  'iCx^y  +  ü/-, 
oder 
(21.)  1  +  26V— 6'V  =  0. 

Aufgabe  4.    Man  soll  die  Differential  -  Gleichung 
(22.)  (2x^  —  l^by^)dx  +  81  ^ryV/?/  =  0 

integriren. 

Auflösung.    Indem  man  y  =  xz  setzt,  findet  man 
(2.r3  —  l2,f)xH'^)dx  +  8 1  ;r  V''(a:c?^  +  zdx)  =  0, 
oder,  wenn  man  durch  x'"^  dividirt, 

(2  —  13523)^^:  +  9>lz'{xdz  +  zdx)  =  0, 
(23.)  (2  —  5^z^)dx  +  8l2;2;r(/2  =  0. 

Durch  Trennung  der  Variahein  erliält  man  daher 
2dx        Slz^dz 
(^^•)  -.-  =  27^^^ 

und  durch  Integration 

l(.r=^)  =  l(272=^— 1)  — IC, 
also 
(25.)  Cx^  =  27z^-  1,     oder     6V  =  27y 


Aufgabe  5.     Man  soll  die  Differential  -  Gleichung 
(26.)  (8//  +  10T)dx  +  (5/y  +  7.r)f/y/  =  0 

integriren. 

Auflösung.     Indem  man  y  =  xz  setzt,  erhält  man 
{8xz  +  10x)dx  +  (öa;.::  +  7x)  (xdz  +  zö?:»)  =  0, 
oder,  wenn  man  durch  x  dividirt  und  ordnet, 
(27.)  (5c'^  +  15^  +  10)(/:r  +  {5z  +  7)xdz  =  0. 

Jetzt  ergiebt  sich  durch  Trennung  der  Variabein 
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5dx  (6z  4-  7)dz  2dz  3dz 

^      ^  .r  C-'  +  3c  +  2  c  +  1       c  H-  2 

und  durch  Integration 

51a-  =  lC-2\(z  +  1)  -  3l(c  +  2), 
also 

(29.)     x%z  +  1)'^  (z  4-  2)3  =  C,     oder    (x  +  y)2 (2:r  +  yf  =  C. 

Aufgabe  6.    Man  soll  die  Differential -Gleichung 

(30.)  (aY^x-'^-ff  —  cx)dx  +  [bY^+f  —  cy)dy  =  0 

integriren. 

Auflösung.     Indem  man  y  =  xz  setzt,  erhält  man 
(a]/a;2  +  .r^z^  _  cx)dx  +  (by^'^f^^  —  cxz)  (xdz  +  zdx)  =  0, 
oder,  wemi  man  dmxh  x  dividiii  und  ordnet, 

(31.)   [(a  +  bz)yi  +z'  —  c{l+  z'-)]dx  +  x{byYT^^  —  cz)dz  =  0. 
Jetzt  ergiebt  sich  dui'ch  Trennung  der  Variabehi 

(32.)  ^  (^1^-c.)^^ 

oder 

(32a.)  1-  +  L_l^i±^  =  0. 

Da  in  dem  zweiten  Gliede   der  Zähler  gerade  das  Diffe- 
rential des  Nenners  ist,  so  erhält  man  durch  Integration 

\x  +  \{a  -^bz  —  cyi+22)  =  IC, 
also 

x{a  -\-bz~  cyi  +  z"-)  =  C, 
oder 

(33.)  ax  +  by—  cY^^^  =  C. 

^Yeit  leichter  wii'd  die  Lösimg  dieser  Aufgabe  durch  die 
Substitution 

.  (34.)  X-  -\-  y-  =  r^,     xdx  +  ydy  =  rdr, 

denn  dadiu'ch  geht  Gleichung  (30.)  über  in 

ardx  -\-  brdy  —  crdi'  =  0, 
oder 


469  dy        /vX 
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(35.)  adx  +  i>dy  —  cd'>'  =  0, 

woraus  man  wieder  in  Uebereinstimmung  mit  Gleichung  (33.) 

ax  +  by  —  er  =^  C 
ündet. 

Aufgabe  7.  Mau  soll  alle  Curven  bestimmen,  bei  denen  die 
Summe  der  Abscisse  x  und  des  Eadiusvector  r  gleich  der  Sub- 
tangente  ist. 

dx 

Auflösung.   Die  Subtangente  einer  Curve  ist  bekanntlich  y-j-  r 

folglich  gilt  für  die  gesuchten  Curven  die  Differential -Gleichung 

dx 

dy 
oder 

(36.)  ydx  =  {x+  y^+f-)dy. 

Hier  wird  man  zweckmässiger  Weise  x  —  yz  setzen,  wo- 
durch Gleichung  (36.)  übergeht  in 


ijitidz  +  zdy)  =  {yz  +  VyV-  _|.  yi^^y^ 
oder,  wenn  man  dui'ch  y  dividirt  und  ordnet, 


(37.)  ydz  =  yi-\-z''dy. 

Jetzt  ergiebt  sich  durch  Trennung  der  Variabein 
/  ^  X  dz  du 

^  yTT^     y 

und  diu'ch  Integration 

i(^  +  ]/rT^)  =  iy-i;., 

wobei  die  Integrations-Constante  mit  \p  bezeichnet  ist.    Daraus 

folgt 

(39.)  p{z  +  l/r+^j  =  y,     oder     2^^  +  V^^f)  =  'A 

pyx^  +  y^  =  y-—px, 

p^x-  +  p~y^  =  y*  —  2pxy-  +  p^x-, 
(40.)  7/2  =  2px  +  p\ 

Die  gesuchten  Curven  sind  also  Parabeln,  deren  Brennpunkt 
zum  Anfangspunkt  der  Coordinaten  gewählt  ist.    Dabei  wü'd 
(41.)  r  =  X  -\-  p,     St  =  x  +  r  =  2x  +  p. 


} 
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§  80. 

Einige  weitere  Fälle,  in  denen  man  die  Trennung 
der  Variabein  ausführen  kann. 

Mitunter  kann  man    die  Functionen  M{x,  y)  und  N{x,  y) 
in  der  Differential -Gleichung 
(1.)  M{x,  y)dx  +  N{x,  y)dy  =  0, 

auch  wenn  sie  rdcht  homogen  sind,  durch  eine  Parallelverschiebung- 
der  Coordinaten,  also  indem  man 

(2.)  x^x'  -\-'%,    y  =  y'  +  n 

setzt  und  die  C'onstanten  |  imd  ij  passend  wählt,  homogen  machen. 
Wie  dies  geschieht,  mögen  die  folgenden  Aufgaben  zeigen. 

Aufgabe  1,    Man  soll  die  Differential- Gleichung 

(3.)  '2{x  —  2y  —  b)dx  -\-  {bx  —  y  ~  l)dy  =  0 

integrii'en. 

Auflösung.     Indem  man  die  Werthe  von  x  und  y  aus  der 
Gleichung  (2.)  in  die  Gleichung  (3.)  einsetzt,  erhält  man 
(4.)     2{x'  —  2y'  +  '^  —  '2ri  —  b)dx'  -\-{px'  —y'  +  b'i  —  rj-—l)dy'  =  0. 

Damit  die  Factoren  von  dx'  und  dy'  in  dieser  Gleichung 
homogene  Functionen  ersten  Grades  von  x'  und  y'  werden,  muss 
man  ^  und  j/  so  bestimmen,  dass 
(5.)  I  —  2r^  —  5  =  0     und     55  —  J?  —  7  =  0 

wird.    Dies  giebt 

(6.)  ^-  =  1,     n  =  -2, 

also 
(7.)  x^x'  +  l,     y=^y'-2. 

Dadurch  geht  Gleichung  (4.)  über  in 
(8.)  '■lix'  —  2y')dx'  +  {bx'  —  y')dy'  =  0. 

Indem  man  y'  =  x'z  setzt,  erhält  man 

2{x'  —  2x'z)dx'  -f  {hx'  —  x'z)  [x'dz  -f  zdx')  =  0, 
oder,  wenn  man  durch  x'  dividirt  und  ordnet, 
(9.)  (2  +  2  _  z^)dx'  -f  (5  —  z)x'dz  =  0. 
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Jetzt  ergiebt  sich  durch  Trennung  der  Variabein 
n  0  ^  ^  —  (~  '^  +  5)(7z  _  _   "Idz  dz 


x'  z^  —  z  —  2  z+ls  —  2 

imd  durch  Integration 

\x'  =  —  2l(c  +  1)  +  1(^  _  2)  +  IC, 
oder 

x'{z-\-  \f  =  C{z  —  '2\ 
(11.)  {ij'^xJ^C{y'-^x'). 

Daraus  folgt  mit  Eücksicht  auf  die  Gleichungen  (7.) 
(12.)  (^  +  y  +  1)'  =  C{y  —  2x  +  4). 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  ganz  allgemein  die  Differential- 
Gleichung 

(13.)  {ax  -\-  by  -{-  cjdx  +  {uiX  +  hxy  +  Ci)dy  ■=.  0 

integrii'en.     Setzt  man  nämlich  wieder 

(14.)  x  —  x'-\r%,     y  =  %/-{■  n, 

SO  geht  Gleichung  (13.)  über  in 

{lb.){ax'  +  hy'  +  ai  +  bn  +  c)dx'  +  {a,x'  ^b,ij'  +  a{^  +  b,ri  +  c,)dy'  =  Q. 

Jetzt  kann  man  die  Constanten  §  und  ly  so  bestimmen,  dass 

(16.)  a'i  +  hj  +  c  =--  0     und     a{i  +  ^i?/  +  Ci  =  0 

wird,  indem  man 

/,  _  N  ..        bci  —  biC  cui  —  Ciu 

(^'•)  ^  =  ~Ä 1'      V  =  -L 1 

abi  —  Uib              abi  —  a^ö  't 

setzt.    Dadurch  werden   in  Gleichung  (15.)   die  Factoren  von 
dx'  und  dy',  nämhch 

(18.)     31{x%  y')  =  ax'  +  by'     und     N{x',  y')  =  a^x'  +  b^y'  ! 
homogene  Functionen,  und  die  Differential -Gleichung  erhält  die 

Gestalt  I 

(19.)                  {ax'  +  by')dx'  +  {a^x'  +  biy')dy'  =  ü,  I 

so  dass   man  sofort,  das  im   vorhergehenden    Paragraphen  an-   J 

gegebene  Verfalu-en  anwenden  kann.  I 

Bei  dieser  Umformung  ist  allerdings  stillschweigend  die  j 
Voraussetzung  gemacht  worden,  dass  die  Determinante  abx  ~  a^b  ! 
von  Null  verschieden  ist.    Wenn  j| 
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(20.)  abi  —  ßiJ  =  0,     oder     a:  ai  = -b  :  bi  =  m 

ist,  so  wii^d 

(21.)  az  +  by  =  m(aix  +  5iy). 

Das  weist  darauf  hin,  dass  man  hier 
(22.)  üiX  +  bijj  =  z,     also     aidx  +  bidi/  =  dz 

setzt;    dann    geht   die    gegebene    Differential -Gleichung    (13.) 
über  in 

(mz  +  t')<:^^'  +  (~  +  Ct)dy  =  0, 


oder 


bi{7nz  -f  c)dx  +  (2  +  f  1)  (^•s^  —  aic/a:)  =  0, 
[(biM    -  a))^  +  {bic  — -  ttiCiJldx  +  (^  +  Ci)dz  =  0, 
(2  4-  ci)dz 


(23.)  (^a;  = 


(6iWi  —  «1)2:  +  [biC  —  UiCi) 


Beispiel. 
Aufgabe  2.    Man  soll  die  Differential- Gleichung 
(24.)  {x  —  2y  +  9)dx  —  (3a;  —  6y  +  i9)dy  =  0 

integriren. 

Auflösung.    In  diesem  Falle  ist  also 
2  =  —  3.r  -f  6y,   ?n  =  —  ^,  bim  —  öTi  =  1 ,    biC  —  aiCi  =  —  3, 
folglich  wird  nach  Gleichung  (23.) 

(25.)  dz  =  -^'-^f'  =-,h+16-^, 

^  z  —  3  ;::  —  3 

also 

a;  =  —  0  -f  16l(z  —  3)  +  2(7, 

oder 

(26.)  a;— 32/ +  81(6?/  — 3a:  — 3) -f  C=  0. 

Unter   der  Voraussetzung,    dass  ab^  —  «16    von  Null  ver- 
schieden ist,  kann  man  die  Differential  -  Gleichung 

{ax  +  ^y  +  ^)dx  +  {a\X  -f  b^y  +  ci)dy  =  0 
auch  dadurch  integriren,  dass  man 

(27.)  M{x^  y)  =:  ax-\-by-\-  c  =  u,     N{x,  y)  =  UiX  -f-  b^y  -\-  Ci  =  o 
Kiepert,  Integral -Rechnimg.  30 


466       §  80.     Weitere  Beispiele  iür  die  Trennung  der  Variabein.  j 

setzt  und  die  Grössen  u  und  c  zu  Integrations-Veräuderlichen 

macht;  dann  Avird  ( 

j 
(28.)  du  =  adx  +  hdy^     de  =  a^dx  +  bidij,  i 

also  i 

[  (abi  —  aih)dx  =  h\du  —  hdc, 

\  {aJjx  —  aib)dy  :=  —  Uidu  +  adv.  , 

Deslialb  geht  die  vorgelegte  Differential -Gleichung  über  in    j 

uihidu  —  bdv)  -\-  v{ —  Uidu  +  ade)  =  0,  ' 

oder 
(30.)  {hiii  —  aiü)du  +  ( —  bu  -\-  av)dv  =  0. 

In   dieser    Gleichung   sind   die   Factoren   von   du  und  do 
homogene  Functionen  ersten  Grades  von  u  und  v. 

Beispiel. 

Aufgabe  3.     Man  soll  die  Differential -Gleichung  = 

(31.)  (3y  —  Ix-Y  l)dx  +  [lij  —  3a;  +  3)r/y  =  0 

integriren. 

Auflösung.     Hier  setze  man 

(32.)  3^  —  Ix  -\-  1  z^u,     ly  -—  3^  +  3  =  ZJ, 

dann  wird 

2>dy  —  Idx  =  du^     Idy  —  'idx  =  de, 

(33.)         ^^dx  =  —  Idu  -f  3(/ü,     40(7^  =  —  3g?w  +  Idc, 

folglich  geht  Gleichung  (31.)  über  in 

u{—  Ida  4-  3c?'ü)  +  v{—  'ddu  +  Idc)  =  0, 
oder 

(34.)  ilu  +  ^v)du  +  {—  3w  —  lv)dv  =  0. 

Für  v  =  icz  erhält  man  hieraus 

(7m  -f  Suz)du  +  ( —  3w  —  7uz)  {iidz  +  ^du)  :=  0, 
oder,  wenn  man  diese  Gleichung  diu'ch  w  dividirt  und  ordnet,   ] 
(35.)  7(1  —  z'^)du  =  (3  +  lz)udz, 

Idu       (3  +  72)f/^  /     5  2     \ 

^'^•^  ^^c    =  -r^^~~  =  ^  (.- :  1  +  c^l j^' 

(37.)  7l,^_{-5](~_i)4-  2l(c+  1)=1C, 

oder 


i 


1 
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(38.) 


Dies  giebt 


oder 


ti\z^^lfiz-{-iy-  =  C. 


(39.) 

Avobei 

(40.) 

gesetzt  worden  ist. 


^%x  -\-y-~lf.  102(a:  —  y  —  lf^C, 


C'=iK10KCx 


§  81. 

Lineare  Differential -Gleichungen  erster  Ordnung. 

(A^ergl.  die  Formel- Tabelle  Nr.  183.) 

Die    Diiferential- Gleichungen   erster    Ordnung    kann   man 


weiter  eintheilen  nach  dem  Grade,  den  sie  in  Bezug  auf 


dy 
dx 


und  y  haben.  Denmach  versteht  man  unter  einer  Differential- 
Gleichung  erster  Ordnung  und  ersten  Grades  eine  Gleichung 
von  der  Form 

dy 


(1 


dx 


+  y  -/C^)  =  f{^\ 


wobei  f{x)  und  (p{x)  noch  beliebige  stetige  Functionen  von  x 
sind.     Gewöhnlich  nennt  mau  eine  solche  Gleichung  „eme  lineare 
Differential-  Gleichung  erster  Ordnung'-''  und  kann  zu  ihrer  Inte- 
gration die  folgenden  Methoden  anwenden. 
1.    Methode  von  Bernoulli.    Man  setze 


(2.)                  y  =  uz,     also     ^  =  ^^  ^^ 

du 
^  ^'dx 

dann  geht  Gleichmig  (1.)  über  in 

(«•)           4  +  - 

'du    ,           j.' 

=  (f{x] 

Von  den  beiden  Functionen  u  und  z  kann  man  die  eine 
noch  ganz  behebig  annehmen;  deshalb  werde  u  so  bestimmt, 
dass  in  Gleichung  (3.)  der  Factor  von  z  verschwindet,  dass  also 
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(4.)                                  S+''-/W  =  0 

i 

wird.     Dies  giebt                                                                               ^ 

du           j,,  .  ^                                                     ' 
(5.)                                    -  =  '-f{^)dx, 

also  durch  Integration 

f.                                                       —f/(x)dx 

(6.)                \u  —  — Jf{x)dx,      oder     u  =  e -^ 

Diu-ch  diese  Bestimmung  von  u  reducirt  sich  Gleichung  (3.) 

auf 

(7.)               u-^=(f{x),      oder     dz=(f{x).e'^    ""'  "".dx,                      i 

folglich  wird                                                                                      ^ 

(8.)                           z  =  jffix) .  /^^"^'".  dx  +  0, 

also 

(9.)             y  =  uz  =  e-^                l(f{x)  .  e-"          .  c/ä:  +  C 

Beispiele. 

Aufgabe  1.    Mau  soll  die  Differential -Gleichung 

integriren. 

Auflösung.    Indem  man  y  =  uz  setzt,  tindet  man  aus  Glei- 
chung (10.) 

dz    ,       /du  2m    \        ,      ,    ,v„  f 

Damit  der  Factor  von  z  in  dieser  Gleichung  verschwindet,      , 

bestimmt  man  u  so,  dass  j. 

I 
du  2u  ,         du         2dx 

wird.    Dies  giebt  m 

(13.)  lw  =  2l(a:+l),     oder    u  =  {x+Vf.  1 

Für  diesen  Werth  von  u   reducirt  sich  Gleichung  (11.)  auf 
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dz 

(14.)  '^^ H    ~  ^^  "*"  '^^^^     ^^^^     ''^^  =  (^  +  1)^^- 

Hieraus  findet  man  durch  Integration 

(15.)  2z  =  (:c  +  1)2  +  C, 

(16.)  2y  =  2uz  =  {x+  \f  +  C{x  +  1)-^. 

Da  es  bei  der  Bestimmung  von  u  nur  darauf  ankommt, 
dass  in  Gleichung  (3.)  der  Factor  von  z  verschwindet,  so  braucht 
man  in  Gleichung  (6.)  keine  Int egrations-Const ante  hinzuzufügen. 

Aufgabe  2,    Man  soll  die  Differential -Gleichung 

(17,,  i-<'y  =  -* 

integrü'en. 

Auflösung.  Indem  man  y  =  uz  setzt,  findet  man  aus  Glei- 
chung (17.) 

(IS.)  «-^^  +  .(^^ -««)=... 

Damit  der  Factor  von  z  in  dieser  Gleichung  verschwindet, 
bestimmt  man  u  so,  dass 

,      -  du  ,         du 

(19.)  -, «M  =  0,     oder     —  =  adx 

^      '  dx  u 

wird.     Dies  giebt 

(20.)  \u  =  ax^     oder     u  =  e"^. 

Für  diesen  Werth  von  u  reducirt  sich  Gleichung  (18.)  auf 

(21.)  u-^  =  x\     oder     dz  =  e-'^^  .  x^dx. 

dx 

Hieraus  erhält  man  durch  partielle  Integration 

(22.)     z  = ^,  •  e-«*(aV  -f  4:a^x^  +  12aV  +  24a5;  +  24)  +  C, 

folglich  wird 

(23.)       a5(CV^  —  y)  =  tt'^x^  +  4a3^3  _|_  1.20^2^2  _j_  ^^x  -f  24. 

Aufgabe  3.    Man  soll  die  Differential -Gleichung 
(24)  '^''  ^  ^^a'^'^Y^jt'^^ 

]  ''  fix    yr+x^       yi—x^ 

integiiren. 
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Auflösung.     Indem  man  y  =  uz  setzt,  erhält  man  der  Reihe 
nach  die  folgenden  Gleichmigen 

.      \  dz  /'du  u       \ a;  +  Vi  +  a;^ 

^dx       ^\dx      yY+J^/"^'^      yY^~^^ 
du ,  u  du  dx 

dx      yY+~^^  ~    '     w  "  1/1+^2 ' 


(26.)  lu  =  l(:^•  +  ]/l  +  a;2) ,      m  =  .r  +  ]/ 1  +  a;2. 

Deshalb  geht  Gleichmig  (25.)  über  in 

dz           X  -\-y  1  -{-  x^  ^         dz  a 

u-r  =  « - —  5     oder         — 


dx  ]/i  —X-  (^^      y  1  —  x^ 

also 

, ,  ,  adx 

(27.)  dz  ^  —p:^ 1^  j    z  ^=  a  .  arcsm.r  +  C, 

^      ^  yY^x' 

(28.)  y  —  uz  =  (a;  -f  ]/l  +  x^)  {a  .  arcsina;  +  C). 

2.    Methode  von  Lagrange  (Variation  der  Constanten). 

Man  ersetze  zunächst  die  Diiferential- Gleichung- 

(29.)  ^^  +  y.f{x)  =  cf(x) 

durch  die  Gleichung* 

(30.)  f^-^y.f{x)  =  0, 

cixi 
welche  in  Bezug  auf  ij  und  -j-  homogen  ist,    und  bei  der  ohne     j 

Weiteres  die  Trennung-  der  Variabein  ausgeführt  werden  kann. 
Dadurch  erhält  man 

(31.)  '^j=:~f{x)dx  . 

und  durch  Integration 

(32.)  \y  =  -ff{x)dx^\c, 

oder 

-ff{x)dx 

(33.)  y  =  c.e 
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Versucht  man  jetzt,  ob  die  Gleiclmiig  (33.)  auch  ein  Integral 
der  Gleichung  (29.)  ist,  so  erkennt  man,  dass  dies  nur  möglich 
ist,  wenn  man  c  nicht  als  eine  Constante,  sondern  als  eine 
Function  von  x  betrachtet.  Aus  Gleichung  (33.)  oder  (32.)  findet 
man  unter  dieser  Annahme  durch  Differentiation 

1  c??/   ,     „,  ,       1  de 

y  dx      ■    ^  '        c  dx 
oder 

folglich  wird  nach  Gleichung  (29.)  und  (33.) 

ij  de  _   -jA^y^  de  _     ,  , 
c  dx  dx       "  ^'  -^ ' 

(35.)  -dx^'f^-'  ' 

oder 

(36.)  c  =  L,{x) .  J^^'^^\  dx  +  C, 

also  in  Uebereinstimmung  mit  Gleichung  (9.) 
(37.)        ,         y  —  ^  h{x) '  e  .  dx  +  c 

Beispiele. 

Aufgabe  4.    Man  soll  die  Differential  -  Gleichung 

(38.)  -1  J^  aij  =  h  .  e'"-^ 

integriren. 

Auflösung.  Integrirt  man  zunächst  die  lineare,  Iwmogene 
Differential  -  Gleichung 

(39.)  I  +  «^  =  0. 

SO  findet  man  durch  Trennung  der  Variabein 

(4:0.)  —  =  — ■  adx,     also     1^/  =  —  ax  -\-\c^ 

(41.)  y  —  G'  e"'"'- 
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Wenn  man  hierbei  c   als   eine  Function  von  .r  betrachtet,     j 
so  ergiebt  sich  durch  Differentiation  ■' 

y  dx  c  dz  \ 

oder  \ 

/.-.  N  dy   ^  y  de  ' 

(42.)  J  +  „j,=  ._.  , 

Dies  giebt  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (38.)  und  (41.)   /' 

?y  clo  (10  \ 

-^  —  =  5  .  e"'^,     oder     e-"'^  —=zh.  e»"^,  ' 

also  ; 

f/c 
(43.)  ^=*-^"'^"'^''  j 

(44.)  C  =  5  \e(a\m)^  _  f/^  _   \e(a^m)x  +   C'l ,  « 

(45.)  ?/  = (e'"^  +  C'e-"^).  | 

■^  a-\-  m  ' 

Aufgabe  5.     Man  soll  die  Differential -Gleichung 

integriren.  I 

Auflösung.      Durch    Integration    der    linearen,    homogenen    \ 

Differential  -  Gleichung 

/*r,\  dij  V  T         dij  dx 

(47.)  -/  =  ^  -  ,     oder     —  = 

'  dx  X  y  X 

erhält  man 

(48.)  \y  —  \c  —  \x,     oder    a^y  =  c. 

Betrachtet  man  jetzt  c  als  veränderlich,  so  erhält  man  aus 

dieser  Gleichung  durch  Differentiation 

(49.)-"^=^---,     oder     ^y  +  i^=^^=l^. 
y  dx        c  dx       X  dx       x       c  dx       x  dx 

Deshalb  geht  Gleichung  (46.)  über  in 

(50.)  -  -r-  =  (t,     also     de  =  axdx, 

X  dx 


l 
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folglich  wird  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (48.) 
(51.)  2c  =  ax'^  +  C,     also     2tij  =  ax^  +  C. 

Aufgabe  6.     Man  soll  die  Differential  -  Gleichung 
(52.)  {l -^    x^)^  +  ry  =  o 

integriren. 

Auflösung.     Durch  Integration  der  linearen,  /tomoffenen  Diffe- 
rential-Gleichung 

(53.)        (1  —  X-)  -f  -{-  XU  =  0,     oder     2  -^  =  —  ^ -, 

^      ^         ^  '  dx         -^  '  y  1 — rc- 

erhält  man 

(54.)        \{tß)  =  1(1  -  x')  +  \c,     oder    tj-  =  c(l  -    x^). 

Betrachtet  man  jetzt  c  als  veränderlich,  so  erhält  man  aus 

dieser  Gleichung  durch  Differentiation 

2  dp  _  —  2x        l  de 

y  dx       1  —  x"^       c  dx 
oder 

(55.)  (1--=)|  +  -^  =  (1— ')|-|- 

Deshalb  geht  Gleichung  (52.)  über  in 

dies  giebt  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (54.) 

(57.)  ^^ ^;^ -r  =  (t,    oder    c    Vc  =  (1  —  x^)    -.2adx, 

2]/c  dx  '  \  )  1 

also  für  2;  =  sin/,  )/i  —  a;^  _  ^qs/,  r/a;  =  co^tdt 

2  Yc=  2aßl  -  :r2)~^^:r  =  2a^^  -  2atg^;  +  26', 

(58.)  VV  =  ^  +  a 

Deshalb  findet  man  aus  Gleichung  (54.) 
(59.)  ^J  =  ax+  CYl^^^K 
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3.  Methode  des  integrirenden  Factors. 

Man  miiltiplicire  die  Differential -Gleichung 

(60.)  ^1  +  y  .f{x)  =  cp{x) 

mit  dem  Factor  ip{z)dx,  man  bilde  also 

(61.)  ip{x)dy  +  ipix)  [y  .f{x)  —  (f{x)]dx  =  0 

mid  bestimme  die  Function  xp{x)  so,  dass  die  linke  Seite  von 

Gleichung  (Gl.)  ein  vollständiges  Differential  wird,  d.  h.  so,  dass 

die  Bedingung 

C62)  QM{x,  y)  ^  öNjx,  y) 

^  ""^  dy  dx 

erfüllt  wird,  wobei  in  dem  vorliegenden  Falle 

(63.)      M  [x,  y)  =  Vj{x)  [y  .  f{x)  -  if{x)] ,     N{x,  y)  =  ib{x) 

ist.    Dies  giebt  also  die  Gleichung 

(64.)       ip{x).f{x)  =  ip\x\     oder     '^^^^dx  =f{x)dx, 


i 


(65.)  \[^{x)]^Jf{^)dx,     oder     ip{x)  =  e'^^''^'\  r 

Deshalb  geht  Gleichung  (61.)  über  in  I 

(66.)      du  =  e-^^"^"'.  [y  .f{x)  —  <f  {x)\dx  +  Z^^"^"".  dy  =  0, 
folglich  wkd  nach  dem  in  §  71  und  72  angegebenen  Verfahren 

(67.)  u  =/N{x ,  ^j)dy  +X=y.  e'^^^"^''"  +  X , 

wobei  X  nur  noch  eine  Function  der  einzigen  Veränderhchen  x 
ist.     Dabei  wird  mit  Eücksicht  auf  Gleichung  (66.) 

also  j 


I 


dx; 


(68.)  §=-/*"".»(.■),   X  =  ^f,{.) 

man  findet  daher  in  Uebereiustimmung  mit  den  Gleichungen  (9.) 
und  (37.) 

(69.)  ic  =  y.e'^  ~     (f{x)  .  e-^  .  dx  =  C, 


oder 


Ji 


i 
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(70.)  y  —  e  -^  •      /^/(ä;)  .  e*^         .  dx  -\-  G   • 

Beispiele. 

Aufgabe  7.     Man  soll  die  Differential -Gleicliiing 
n\\  </y  ?/     __aretg.r 

'^     ^^  c/.c"^l  +  2;-^        1  +  a;^ 

integrireii. 

Auflösung.     DiutIi  Multiplication  mit  xp{x)dx  geht  Gleichung 
(71.)  über  in 

(72.)  xp{x)  (^,  -  ^I^:)  ./:r  +  4<^)dy  =  0. 

Damit  die  linke  Seite    dieser  Gleichung   ein  vollständiges 
Differential  wird,  muss 

(73.)  T^~-A,  =  «/^  (^\     oder     ^^^;  dx  = ^ 

sein.    Daraus  folgt,  wenn  man  arctga;  mit  t  bezeichnet, 
(74.)  \[ifj(x)]  =  RYCtgx  =  i,    oder     \p{x)  =  eK 

Gleichung  (72.)  geht  daher  über  in 

(75.)  du  =  e^y  -  t)  --^,  +  eV/^  =  0, 

oder 

(75  a.)  du  =  e%y  —  #)c?2!  -f  e^dy  =  0. 

Dies  giebt  dm-ch  Integration 
(76.)  u  =  y  .e*  -{-  X=^  C, 

wobei  X  eine  Function  der  einzigen  Veränderlichen  t  ist, 

dt       -^  dt        -^  ' 

also 

(77.)  dX  —  ^t.  eklf,     X  =  —  e\t  —  1) , 

(78.)  u  =  y  .e'  —  e\t^~l)  =  C, 

(79.)  u  =  t-~l  -\-C  .e-^  r=  arctg.r  —  1  +  Ce-^^ctgo;^ 
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Aufgabe  8.    Man  soll  die  Differential- Gleichung 
(80.)  dj,^     :ry     _      smx 


dx       1  +  a:2       y  i  ^  ,,.2  ^ 

iiitegriren.  j 

Auflösung.    Indem  man  Gleichung  (80.)    mit  ip{x)dx  multi-  i 
plicirt,  erhält  man  f 

(81.)  rp(x)(-^^,^  :^^^y.  +  ,p(r),hj  =  ».  \ 

I 

Damit    die   linke  Seite   dieser  Gleichung   ein  vollständiges  j 
Differential  ist,  muss 

,   ^.  xxbix)  ,,  ,         ,         ilj'(x)dx        xdx 

82.)  --^=xp'{x\    oder        ,/,    ^T^r^^ 

sein.    Daraus  folgt  1 

(83.)         l[</'(^.)]=  il(,l  +  .r-),     oder     xl>{x)  =  Vi  +^^  j 

Gleichung  (81.)  geht  daher  über  in  \ 

(84.)       du  =  (—^K=  ^  sina:V^  +Vl+  x^  .du  =  0. 

V)/l    +  Ä-2  /  '  ^  I 

Dies  giebt  durch  Integration 
(85.)  u  =  y  yT+'V'  -\-  X  =  C, 

wobei  X  eine  Function  der  einzigen  Veränderlichen  x  ist,  also 
mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (84.) 
,r.^\  <5^^  XU  dX  xy 

dx      yi  j^  r^i       dx       yiJfx"- 
(87.)  dX  =  —  sinrc^Ä*,     X  =  cosä;, 

(88.)  u  =  y]/r+^-  +  cosa:  =  6'. 

Aufgabe  9.    Man  soll  die  Differential- Gleichung 
(89.)  ,   J^  —  ytgx  =  2cos'^x 

integriren. 

Auflösung.     Indem  man  Gleichung  (89.)  mit   ili{x)dx  multi- 
plicirt,  erhält  man 
(90.)  ip(x)  (—  ytgx  —  '2C0S'x)dx  +  ip{x)dy  —  0. 
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Damit  die   linke  Seite    dieser  Gleichung   ein  vollständiges 
Differential  ist,  muss 

,  .^  ,,  .  ,  il)\x)clx        —  smxdx 

(91.)    -^Wtg.  =  ^'W,    Oder    J^^^^^^^^ 

sein.     Daraus  folgt 

(92.)  l['/^(-'^)J  =  l(cosa;),     oder     \p{x)  =  cosx. 

Gleichung  (90.)  geht  daher  über  in 
(93.)         du  =  —  {y%mx  +  2  zo%^x)dx  +  cosa: .  dy  =  0. 

Dies  giebt  dui'ch  Integration 

(9i.)  u  =  ycosx  -{-  X  =^  C, 

wobei  X  eine  Function  der  einzigen  Veränderlichen  x  ist,  also 
niit  Rücksicht  auf  Gleichung  (93.) 

öu  .       ,   dX 

(95.)  fi~  ~  —  y  ^^^^  "f"  'T'  ~  —  y  sma;  — 2  cos^.r, 

(96.)  dX  =  —  2  C0S^a:f/:r  =  —  2(1  —  sin-.r)  COSX dz, 

X  =  —  2(sina;  —  ^sin^:r), 
(97.)  'du  =  3?/cosa;^ —  6sinrr  +  2sin%  =  SC. 


§  82. 

Gleichung  von  BemoullL 

(Yergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  184.) 

In  manchen  Fällen  lässt  sich  eine  Differential -Gleichung 
erster  Ordnung,  welche  nicht  linear  ist,  durch  eine  passend 
gewählte  Substitution  zu  einer  linearen  machen.  Es  sei  z.  B. 
nach  Bernoulli 

(1.)  y'%+y'^'-f{^)  =  r-^{^), 

wobei  p  und  q  beliebige  positive  oder  negative,  ganze  oder 
gebrochene  Zahlen  sind.  Setzt  man  dann  q — p  =  n,  so  kann 
man  die  Gleichung  auf  die  Form 

(2.)    %  +  yJ{x)  =  f^,cp{x),     oder    ^|+-P^  =  9^(^) 
bringen.    Daraus  ergiebt  sich  durch  die  Substitution 
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,    .  \         dz       71  —  \  dy 

^  '^  ^  j'/"-'       dx  tf      dx 

die  lineare  Diiferential- Gleichung  erster  Ordnung 
(4.)  ^^  -  {n  -  \)z  .  f{x)  =  (71  -  l)cf{x). 

Man  kann  aucli  die  Differential -Gleichung  (2.)  unmittelbar 
integriren,  indem  man  wieder 
(5.)  y  =  uz 

setzt.    Daraus  ergiebt  sich 

(6-)  •«l+--(£+»-^W)=«"^"-'^«- 

Wenn  man  die  Function  u  so  bestimmt,   dass  der  Factor  * 
von  ;:;  verschwindet,  erhält  man 

(7.)  ^  +  ^^  •/(•^)  =  0,     oder    '-^=—f{x)dx,  j 

(8.)  \u  = —'J/{x)dx,     oder     u=  e  ^  "^  ''.  | 

Dadurch  geht  Gleichung  (G.)  über  in 

,     ^  dz  /    N  -,  dz  -{n—l)ff(x)dx  ,    ^  \ 

^^'^    «^=^^"^".^(^),     Oder    j^=^'''e         ^         .cf{x), 

,  ^  .  dz  -  ('i-  \)fj\x]äx       ,  I 

(10.)  -^„  =  e  -^  .  r/(.-r)f/:r.  | 

Macht  man  die  Voraussetzung,  dass  n^l  ist,  so  folgt  aus  ' 
Gleichung  (10.) 

(11.)        z'--  =  (1  —  ^0 /^'*"~'^^'"''  .  ff{x)dx  +  C(l  -  ?i), 

(12.)        ?/»-»=(l  — w)e        -^  e  -^  .(f{x)dx'{-C\.:^ 

Dagegen  erhält  man  für  w  =  1  aus  Gleichung  (2.)  j 

oder  '^ 
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(13.)  '^-l=--[<f{^)-.m]dx, 

(14.)  \y=J'[cf{,^-f{x)]dx. 

Beispiele. 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Differential -Gleicliiing- 

(15.)  1  +  1=  «2'='- 

integriren. 

Auflösung.    Indem  man  y  =  uz  setzt,  erhält  man  ans  Glei- 
chung (15.) 

(16.)  z.^  +  /t  +  -V-^Vl^. 

ax         \ax       x/ 

Damit  in  dieser  Gleichung-  der  Factor  von  z  verschwindet, 
bestimmt  man  die  Function  u  so,  dass 

, ,  ^  .  du  u  T         du  dx 

(17.)  -7-= j     oder     —  = 

ax  X  u  x 

wird.    Dies  giebt  durch  Integration 

(18.)  1«^  =  —  \x,     oder    u  =  -  • 

X 

Hierdurch  geht  Gleichung  (16.)  über  in 

1   dz        a  dz  dx 

(19.)  — f^^-^z-lx,     also     —  =  a\x' — ; 

X  dx      x-  z-  X 

folglich  wii'd  durch  Integration 

(20.)  —  i  =  -  (1^)2  +  C,     also    ~-  =  x\%  (L^■)2  +  c\  1 

z      2  y        12 

oder 

(21.)  xy[a(\xy- -}-2C]  + 2  =  0. 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  Differential  -  Gleichung 
(22.)  -£-^2ytgx  =  aij"-  ctg  x 

integriren. 

Auflösung.    Indem  man  y  =  uz  setzt,  erhält  man  aus  Glei- 
chung (22.) 


I 
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(23.)  ^Z"-  "^    \T  "^  2Mt^3: j=  au-z^ctgx.  ■ 

Damit  iu  dieser  Gleichung  der  Factor  von  z  verschAviudet, 
bestimmt  man  die  Function  u  so,  dass  | 

(24.)  -T-  +  2utgx  =  0,     oder      —  r=  —  2 ■ 

^      '  dx  u  cosa; 

wird.     Dies  giebt  durcli  Litegratiou  I 

(25.)  h<  =  2l(cos3:),     oder     u  =  zo^^x.  < 

Hierdurch  geht  Gleichung  (23.)  über  in, 

dz 
COS^a:  •    ,-  =  «cos*.«  .  c^ctg^r, 
dx  ' 


oder 

1 

(26.) 

dz       acos^xdx           /    1             .       \  7/  .      . 
z-           ?>m.x             Vsma:               /   ^        ^' 

folglich 

wird  durch  Integration 

(27.) 

1                                                         u 

—  —  =  a[l  (sina;)  —  4-sin-:rj  +  C  = j 

oder 

J 

f 

(28.) 

ay[2\{%mx)  —  sin^jr]  +  2C'y  +  2cos"'^.r  =  0. 

i, 

§  83. 

Erklärung  des  integrirenden  Factors. 

Es  war  schon  früher  gezeigt  worden,  dass  jede  Differential- 
Gleichung  erster  Ordimng  sich  auf  die  Form 
(1.)  M{x,  y)dx  +  N{x,  y)dy  =  0 

bringen  lässt  und  ein  allgemeines  Integral 
(2.)  F{x,  y,  C)  =  0      . 

besitzt.     Löst  man  diese  Gleichung  (2.)  nach  der  Constanten  C 
auf,  so  erhält  man 
(3.)  C=f{x,y), 

wobei  f{x,  y)  eine  Function  von  x  und  y  ist,    die  mit  u  be- 
zeichnet werden  möge.     Dann  folgt  aus  Gleichung  (3.) 
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,.  \  7         du   j        du    ^ 

(4.)  du^-^dx  +  j^dy  =  0. 

Aus  dieser  Gleichung  findet  man 

^        ^/(a^>  y) 

,,  .                             dy            dx  dx 

(5.)  -^- - 


dx  du  df{x,  y) 

<^y  ^ 

während  sich  aus  Gleichung"  (1.) 

/fi)  c/y  _        M{x,  y) 

^    '  dx  N{x,  y) 

ergiebt.    Da  diese  beiden  Werthe  von  ~  mit   einander  über- 

dx 

einstimmen  müssen,  so  wird 

du 

^  =  ^^(^^  y) . 

^  ''  du        N(x,  y) 

&y 

Bestimmt  man   daher  eine  Function  v  von  x  und  y  durch 
die  Gleichung 

da 

M{x,  y) 
so  ergiebt  sich  aus  Gleichung  (7.)  und  (8.) 

/« \  du  ^,,      ,      du  ^^,       . 

(9.)  ^  =  v.3I{x,y),     —  =  v.]S{x,y). 

Es  wird  deshalb  mit  Eücksicht  auf  Gleichung  (4.) 
(10.)  du  =  V  .  M{x,  y)dx  +  v  .  N{x,  y)dy. 

Damit  ist  bewiesen: 

Satz  1.     Es  giebt  stets  eine  Function  v  von  x  und  y,  tvelche 
die  Eigenschaft  hat^  dass 

V  [M{x,  y)dx  -)-  N{x,  y)dy] 
ein  vollständiges  Differe^itial  wird.    Die  Auflösung  der  Differen- 
tial- Gleichung 

Kiepert,  Integral -Rechnung.  31 
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M{x,  y)dx  +  N{x,  y)dy  =  0 
ist  dann 
(11.)  u=a 

Hierbei  heisst  die  Function  v  ,^ein  integrir ender   Factor''-. 

Die  vorgelegte  Differential  -  Gleichung  besitzt  unendlich  viele 
integrirende  Factoren.  Multiplicirt  man  nämlich  Gleichung  (10.) 
mit  einer  beliebigen  Function  (f{u)  von  m,  so  erhält  man 

(12.)  (fi{xi)du  =  dj(f{u)du  =  V  .(f(ti)M{x,  y)dx-\-v  .(p{ii)N{x,y)dy. 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  ebenfalls  ein  voll- 
ständiges Differential,  nämlich  das  vollständige  Differential  von 
J<f{u)du.    Dies  giebt 

Satz  2.  Ist  V  ein  integrir  ender  Factor  der  Differential- 
Gleichung 

M{x,  y)dx  +  N{x,  y)dy  =  0, 

welcher  das  Integral  u  =^  C  liefert^  so  ist  auch   V  gleich  v.(f{u) 
ein  integrirender  Factor. 

Damit  sind  aber  alle  integrirenden  Factoren  erschöpft, 
denn  es  gilt  auch  der  folgende 

Satz  3.  Shid  V  und  v  ztcei  integrirende  Factoren  der 
Differential-  Gleichung 

31{x,  y)dx  -\-  N{x,  y)dy  =  0 , 
und  ist  der   Quotient  von   V  und  v  keine    Constante,  so  ist  das 
vollständige  Integral  der  vorgelegten  Differential- Gleichung 

(13.)  7-C7,, 

wobei  Ci  eitle  xcillkürliche   Constante  bedeutet. 

Beweis.    Nach  Voraussetzung  sind 
(14.)     du  =  v{Mdx  +  Ndij)     und     dU  =  V{Mdx  +  Ndy) 
vollständige  Differentiale,  folglich  wird     - 

(15.)  dU—  ^ du,   oder    -^--dx  +  -,—«</  =  —  (  -r  «•'^  +  ai~  "^  ) ' 
^      '  t;      '  dx  dy    ^       V  \dx  dy   ''  J 

also 

^     ''  \dx       V  dx)  ^      \dy        v  dy/^  ~~ 
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Da  diese  Gleichung  für  unendlich  viele  Werthe  von  dx  und 
dy  gelten  soll,  so  muss 

eu      V  die        ^     du      V  du 

(17.)  ^^;^  =   —    — -         und  -^r-  =  —^;- 

ox        0    öx  dy        V    dy 

sein.    Setzt  man  nun 

(18.)  ^-=^p{x,y\     U=0{x,y), 

so  kann  man  y  aus  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen  aus- 
rechnen und  in  die  zweite  einsetzen.     Dadurch  erhält  man 
(19.)  y  =  ip{x,  u),     U=  (D[x,  xp{x,  u)]  =  F{x,  u). 

Dies  giebt 

du 

dx 

dU_  V  du 

dy        V    dy 


(20.) 


(21.) 
folglich  ist 

(22.) 


Vdji_d_F     dFdu 

V   dx      dx      du  dx 


dFdu 
du  dy 


V 

V 


dF 

du 


und 


dF 
dx 


=  0, 


V  dF 

d.  h.  U  =  F(z,  u)  und  deshalb  auch  —  =  ^r—  sind  Functionen 

V  du 

der  einzigen  Veränderlichen  u,  so  dass 


(23  ) 


V 


das  allgemeine  Integral  der  vorgelegten  Diiferential-Gleichung  isl. 


§  84. 

Beispiele  zur  Erläuterung. 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Differential -Gleichung 

(1.)  ydx  —  {x  +  y)dy  =  {) 

integriren. 

Auflösung,    Da  die  vorgelegte  Differential-Gleichung  homogen 
ist,  so  setze  man  y  =^  xz\  dann  ergiebt  sich 

zdx  —  (1  -f  2)  ixdz  +  zdx)  —  0, 
oder 

31* 
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z'dx  +  (1  +  z)x(h  =  0, f-  (c-'  +  z-^)dz  =  0 ,  i 

(2.)  \x  +  \z-^~=  C,     oder     ly  —  "^  =  C. 

Li  diesem  Falle  ist  also 

(3.)  U  =  \t/^-=:C, 

'      y 

,    ^                            ,               dx       (x  4-  v)dy 
(4.)  du  = h  ^    ^/^  ^  =  0. 

y  y^  1. 

Damit  Gleichung  (1.)  diese  Form  erhält,  muss  man  sie  mit     'j 
mul 
Beispiele 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  Differential -Gleichung- 
(6.)  xdy  —  ydx  =  0  Ä 

integ-riren.  v 

Auflösung.     Durch  Trennung-  der  Variabein  findet  man  aus 
dieser  Gleichung  ohne  Weiteres 

^-^  =  0,     ly-l:.  =  lC,  i 

y      ^ 

oder 


^  multipliciren.    Der  integrirende  Factor  ist  daher  in  diesem 

piele 
(5-)  ^  =  -,V 


(7.)  |=C. 

Bezeichnet  man  also  die  Function  -  mit  ^<,  so  wird 

X 

(8.)  ^„  =  ^ü^_0. 

Damit  Gleichung  (6.)  diese  Form  erhält,  muss  man  sie  mit 
dem  integrirenden  Factor 


( 


(9.)  «  = 

multipliciren. 


1^ 
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Aufgabe  3.    Man  soll  die  Differential -Grleichimg- 


485 


(10.)         [y(yX  —  y)-  —  xy^yix  +  [^^y  —  ^(^  —  yf]^'!/  =  0 
integriren. 

Auflösung.  Die  vorgelegte  Dilferential-Gleichung  kann  durch 
keine  der  bisher  angegebenen  Methoden  integrirt  werden.  Multi- 
plicirt  man  sie  aber  mit  dem  Factor 

1 


(11.) 

so  geht  sie  über  in 


(12.) 


y~ 


{x  —  tjf] 


xy{x~ijf 


dx  + 


dy  =  ^. 


.{x  —  tjf 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  das  vollständige  Diffe- 
rential der  Function 


(13. 


=o 


y)      x 


XXj 


y 


+  c, 


wie  bereits  in  §  72,  Aufgabe  5  ermittelt  worden  ist. 

Weitere  Beispiele  für  die  Bestimmung  des  integrirenden 
Factors  wurden  bereits  bei  der  Integration  der  linearen  Diffe- 
rential-Gleichungen erster  Ordnung  in  §  81  (Aufgabe  7,  8  und  9) 
ausgeführt. 


§  85. 

Bestimmung  des  integrirenden  Factors. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  185  bis  190.) 

Die  Bedingung,  dass  ■c{Mdx  -f  Ndy)  ein  vollständiges  Diffe- 
rential wird,  ist  nach  Formel  Nr.  175  der  Tabelle 

d{vM)      di'cN) . 


dies  giebt 

oder 

(1.) 


dy 


d:. 


031   ,    ^^dv  ÖN  ,    ^^dv 

öl/  öy  ox 


dx 


31^  -  NK^ 
öy  öx 


dv  _     /ÖN 

~~     \  dx 


dM\ 

öy) 
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Diese  Bedingung"  ist  tiothtcendig ,  aber  auch  Jiinreicheiid  da- 
für, dass  V  ein  integriretider  Factor  ist,  und  zwar  ist  Gleichung 
(1.)  eine  partielle  Difierential- Gleichung  für  ü,  denn  sie  enthält 

die  partiellen  Ableitungen  -v—  und  ^—  •    Man  kann  schon  daraus 

^  ^      dx  dl/ 

entnehmen,  dass  die  Integration  dieser  partiellen  Differential- 
Gleichung  im  Allgemeinen  schwieriger  sein  wird  als  die  Inte- 
gration der  ursprünglich  gegebenen  Differential  -  Gleichung 
Mdx  +  Ndij  =  0. 
Es  giebt  aber  mehrere  Fälle,  wo  die  Bestimmung  von  v 
ausführbar  ist.  Von  diesen  Fällen  sollen  hier  einige  hervor- 
gehoben werden. 


1 


I.  Fall.     Der  integi'irende  Factor  c   sei  eine  Fmiction  von  x 
allein^  es  sei  also  ' 

,    .  de  _  dv  _  de  _  f 

^  '^  dij~     ''     dx~  dx 


Unter  dieser  Voraussetzung  geht  Gleichung  (1.)  über  in 

dv  __    /G^      öM 

dx  \  dx         dy 


av  _   Y^^v       dM\ 
dx  \dx         dy  ) 

oder 

\dt  __^  (ÖN      dM\ 
^  '^  V  dx~~      N  \dx        dy  )' 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  eine  Function  der  ein-  , 
zigen  Veränderlichen  x,  folglich  muss  es  auch  die  rechte  Seite   , 

sein.     Ist  also  der  Ausdruck  ^A^ ^)  von  y  unabhängig,    : 

N\dx         oy  / 

so  findet  man  einen  integrirenden  Factor  v  aus  Gleichung  (3.);   I 

es  wird  nämlich 


(..)         l^=^-/( 


dN       dM\dx  _/(|^-|l?)f 

dx        dy  JN 


Beispiel. 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Differential -Gleichung 

(5.)  {x'-y  +  y  +  l)dx  +  {x  +  x^)dy  =  0 


integriren. 
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Auflösung.    Hier  ist 

folglich  wird  nach  Gleichung  (3.) 

,„ .       dv  2xdx       .  1  /,    ,     ox  1 

(7.)       —  =  ———-,,    \v  =  —\{l-{-x%    V  =  ----■ 
0  l-{-x-  l-\-x^ 

Indem  man  Gleichung  (5.)  mit  diesem  integrirenden  Factor 
0  miütiplicirt,  erhält  man 

(8.)  du  =  [y  -{-  ^[qr^a)^-^  +  ^^y  =  0' 

also 

(9.)  u  =Jxdy  +  (p[x)  =1  xy  +  (f{x)  =  6', 

wobei  (f>{x)   eine  Function   der   einzigen  Veränderlichen  x  ist, 
die  man  aus  der  Gleichung 

,  du  ,   d(fi(x)  1 

findet,  und  zwar  wird 

(11.)  d(f(x)  =  -; — ; — -  ?    (fix)  =  arctga;, 

1  -\-  X- 

folglich  ist 

(12.)  u  =  xy  +  arctgrc  =  C. 

II.  Fall.     Der  integrirende  Factor  v  sei  eine  Function  von  y 
allein^  es  sei  also 

dv dv dv 

dx         '      dy      dy 
Unter  dieser  Voraussetzung  geht  Gleichung  (1.)  über  in 
dv  _    /dN      dM\ 
dy  '"    \  dx         dy  /^ 
oder 

.       .  1  c?ü_  1  /dN  _dM\ 

'  '^  V   dy~  M\dx         dy  )' 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  eine  Function  der  ein- 
zigen Veränderlichen  y,  folglich  muss  es  auch  die  rechte  sein. 
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Ist  also  der  Ausdruck  ^r(~^~-"fl~)  ^'^^  ^  unabhängig,  so 

findet  man  einen   integrirendeu  Factor  o  aus  Gleichung  (13.); 
es  wird  nämlich 

Beispiel. 

Aufgabe  2.     Man  soll  die  Differential  -  Gleichung 
(15.)  {xf  —  y^)dx  +  (1  —  xy^)di/  =  0 

integriren. 

Auflösung.    Hier  ist 
(16)         1  fdN       dM\  ^  —  y^  -  2xy  +  3y^  ^       2  ^ 
'     '^       M\  dx        dy )  y\x  —  y)  y ' 

folglich  wird  nach  Gleichung  (14.) 

(17.)  \v^-2\y,     0^^^- 

Indem  man  Gleichung  (15.)  mit  diesem  iutegi'irenden  Factor 
V  multiplicirt,  erhält  man 

(18.)  du  ■=  {x  —  y)dx -\- (—  —  x\dy^=(i, 

also 

( 1 9.)         u  =  Ux~-  y)dx  +  <p{y)  =  ^  —  xy  +  (p(y)  =  C, 

wobei  (f(y)  eine  Function  der  einzigen  Veränderlichen  y  ist,  die 
man  aus  der  Gleichung 

(20.)  ^  =  -x-\-  cp'{y)  ^^-x  .1 

findet,  und  zwar  wird  1 

(21.)  <p\y)dy  =  %^  ^(y)  =  -V  \ 

folglich  ist  I 

(22.)  w  =  |  — rrt/  — ^  =  C,  J 

oder  .^ 
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(22  a.)  x^y  —  '2zy'  —  2  Cy  —  2  =  0. 

ill.  Fall.     Der    integrirende    Factor    sei    eine    Function    der 
einzigen   V er ä7ider liehen  z  ^^  xy\  es  sei  also 

da  de      do dv 

dx''  ^  dz^    dy  ~     dz 
Unter  dieser  Voraussetzung  geht  Gleichung  (1.)  über  in 
,   ^^         ^^^  do  /ÖN      dM\ 

oder 

ldv^__J^_^/dN_dM^^ 

^     '^  c  dz       zM — yN\  dx         dy  ) 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  eine  Function  der  ein- 
zigen Veränderlichen  s,  folglich  niuss  es  auch  die  rechte  Seite 

sein.    Ist  also  ^j^^_y^{^  - ^)  nur  abhängig  von  xy  =  z, 

so  findet  man  einen  integrirenden  Factor  v  aus  Gleichung  (23.) ; 

es  wird  nämlich 

f/dN       dM\        dz 

^^^•^  ^'  ^j\d^~~'dy)xM^^^' 

f(dN      dM\        dz 
(25.)  v^^e^^Ö^       dyJxM-yN^ 

Beispiel. 

Aufgabe  3.    Man  soll  die  Differential -Gleichung 
(26.)  {y  +  xyyix  -^{x  —  x^y)dy  =  0 

integriren. 

Auflösung.     Hier  ist 

ÖN      ÖM      ,         ^     X       /,    .    ^     - 
(27.)        -_  —  -^  =  (1  _  2.ry)  -  (1  +  ^^xy)  =  -  4:ry, 

(28.)         xM~  yN  =  (xy  +  xY)  —  {^'J  —  ^V')  =  "^^Y, 
folglich  wird 

(29.)  _i_(f^_f^)  =  _±  =  _2 

^  xM — yN\dx        dy  J  xy  z 

eine  Function  von  z  =  xy  allein ,  so  dass  man  aus  den  Glei- 
chungen (24.)  und  (25.) 
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(30.)  1  ü  =  —  2  /^  =—21  z, 


oder    v=~~  =  -— 

z^        x'-y- 


findet.     Miütiplicirt  man  Gleichung;  (26.)  mit  diesem  integrirenden  '■ 

Factor,  so  ergiebt  sich  ; 

(31.)        ''»  =  (4  +  ^)*^  +  CT»-y)"^=°'  I 

(32.)          «=/(i+.^)<;»:  +  yW  =  -;|+l.+  y(y)  =  C,  , 

wobei  ^(y)  eine  Function  der  einzigen  Veräaiderlichen  y  ist,  die  j 

man  aus  der  Gleichung  1 

^^             1         ,          //    N             1              1  f 

(33.)                         ^  =  — "o  +  ffiy)  =  — 2 1 

^      '                        öy      xy'       ^            zy^       y  i 


findet;  und 

zwar  wird 

(34.) 

<p\y¥y  =  —  Y'  "f^y)^- 

folglich  ist 

oder 

u  =z\x  —  \y =  C, 

^     xy 

(35.) 

\yj        ay 

\ 


ly, 


I 


IV.  Fall.     Der    intecjrirende    Factor    sei    eine    Function    der    ■ 

V  •  ' 

einzigen   Veränderlichen  z  =-  ~  ■:  es  sei  also  ' 

f 

dv  y    de      dv 1   do  f 

^     '^  dx'~       x^  dz  ^  dy~~  x  dz 

Unter  dieser  Voraussetzung  geht  Gleichung  (1.)  über  in 

xM  +  yN  dv  _      /dN      dM\  J 

X-         dz  ~~     \dx      '  dy  )  I 

oder  I 

,     .  1  dv  _        x^        /ÖN      dM\ 

^     '^  V  dz  ^  xM+  yN  \dx         dy  ) 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  eine  Function  der  ein-    I 
zigen  Veränderlichen  z,  folglich  muss  es  auch  die  rechte  sein.    ^ 
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c(p-       /dN      dM\  y 

man  einen  integrirenden  Factor  v  aus  Gleichung  (37.);  es  wird 
nämlich 


(38.) 
(39.) 


_  r/dN       dM\     z'-dz 


r(dN__dM\ 


x^dz 


Beispiel. 

Aufgabe  4.     Man  soll  die  Differential -Gleichung 

(40.)  3a:sin(-)+  ?/COs( -jUa;  — rrCOs(-Vy  =  0 

integriren. 

Auflösung.    Bezeichnet  man  -    mit   z,   so   wird   in  diesem 

X 

Falle 

x'^         a;^  1 

xM  ^yN^  {^x^^mz  +  xycOBz)  —  .rycosz~  Ssins 

^r— — ^^— =( — C0S2 — ^Sinc:) — (3C0SS  +  C0S2  —  2Sin2:)  =  —  OCOSä, 

äx       öy 
also  ist 

x^        /dN  dM\__      bcosz 

^    '^               xM  +  yN\  dx  Qy )~      3 suis 

eine  Function  von  z=-  allein ,   so   dass   man   aus   den    Glei- 


chungen (38.)  und  (39.) 

(42.)   i^=-3y- 


sin; 


5,,  .     .                   1 
-l(sm2),     v  = -g 

"^  {mizf 


findet.    Multiplicirt  man  Gleichung  (40.)  mit  diesem  integrirenden 
Factor  ü,  so  ergiebt  sich 


(43.)  du  = 

Daraus  folgt 


3a:  y  cos  z 

(sins)^      (sinz)^ 


xCOSzdy 
dx ~-  =  0. 


(sinz) 


5 
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I 
(44.)     u  =  _  A^2!f^  +  ^(^)  ^  _  x'~  f{smz)~^coszdz  +  cp{x)    ! 

=  +  "l"  (sin.)-*  +  y(.)  =  ^  [^^^-0]""'+  y(^)  =^'  ; 

wobei  ffi(x)  eine  Function  der  einzigen  Veränderlichen  x  ist,  die    j 
man  aus  der  Gleichung-  j 

du  —-  —  ■'i  I 

(45.)  ^  =  3a;(sin2:)   ^+y(sinc:)   "^cos2  +  ^'X'^)  ■ 

_  2  _  3  I 

=  2x(smz)    ^+y(sin2)    ^COS;:;  ! 

findet.     Es  wird  also  ' 

(46.)  9'(^)  =  0,     <f{x)  =  c.  \ 

Dabei  kann  man  die  Integrations-Constante  c  gleich  Null 
setzen,    weil   man  auf  der  rechten  Seite  von   Gleichung  (44. j   i 
bereits  eine    Litegrations-Constante  C    hinzugefügt   hat.    Man    j 
erhält  daher 

oder 


z 

(47.)  3.r2  =  2Crsinr|)7. 

Setzt  man  noch  86'^  =  27 Ci^,  so  kann  man  diese  Gleichung 
auf  die  Form 

(48.)  x'-  =  C'Mii'f'A ,    oder    x^  =  d- C,  sin(^^ 

bringen. 

V.  Fall.     Der  integrirende  Factor  sei  eine  Function  der  ein- 
zigen  Veränderlichen  z  =  x^  +  «/- ;  es  sei  also 

,,^  x  dv  de      de de 

dx  ~       dz^    dy~~    "^  dz 
Unter  dieser  Voraussetzung  geht  Gleichung  (1.)  über  in 
^,   ,,         ^^,  dv  /dN      dM\ 

oder 


(50.) 
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1  dv  1  /ÖN      dM\ 


V  dz       2{yM — xN)\dx        dy  J 
Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  eine  Function  der  ein- 
zigen Veränderlichen  s,  folglich  muss  es  auch  die  rechte  sein. 

so  findet  man  einen  integrirenden  Factor  c  aus  Gleichung  (50.) ; 
es  wird  nämlich 

/ci^  1    _  /?g^V      dM\         dz 

^     ^^  ~J\  dx        dy  h{xjM—xN) ' 


(52.)  V  =  e'^^dx        Öy/2l3/J/- 


xN) 


Beispiel. 

Aufgabe  5.    Man  soll  die  Differential -Gleichung 


(53.)  (aYx^  +  2/2  _  cx)dx  -f  {bYx^  -f  t/^  —  cy)c/y  =  0 

integriren. 

Auflösung.  Bezeichnet  man  x^+y^  mit  2:,  so  ist  in  diesem  Falle 
(54.)  yM — xN=  {ayYz  —  cxy)—{hxYz — cxy)=^{ay  —  bx)]/z, 
ÖN       dM  __    bx         ay   ay  —  bx 

^''''''      ~d^~~~öy~y7'~y^~     y^' 

folglich  ist 


(56.) 


/ÖN      dM\ 


\dx        dy  J  yM — xN  z 

eine  Function    der  einzigen  Veränderlichen  z.     Deshalb    findet 
man  aus  den  Gleichungen  (51.)  und  (52.) 

(0/.)  \V  =  -\Z,       '0  = 


2    '         Yz     Y^'  +  f- 

Multiplicirt  man   Gleichung  (53.)  mit  diesem  integrirenden 
Factor  v,  so  ergiebt  sich 

(58.)     du  =  (a -^ )dx  +  (b -JL=)dy  =  0, 

(59.)     u  =  f(a -^^:=\dx+cp{y)  =  ax-cY^f+f  +  ifiy)=C, 

J  \      Y^^  +  2/'^ 
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wobei  fp{y)  eine  Function  der  einzigen  Veränderlichen  y  ist,  die 
man  aus  der  Gleichung 

(60.)      ^=^,,^^+^-w  =  i      'y 


findet.     Es  wird  also 

(61.)  <p'i:y)  =  b,    cp{y)  =  by, 

(62.)  u  =  ax  +  hy  —  cYx'^-ff  =  C. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  noch  eine  ganze  Reihe  von 
besonderen  Fällen  behandeln,  bei  denen  der  integrirende  Factor 
eine  Function  einer  einzigen  Veränderlichen  z  ist,  die  selbst 
wieder  eine  passend  gewählte  Function  von  x  und  y  sein  darf. 
In  allen  diesen  Fällen  ist  zuerst  der  Ausdruck 

dN      dM 
dx        dy 
zu  bilden.    Ist  dieser  Ausdruck  gleich  Null,  so  ist  schon 

Mdx  +  Ndy 
selbst    ein  vollständiges  Differential,  ist  er  aber  von  Null  ver- 
schieden, so  kann  man  der  Reihe  nach  versuchen,  ob 

1  /dN      dM\     .      ^      ^.  ... 

— ■  ^  {  -^ TT-  )  eme  Function  von  x  allem. 

N\dx        dy  J 

,    1  /<5iV      dM\ 
oder  ob  +M\-d^--dy)      "         "  "     ^       " 

1  föN      dM\ 


xM—  yN  \dx        dy  J 


^?        /'dN       dM\  y 


"      "  xM->r^JN\dx         dyj      '"         "  ''     x       " 

1  /dN  _dM\  2 

"     "         yM—xNVdz^'~~dy')       "    -      "  "  ^'^"^r . 

ist.     Trifft  einer  dieser  5  Fälle  ein,  so  kann  man  nach  den  an- 
gegebenen Regeln  den  integrirenden  Factor  leicht  bestimmen. 

Erwähnt  möge  noch  werden,  dass  der  häutig  vorkommende 
Ausdruck  xdy  —  ydx  die  integrirenden  Factoren 
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1         1 


'     ^:;  5 


besitzt.    Es  folgt  dabei  aus  den  Gleicliungen 

,     ,  xdy — -ydx       ,  xdu — ydx       ,  xdy  —  ydx 

63.)  du,  =      ^   /      j    du.  =      ^   /      ,    du^  =     J,    ,      o 

V  /  y.1  yl  X-     +     y- 

(64.)  «1  —  ^  ,     Mo  = >    tfs  =  arctg  {  •  )  • 

^     ^  X        '  y  \x/ 

Der   Ausdruck    xdx  +  ydy   hat   den    integrirenden   Factor 

-^ s  >  und  zwar  folgt  aus 

x^-^y- 

xdx  +  ydy 
(65.)  äu  =      ^.^^/ 

(66.)  u  =  ^\ix^~  +  y^'). 


§  86. 

Differential- Gleichungen  erster  Ordnung  höheren  Grades. 

Eine  Differential  -  Gleichung  erster  Ordnung  und  n^^^  Grades 
hat  die  Form 


+  U=0. 


(^■)(^0'+<l)+Kl)^--  +  -i 

Hierbei  bedeuten   die  Coefficienten  P,  Q, . . .  T,  U  beliebige 
Functionen  von  x  und  y  oder  constante  Grössen. 

Denkt  man  sich  nun  Gleichung  (1.)  in  Bezug  auf  -^  aut- 

dx 

gelöst,  so  erhält  man  n  verschiedene  Differential  -  Gleichungen 
erster  Ordnung  und  ersten  Grades,  nämlich 

wobei  Fi{x,y),  F2{x,y),  ...Fn{x,y)  Functionen  von  x  und  y 
oder  constante  Grössen  sind. 

Durch  Integration  der  Gleichungen  (2.)  erhält  man  dann 
(3.)     (fi{x,  y,  c)  =  0,     (p2ix,  y,  cg)  =  0, .  . .  (pn{ä:,  y,  c„)  =  0. 

Jede  dieser  Gleichungen  ist  ein  Integral  der  Differential- 
Gleichung  (1.).    Man  kann  aUe  diese  Lösungen  zusammenfassen. 
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iiidem  man  die  Gleichungen  (3.)  mit  einander  miütiplicirt.    Dies 

giebt 

(4.)  ^1(3:,  y,  ci) .  (f2{x,  y,  C2) .  .  •  (pn{x,  y,  c„)  =  0. 

Da  dieses  Product  gleich  0  wird,  wenn  man  eineji  der 
Factoren  gleich  0  setzt,  so  wird  die  Allgemeinheit  der  Lösung 
nicht  beschränkt,  wenn  man  die  Integrations- Constanten  ci, 
C2 , . . .  Cn  alle  einander  gleich  setzt.  Dadurch  geht  Gleichung 
(4.)  über  in 
(4  a.)  (fiix,  y,  c)  .  (f^^X^,  y,c)...  (fn(.T,  y,  c)  =  0. 

Sind  z.  B.  in  Gleichung  (1.)  die  Coefficienten  P,  Q, . . .  T,  U 
constante  Grössen,  so  gehen  die  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  über 
in 


=(l--)(l--)-0l-''")=»- 


Daraus  folgen  die  n  Diiferential- Gleichungen 

^  =  a,       ^  =  a,      . . .  ^  - 

dx  ^     dx  "'  dx 


(5.)      .  £=«,,     £  =  «2.    •••-^  =  « 


wobei  «1,  «2, . .  •  «fj  auch  constante  Grössen  sind.    Deshalb  wird 

in  diesem  Falle 

(6.)  ^1=«/— öirr-f  (?=0,  (fi=y — a2X-{-c=Q,  ...(fn'=y — a„x-^c=Q, 

oder 

(6a.)    ^^-^ ai  =  0-^-^ a,  =  0,  •••^^— ^ «,,  =  0. 

Z  X  '  X 

Gleichung  (4  a.)  geht  daher  in  diesem  Falle  über  in 
oder  mit  Kücksicht  auf  Gleichung  (la.)  in  I 


In  diesem  Falle  ist  also  die  Auflösung  der  Gleichung  (1.) 

nach  -^?  welche   mitunter   bedeutende  algebraische  Schwierig- 
dx 

keiten  verursachen  würde,  nicht  einmal  erforderlich. 
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Beispiele. 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Differential  -  Grleichung- 

integriren. 

Auflösung.    Aus  Gleichung-  (8.)  folgt  zunächst 

(''•)  l  =  +  «  """  1=-" 

und  daraus  durch  Integration 

ij  -\-  c  ^=  ax     und     y  +  c  =  —  ax, 
oder 

(10.)      iy  -\-  c  —  ax)  {y  +  c -\-  ax)  =  {y  +  cf  —  «-^^  _  q  . 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  Differential  -  G-leichung 

integriren. 

Auflösung.     Gleichung-  (11.)  lässt  sich  auf  die  Form 

bringen,  folglich  erhält  man  für  das  allgemeine  Litegral 

(12.)  {y  ■\-c  —  x){y  +  c—2x){y  +  c-\-2,x)  =  0, 

oder 

(12  a.)  iy  +  cf  —  lx\y  +  c)  +  'ox^  r=  0. 

Aufgabe  3.    Man  soll  die  Differential -Gleichung 
(13.)  (1)=«. 

integriren. 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (13.)  folgt 
(14.)  dy  =^  -\-y axdx     und     dy  =■ — ^ axdx 

und  durch  Integration 

(15.)       y  +  c ~y  ax  =  ^     und     y  +  c  +  "-  ]/  «a;  =  0. 

Kiepert.  Integral -Eechniuig.  32 
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Jede  dieser  beiden  Gleichungen  kann  als  Integral  der  vor- 
gelegten Diifereiitial-Gleicliinig  angesehen  werden.  Indem  man 
die  beiden  Gleichungen  (15.)  mit  einander  multiplicirt,  vereinigt 
man  beide  Lösungen  und  erhält 

[3(y  -f  c)  —  2xyäx][S{p  +  c)  +  2xyax]  =  0. 
oder 

(16.)  9((/ +  c)2  — 4aa;3  =  0. 

Aufgabe  4.     Man  soll  die  Differential -Gleichung 

(-)        (fi)+-^-il-^=« 

integrii-en. 

Auflösung.      Durch    Auflösung    von    Gleichung   (17.)    nach 

dt/ 

~  findet  man  die  beiden  Werthe 

dx 

dx  y  dx  y 

oder 

/,^  N         ^dx  +  ydy  ,  T       xdx  +  iidxi  , 

(19.)        — ,        ^  ^  =:  +  dx     und      ^^-^y^-L  =  _  dx, 
l/a;2-f^/2  Vx'  +  y'' 

also  durch  Integration 


(20.)        y^^^+f  =zx  +  c     und    y^^^+f  =  —x  —  c, 
oder,  wenn  man  beide  Lösungen  vereinigt, 

(21.)   (]/^Hy  —  a:  —  c)  (V^Mly^  -i- X  +  c)  =  y-^  —  2cx  - 

Aufgabe  5.    Man  soll  die  Differential -Gleichung 


i 


integriren. 

du 
Auflösung.     Durch  Auflösung  der  Gleichung  (22.)  nach  ~     > 

erhält  man  die  drei  Differential -Gleichungen 
(23.)     t  =  -^-    i=+        '  '" 


dx  '     dx  ya^Z-x-      ^^  yd"-      x^ 

und  findet  daraus  durch  Integration  \ 

(24.)   y +  c  = —■>  y  +  c  =  arcsinf-j-  y-\-c  =  —  arcsinf-  V  '  . 
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Indem  man  diese  drei  Lösungen  vereinigt,  ergiebt  sich  die 
Gleichung 

oder 

(25.)  {y  4-  .)3  +  ^  (y  +  cf  -  [aresin  (|)]'(y  +  c) 

-*f[arcsin(|)]  =  0. 

§  87. 

Integration  durch  Differentiation. 

(Vergl.  die  Formel  -  TabeUe  Nr.  191— 19ia.) 

Es  war  schon  in  dem  vorhergehenden  Paragi'aphen  erwähnt 
worden,  dass  die  Auflösung  der  Differential  -  Gleichungen  erster 

Ordnung  höheren  Grades  nach  ~  häufig  auf  grosse  algebraische 

Schwierigkeiten  stösst.  Es  sollen  deshalb  hier  noch  einige  Fälle 

untersucht  werden,  bei  denen  man  die  Integration  durch  andere 
Mittel  ausführen  kann. 

Der  Kürze  wegen  möge  hierbei 

(1.)  ^  — jo,     also     dy—pdz 

gesetzt  werden. 

I.  Fall.     Die    Differential-  Gleichung   enthalte    y    gar   nicht 
und  sei  auflösbar  nach  x;   die  Gleichung  habe  also  die  Form 

(2.)  X  =  V{P)\ 

dann  findet  man  durch  Differentiation 
(3.)  dx  —  (fi\p)dp, 

oder  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (1.) 
(4.)  pdx  =  dy  =  (f''(p)  .pdp, 

(5.)  y=/(f'{p).pdp  +  a 

Indem  man  aus  den  Gleichungen  (2.)  und  (5.)  die  Grösse  p 
eliminirt,  erhält  man  die  gesuchte  Gleichung  z^^^schen  x  und  y. 

32* 
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Beispiele. 

Aufgabe  1.     Man  soll  die  Differential  -  Gleichung 
(6.)  X  =  ^p^  —  6//-^  +  12;;  —  15  | 

integriren. 

Auflösung.  Indem  man  Gleichung  (6.)  differentiirt,  erhält 
man  die  Gleichungen 

(7.)  dx  =  (12/  —  12^;  +  12)f//?, 

(8.)  dij  =  (12;?3  _  i2/>2  +  \2p)dp,  I 

also  I 

(9.)  ^  =  3/;^  — 4/)3  +  6;;2  +  a  y 

Durch  Elimination  der  Grösse  p  aus  den  Gleichungen  (6.) 
und  (9.)  findet  man  dann  die  gesuchte  Gleichung  zwischen  x 
und  y. 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  Differential- Gleichung 
(10.)  a:  =  aresin;?  —  Vi — -/ 

integrii'en. 

Auflösung.  Indem  man  Gleichung  (10.)  differentih't,  erhält 
man  die  Gleichungen 

also  mit  Eücksicht  auf  die  Formeln  Nr.  25  und  77  der  Tabelle 


1 


(13.)     y  =  —  y  1  —  />'-  —  .^  y  1  —  />'  +  .-,  arc  sin/;  +  0, 

oder 

(14.)  2y-^  x  =  2C—  (1  +  ;;)y  1  —f. 

II.  Fall.      Die   Differential-  Gleichung   enthalte  x  gar  nicht 
und  sei  auflösbar  nach  y\  die  Gleichung  habe  also. die  Form 

(15.)  y  =  <p(p); 

dann  lindet  man  durch  Differentiation  mit  Rücksicht  auf  Glei- 
chung (1.) 
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dy  = 
(17.)  dx  = 


(16.)  dl/  =pdx  =  <f'\j>)dp, 

(f'{p)dp 


also 

(18.)  :.  =  />l^^+a 

J     p 

Indem  man  aus  den  Gleichungen  (15.)  und  (18.)  die  Grösse 
p  eliminü't,  findet  man  die  gesuchte  Gleichung-  zwischen  x  und  y. 

Beispiele. 

Aufgabe  3.    Man  soll  die  Differential -Gleichung 

integriren. 

Auflösung.    Durch  Differentiation  findet  man  aus  Gleichung 

(19.) 

^apdp 


(20.)  dy  =^  pdx  =  — 

(21.)  dx=  — 


{l-\-p'-f 
^adp 


Dies  giebt  nach  Formel  Nr.  109  der  Tabelle 
(22.)    .  =  -  4<._^y:^  =  -  2«  (j|^,  +  arctgp)  +  G. 
t  man 
C—an  =  x,,    p  =  ctg^^) ""  ^« (^^i~") ' 


Setzt  man 


also 


( - )  =  1  —  cos^,  ~^  =  sin^,  TT  —  ^  =  2  arctg/j, 


l-^p' 

SO  gehen  die  Gleichungen  (19.)  und  (22.)  über  in 
(19  a.)  y  =  «(1  —  cos^), 

x=^  a{t  —  n  —  sin  t)  -\-  C, 
I    oder 

(22  a.)  X  —  rro  =  a{t  — '  sin  t). 

Das  allgemeine  Integral  stellt  also  eine  Schaar  von  Cykloiden 
-I    dar. 
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Aufgabe  4.    Man  soll  die  Differential -Gleichung  # 

integrii-en.  I 

Auflösung.    Durch.  Differentiation  folgt  aus  Gleichung  (23.) 

(24.)  dy  =  pdx  =  —  » 

p^y  a^ — p^ 

dp 
(25.  dx  =  -^    3i/-f— 2' 

also  nach  Formel  Nr.  82  und  28  der  Tabelle 


(26.)       ---o=^^^-^y-.== 


2a3  \ 


2a2p 
Da  noch  aus  Gleichung  (23.)  folgt,  dass 

(27.)        ^  =  — =^=,  y^-=y=     ^'^ 


]/a*y2  ^  1  YaY  +  1 

ist,  so  findet  man  aus  Gleichung  (26.) 


(28.)     2a%x  —  :ro)  =  ahjya^y'  +  1  +  Ka^y  +  Ya^y'  +  1)  . 

III.  Fall.  Die  Differential -Gleichung  enthalte  alle  drei 
Grössen  x,  y  und  p ^  sei  aher  nach  x  auflösbar;  die  Gleichung 
habe  also  die  Form  ■ 

(29.)  x-=fiy,p).  \ 

Indem  man  diese  Gleichung  differentiirt  und  Gleichung  (1.)   ] 

beachtet,  erhält  man  j 

;       dy       df  .    ,    df  ,  1 

dx  =  —  =  '^dy  +  ^  dp, 

p        dy     ^        dp    ^  I 

oder  '  l 

(-)  (^-f>'^-f*  =  «- 

Dies  ist  eine  Differential- Gleichung  erster  Ordnung  zwischen   \ 
y  und  p,  die  in  Bezug  auf  -' -  nur  vom   ersten  Grade   ist  und    j 
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sich  iii  vielen  Fällen  leichter  integriren  lässt  als  die  vorgelegte 
Differential  -  Gleichung  (29.).    Hat  man  die  Integral -Gleichung 

(31.)  ^Ky,  V,  o)  =  0 

gefunden,  so  folgt  durch  Elimination  von  p  aus  den  Gleichungen 
(29.)  und  (31.)  die  gesuchte  Gleichung  zwischen  x  und  y. 

Beispiel. 

Aufgabe  5.    Man  soll  die  Differential  -  Gleichung 

(32.)  yp''--2xp-\-  y  =  0,     oder     x  =  ■''    ^^^ 

integriren. 

Auflösung.     Durch  Differentiation  folgt  aus  Gleichung  (32.) 

dy       p{l  +  f)dy  —  y{\—p'-)dp 

a;r  =  —  = — -s ' 

p  Ip^ 

oder 

(33.)     p{\  —p'')dy  +  y(l  —p'')dp  =  (1  ~-p'){pdy  +  ydp)  =  0. 
Diese  Gleichung  wird  befriedigt,  indem  man  entioeder 

(34.)  1  —  jo2  =  0,     also    p^-^=±:\, 

oder 

(35.)  pdy  +  ydp  =  0 

setzt.    Aus  Gleichung  (34.)  folgt  durch  Integration 

(36.)  y  =  ±  .r  +  a 

Hier  darf  aber  die  Integrations  -  Constante  C  nicht  jeden 
beliebigen  Werth  haben,  denn,  wenn  man  jo  =  ±  l  in  die  Glei- 
chung (32.)  einsetzt,  so  erkennt  man,  dass  in  Gleichung  (36.) 
der  Werth  der  Integrations  -  Constanten  G  gleich  0  sein  muss, 
dass  also  Gleichung  (36.)  in 
(36a.>  y  —  ±x 

übergeht. 

Aus   Gleichung  (35.)  findet  man  dagegen  durch  Trennung 
der  Variabein 

(37.)  ^^  +  ^^=0, 

y      p 

c 

(38.)  \y  -\-\p  =  \C,     oder    py  —  C^     also    P  = -- • 

y 
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Trägt  man  diesen  Werth  von  p  in  G-leicliung-  (32.)  ein,  so 
findet  man 
(39.)  y^  —  2Cx  -\-  C^  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  das  allgemeine  Integral  der  vorgelegten 
Differential  -  Gleichung  und  stellt  eine  Schaar  von  Parabeln  dar, 
welche  sämmtlich  die  beiden  durch  Gleichung  (36a.)  dargestellten 
geraden  Linien  in  den  Punkten  mit  den  Coordinaten 

.r  =  C,     iy  =  ±  C 
berühren. 

IV.  Fall.      Die    Differential-  Gleichung     enthalte     alle     drei 
Grösse  x ,    y  und  p ,   sei  aber  auflösbar  nach  y ;    die  Gleichung 
habe  also  die  Form 
(40.)  y  =f{x,  p). 

Lidem  man  diese  Gleichung  differentiirt  und  Gleichung  (1.) 
beachtet,  erhält  man 


dy  =  pdx  ■=-^dx  -\-  -^  dp^ 


oder 

Dies  ist  eine  Differential-Gleichung  erster  Ordnung  zwischen 

X  und  p,  die  m  Bezug  auf  -f   nur  vom   ersten  Grade  ist  und 
^  dx 

sich  in  vielen  Fällen  leichter  integriren  lässt  als  die  vorgelegte 
Differential -Gleichung  (40.)    Hat  man  die  Integral- Gleichung 
(42.)  q{x,p,C)r=0 

gefunden,  so  folgt  durch  Elimination  von  p  aus  den  Gleichungen 
(40.)  und  (42.)  die  gesuchte  Gleichung  zwischen  x  und  y. 

Hat  die  Differential -Gleichung  z.  B.  die  Form 
(43.)  -y  =  x  .f{p)  +  cp{p), 

so  wird  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (1.) 

(44.)  I  =  p  =/(  p)  +  \x  .n  P)  +  ^A  P)\  %  ' 

oder 
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(45.)         [p-f{p)]'^^-^j\P)  =  ^\py 

Dies    ist    aber    eine    lineare    Differential- Gleichung    erster 
Ordnung,  die  man  nacli  den  Angaben  in  §  81  integriren  kann. 
.(Vergl.  auch  Formel  Nr.  183  der  Tabelle.) 

Von  besonderem  Interesse  ist  der  Fall,  wo  in  der  vorher- 
gehenden Entwickelung/(/j)  gleich  p  ist,    wo   also  die  Diffe- 
rential -  G-leiclmng  die  Form 
(46.)  y^px  +  ff{p) 

hat.    Dann  erhält  man  durch  Differentiation 

dy  =  pdx  =  pdx  -\-  xdp  +  ff'{p)dp, 
oder 
(47.)  [x  +  ff\p)]dp  =  0. 

Diese  Gleichung  wird  befriedigt,  indem  man  entweder 
(48.)  dp^O, 

oder 

(49.)  X  +  (f'{p)  =  0 

setzt.    Aus  Gleichung  (48.)  folgt  durch  Integration 

(50.)  P  =  -J^^  ="  C'j     ^Iso    1/  =  Cx  -\-  C'i , 

wobei  die  zweite  Integrations  -  Constante  ermittelt  würd,  indem 
man  den  gefundenen  Werth  von  p  in  die  Gleichung  (46.)  ein- 
setzt.   Dies  giebt 
(51.)  tj  =  Cx  +  (p{C),    also     Ol  =  (p{C). 

Da  hierbei  die  Integrations- Constante  C  unendlich  viele 
Werthe  hat,  so  ist  Gleichung  (51.)  das  allgemeine  Integral  der 
vorgelegten  Differential  -  Gleichung. 

Ganz  verschieden  davon  ist  die  Lösung,  welche  man  findet, 
indem  man  aus  den  Gleichungen  (46.)  und  (49.)  die  Grösse  p 
eliminirt.  Dass  man  auf  diese  Weise  wirklich  eine  Lösung  er- 
hält, kann  man  in  folgender  Weise  zeigen.  Denkt  man  sich 
aus  Gleichung  (49.)  p  als  Function  von  x  ausgerechnet  und  in 
Gleichung  (46.)  emgesetzt,  so  findet  man,  indem  man  diese 
Gleichung  nach  x  differentiirt, 
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also  mit  Kücksiclit  auf  Gleicliuiig  (49.) 


(52.) 


dii 


Fig.  132. 


Beispiel. 

Aufgabe  6.  Man  soll  eine  Curve  bestimmen,  bei  welcher 
der  Abschnitt  der  Tangente  zwischen  den  beiden  Coordinaten- 
Axen  eine  constante  Länge  c  liat. 

Auflösung.  Damit  die  Gerade  AB 
(Fig.  132)  eine  Tangente  der  Curve  im 
Punkte  P  ist,  muss 

(52.)    y'  =^'£x'  +  ,a,    oder    y'  =  px'  +  /' 

sein,  wobei  die  laufenden  Coordinaten  der 
Geraden  mit  x'  und  y'  bezeichnet  worden 
sind.  Die  Abschnitte  OA  =  a  und  OB  =  *, 
welche  diese  Gerade  auf  den  Coordinaten- 
Axen  abschneidet,  sind  dann 

a  = >     ö  ^=  .u. 

P 

Da  nach  der  Forderung  der  Aufgabe 
(54.)  a'-  -{-  b^  =  c^ 

sein  soll,  so  findet  man 

.2 


(55.) 


/i, 


cp 


^  +  ^2  =  c^     oder    /.  =  i 


Nimmt  man  liierbei  das  obere  Zeichen,  so  geht  Gleichung 
(52.)  über  in 

cp 


(56 


y'  =  px'  + 


l/l+i^- 

Da  die  Gerade  durch  den  Punkt  P  hindurchgehen  soll,  so 
erhält  man  die  Dilfereutial  -  Gleichung 


(57.) 


y=px  + 


cp 


Vi  -f  p'' 
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Aus  dieser  Gleichung  folgt  durch  Differentiation 

dx^^  ~^      V      (1  j^f)y\j^ddx ' 
oder 

(58.)  (x^. V=)t  =  o. 

Diese  Gleichung  wird  zunächst  befriedigt,  indem  man 

(59.)  -r  =  0,     also    p  =  -^  =  C 

^  dx  dx 

setzt  und  diesen  Werth  von  p  in  Gleichung  (57.)  einträgt,  woraus 

man 

Cc 

(60.)  y  =  C:r  +  -^ 

findet.  Diese  Gleichung  enthält  die  willkürliche  Constante  G 
und  ist  daher  das  allgemeine  Integral  der  vorgelegten  Differential- 
Gleichung.  Jede  Curve  der  gefundenen  Curvenschaar  ist  eine 
gerade  Linie,  welche  mit  ihrer  Tangente  zusammenfällt  und  auf 
den  Coordinaten-Axen  die  Abschnitte 

(61.)  a  = , >    5  =  +  ~=z 

bestimmt.     Da  hieraus 

«2   _^   ^,2   ^  c2 

folgt,  so  wird  der  Forderung  der  Aufgabe  genügt. 

Gleichung  (58.)  wird  aber  auch  befriedigt,  wenn  man 

(62.)    X  -\ ^^  =  0,    oder  x  = .^ 

setzt.  ^  Bezeichnet  man  den  Winkel  BAO  mit  t,  so  wird 

(63.);.  =  — tg;;,      ,-i — ^^^  =  — cos^,   -===  +  sinü; 

yi  +  f  yi  +  p' 

dadurch  gehen  die  Gleichungen  (62.)  und  (57.)  über  in 
.  (64.)  X  =  ccos^f,     y  =  csin^t. 

Durch  Elimination  von  t  findet  man  aus  diesen  Gleichungen 


t2  2 


(65.)  x'  -f  y 
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Die  gesuchte  Curve  ist  also  eine  Astroide.    Für  einen  be- 
liebigen Punkt  P  der  Astroide  wird 
(66.)  p  =  -igt, 

so  dass  man  für  die  zugehörige  Tangente  die  Gleichung 

y'  —  y=  p{^'  —  ^), 

oder 

y'  —  csin^^  =  —  tgt{x' —  ccosH), 

(67.)  2/  =  —igt .  x'  +  csin^ 

findet.    Deshalb  sind  die  Abschnitte,  welche  diese  Tangente  auf 

den  Coordinaten-Axen  abschneidet, 

(68.)  a  =  ccost,     h  =  csin  t,     also     d^  -^  IP- =  c^. 

Hätte  man  in  Gleichung  (55.)  das  untere  Zeichen  genommen, 
so  hätte  sich  in  den  folgenden  Gleichungen  nur  das  Vorzeichen 
"S'on  c  geändert. 

Setzt  man  in  Gleichung  (67.)  — tg^  gleich  C,  so  geht  sie 
in  Gleichung  (60.)  über.  ^Yelche  das  allgemeine  Integral  der 
Differential -Gleichung  darstellte;  d.  h.  die  Astroide,  welche  man 
als  eine  besondere  Lösung  der  Differential  -  Gleichung  gefunden 
hat,  berührt  alle  geraden  Linien,  die  der  allgemeinen  Lösung 
entsprechen. 

§88. 

Die  singulären  Auflösungen  der  Differential-Gleichungen 
erster  Ordnung. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Kr.  193.) 

Bei  den  Aufgaben  5  und  6  des  vorhergehenden  Paragraphen 
und  ebenso  bei  der  Differential -Gleichung 
(!•)  ij=px  +  (f{p) 

fand  man  zwei  Lösungen,  von  denen  die  eine  noch  eine  will- 
kürliche Integrations-Constante  enthält,  die  zweite  aber  nicht. 
Auch  erkennt  man  bei  diesen  Aufgaben  sofort,  dass  diese  zweite 
Lösung ,  welche  ohne  Ausführung  einer  Integration  gefunden 
werden  konnte,  kein  particuläres  Integral  ist,  d.  h.  die  zweite 
Lösung  geht  nicht  aus  der  ersten  hervor,  indem  man  der  lute- 
grations- Constanten  einen  besonderen  Werth  g-iebt. 
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Man  nennt  daher  eine  solclie  besondere  Ijüsung  „e/we  singu- 
lare Lösung  der  vorgelegten  Differential-  Gleichung'"'' . 

Der  Zusammenhang-  zwischen  der  allgemeijien  und  einer 
solchen  singulären  Lösung  ergiebt  sich  aus  folgender  Betrachtung. 
•  Es  sei 

(2.)  ^(^..-:^)=o, 

oder 

(2a.)  M{x,  y)dx  +  N{x,  y)dg  =  o 

die  gegebene  Differential- Gleichung,  und 
(3.)  G{x,  y,  C)  =  0 

sei  das  allgemeine  Integral.  Die  Gleichung  (3.)  stellt  eine  ganze 
Schaar  von  Curven  dar,  weil  die  Integra tions - Constante  G  un- 
endlich viele  Werthe  annehmen  darf.  G  ist  also  in  Gleichung 
(3.)  ein  variabler  Parameter.  Für  die  Coordinaten  der  Schnitt- 
punkte zweier  benachbarten  Curven  der  Schaar,  welche  den 
variabeln  Parametern  G  und  C +  ^C' entsprechen,  gelten  die 
Gleichungen 
(4.)  G{x,  y,  C)  =  0     und     G{x,  y,  G  +  JG)  =  0 

gemeinschaftlich;  deshalb  gelten  für  die  Coordinaten  der  Schnitt- 
punkte auch  die  beiden  Gleichungen 

(5.)     G(.,  ,,0  =  0  und   Gi..,y,C  +  JC)~G(.,„,C)  ^  ^^ 

Wird  z/C  verschwindend  klein,  so  gehen  diese  Gleichungen 
über  in 

(6.)    ^  G<(.r,y,C)  =  0     und    ^-^^^1  =  Q. 

Wenn  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  den  variabeln 
Parameter  G  eliminirt,  so  erhält  man  den  geometrischen  Ort 
aller  dieser  Schnittpunkte ,  d.  h.  die  Umhüllungscurve  der 
gegebenen  Curvenschaar.  (Ver^l.  D.-E.,  §  117  und  Formel 
Nr.  liß  der  Tabelle.)  Giebt  es  eine  solche  Umhüllungscurve 
oder  Enveloppe  mit  der  Gleichung 
(7.)  S{x,y)  =  0, 

so   ist  diese  Gleichung   eine  singulare  Lösung  der   gegebenen 
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Differential- Gleichimg.  Es  galt  nämlich  der  Satz:  „Die  Um- 
Jmllangscurve  f EnveloppeJ  hat  in  den  Puniden ,  welche  sie  mit 
einer  dei'  Curcen  der  gegebenen  Curcenschaar 

G{x,g,C)  =  0 
gemeiji  hat,   auch  die  Tangente  mit  dieser  Curve  gemein'''' .     (D.-R., 
§  117.)     Im  Punkte  P  mit  den  Coordinaten  x  und  y  hat  daher 

'^''  -  dx 
denselben  Werth.  gleichviel  ob  man  annimmt,  dass  der  Punkt  P 
ein  Punkt  auf  einer  Curve  der  durch  Gleichung  (3.)  dargestellten 
Curvenschaar  ist,  oder  ob  man  den  Punkt  P  als  einen  Punkt 
der  Umhüllungscurve  mit  der  Gleichung  (7.)  ansieht. 

Umgekehrt    lässt    sich    auch    zeigen .     dass    zwischen    der 
allgemeinen  Lösung 

(8.)  G{x,y,C)=^Q 

und  der  singtdären  Lösung 
(9.)  S{x,  y)  =  0 

einer  Differential- Gleichung  erster  Ordnung  immer  dieser  Zu- 
sammenhang besteht.  Durch  Differentiation  der  Gleichung  (8.) 
erhält  man  nämlich 

(10.)  —  =  ^  +  ^"^=6^1  -f  G,^=0. 

^     '■'  dx        dx         dy    dx  dx         ' 

also 

^     ^^  dx  G^{x,  y,  C)  ' 

Der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  wü-d 
im  Allgemeinen  noch  die  Constante  C  enthalten.    Damit  dieser 

Werth  von  ~  in  den  durch  Gleichung  (2  a.)   vorgeschriebenen, 
dx 

nämlich  in  —  ~ß-^!  >  übergeht,  muss  man  also  den  Werth  von 
.A  (.r,  y) 

C  aus  Gleichung  (8.)   ausrechnen  und  in  Gleichung  (11.)  ein- 
setzen.   Bringt  man  z.  B.  Gleichung  (8.)  auf  die  Form 
(8  b.)  C=(f(x.y), 

so  geht  Gleichung  (11.)  über  in 


§  88.     Singiüäre  Auflösungen.  511 

^  ^''  dx  Gi\x,  y,  (f{x,  ij)]  N{x,  y) 

Es  ist  nun  die  Frage,   wie  ist  es  mög-licli,    dass  man  aus 
irgend  einer  anderen  Gleichung 
(13.)  S{x,  y)  =  0 

denselben  Wertli  von  -/  erhält? 
dx 

Bestimmt   man    zur  Beantwortung  dieser  Frage  jetzt    die 
Grösse   C  so,  dass  für  alle  Werthe  von  x  und  y 
(U.)  G{x,  y,  C)  =  S{x,  y) 

wird,  so  ergiebt  sich  hieraus  die  Gleichung 
(15.)  C  =  xp{x,  y). 

Dabei  sind  die  Functionen  (fix,  y)  und  Ui{x,  y)  möglicher 
Weise  zunächst  von  einander  verschieden;  da  aber  nur  solche 
Werthe  von  x  und  y  in  Betracht  kommen,  für  welche  S{x,  y) 
und  deshalb  nach  Gleichung  (14.)  auch  G{x,  y,  C)  verschwindet, 
so  werden  die  Werthe  von  cf{x,  y)  und  xp{x,  y)  für  die  betrach- 
teten Werthe  von  x  und  //  einander  gleich,  SO  dass  man 

C  =  xfJix,  y)  =  (p{x,  y) 
nnd 

(16.)  G{x,  y,  C)  =  G[x,  y,  if{x,  y)\  =  0 

erhält.     Durch  Differentiation  ündet  man  hieraus ,    indem  man 

//  und  C  als  Functionen  von  x  betrachtet, 

clG  _dG       ^G  (ly      ^G^dC_ 

^   *''  dx  ~~  dx         öy   dx       dC    dx  ~~ 

Damit  nun  diese  Gleichung  denselben,  durch  Gleichung  (2  a.) 
vorgeschriebenen  Werth  von  -,-  liefert  wie  Gleichung  (12.),  muss 

dG  dC      ^ 

sein.    Dies  ist  aber  nur  möglich,  wenn  entweder 

ist,  wenn  also  C  wirklich  eine  Constanfe  ist,  oder  ^^^enn 
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(20.)  ^-«(^^)  =  0 

wird.  Gilt  Gleichung  (19.),  so  erhält  mau  das  allgemeine  Inte- 
gral, gilt  dagegen  Gleichung  (20.),  so  braucht  C  keine  Coustaute 
zu  sein;  man  findet  dann  durch  Elimination  von  G  aus  den 
Gleichungen  (16.)  und  (20.)  eine  Gleichung,  welche  mit  der 
Gleichung 

S{x,  y)  =  0 

gleichbedeutend  ist,  d.  h.  man  findet  die  singulare  Lösung.  Die 
allgemeine  Lösung  stellt  daher  immer  eine  Schaar  von  Ciu-ven 
dar,  welche  die  der  singulären  Lösung 

.S'(.r,  y)  =  0 
entsprechende  Curve  zur  Umhüüungscurce  haben. 


Uebungs- Beispiele. 

Schon  in  §  87   sind  zwei  Differential  -  Gleichungen  integrirt 
worden,  die  eine  singulare  Lösung  zulassen.    In  Aufgabe  5  hatte 
man  für  die  Differential  -  Gleichung 
(1.)  yp^  —  2a;;>  +  y  =  0 

das  allgemeine  Litegral 
(2.)  G{x,y,C)  =  y^  —  2Cx  +  C''  =  0 

gefunden.    Die  Umhüllungscurve  (Enveloppe)  erhält  man  durch 
Elimination  von   C  aus  Gleichung  (2.)  und  aus  der  Gleichung 

(3.)  ^^^"^c'  ^^'  =^2x  +  2C=  0,     oder     C  =  x. 

Dies  giebt 
(4.)  y^  —  x^  =  0,     oder    y  =  ±  .r. 

Die  Gleichung  der  Enveloppe  stimmt  also  überein  mit  der 
singulären  Lösung  der  Differential  -  Gleichung. 

In  Aufgabe  6  hatte  man  für  die  Differential  -  Gleichung 

(5.)  y=px-j-:~-ß^ 


Vi+p' 
das  allgemeine  Integral 
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(6.)  G{x,  y,  C)  =  y-^Cx-yjL=  =  0 

gefimdeii.     Die  Gleichung-  der  Ciirve,  welche  von  diesen  geraden 
Linien    eingehüllt  wird,    erhält    man,   indem  man    C   aus   der 
■  Gleichung  (6.)  und  aus  der  Gleichung 

,„  N          •  dG(x,  y,  C)                                 c 
7.)  ^7^^—  =  —  a: ,  =  0 

eliminirt.    Setzt  man  dabei  wieder 

1  C 

(8.)     C  =  —  tgf,      ,^  =    -  cos;;,  ^  =  sinL 

so  folgt  aus  den  Gleichungen  (6.)  und  (7.) 
(9.)  x  =  ccos^t,    y  =  cainH, 

oder 

2  2  2 

(10.)  x^  +2/^  =  c^. 

^  Die  Gleichung  der  Enveloppe,  welche  in  diesem  Falle  eine 
Astroide  ist,  giebt  also  die  singulare  Lösung  der  Differential- 
Gleichung. 

Aufgabe  \.    Mau  soll  die  Differential- Gleichung 
(n.)  2/2  —  ^xyp  +  (1  +  x')f-  =  1 

integriren. 

Auflösung.      Indem    man    Gleichung   (11.)    nach   y   auflöst, 
erhält  man 


(12.)  y  =  xp±yi-p% 

daraus  folgt  duixh  Differentiation 

^1 Q  \  ,      i¥  P        dp 

(18.)  ^=;,  +  ._^__=^^, 

oder 

(13a.)  (-H=-7=^^)t  =  0- 

Diese  Gleichung  wii*d  befriedigt,  wenn  man  entweder 

(U.)  f'^O,     also    p  =  %=^Q, 

dx  dx 

oder 

Kiepert,  Integral- Rechnung.  33 
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(15.)  rr:^--X=^=0,      also      ±  ]/ i —p^  =  ^~  ] 

setzt.    Gleicliung-  (14.)  giebt  das  «%emew<?  Integral ;  indem  man    j 
nämlich  den  gefnndenen  Wertli  von  p  in  Gleichung  (11.)  ein-    *■ 
setzt,  erhält  man 
(16.)       G{x,  ij,  C)  =  y'  —  2Cxy  +  ^^(l  +  a:^)  —  1  =  0.  ^ 

Aus   Gleichung-  (15.)    dagegen   ergiebt   sich   die   singulare 
Lösung,  und  zwar  erhält  man  mit  Eücksicht  auf  Gleichung  (12.) 

(17.)  ,,  =  ^;,  +  |  =  |(l+^^-),     ^  =  y^,  I 

oder,  wenn  man  diesen  Werth  von  p  in  Gleichung-  (11.)  einsetzt, 

^  l  +  x^  ^   l  +  x'  ~    '  j 

oder  j 

(18.)  ^2_^2^1^  . 

Dieselbe  Gleichung-  findet  man  aber  auch,   wie   man  ohne    > 
Weiteres    erkennt,    wenn   man   die   Enveloppe   der   durch   die 
allgemeine  Lösung  in  Gleichung  (16.)  dargestellten  Curvenschaar    i 
bestimmt.    Dies  geschieht  durch  Elimination   von  C  aus  Glei-    ! 
chung  (16.)  und  aus  ] 

(19.)  ^^^-1^  =  —  2x1/  +  2C'(1  +  x^)  =  0,   oder  C  =  ^-^  •     | 

Dieses  Beispiel  führte  Taylor  auf  die  Entdeckung  der  singii-   | 
lären  Lösungen.  * 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  Differential -Gleichung  I 

(20.)  gdx  —  xdy  ±  a  '^ cM  -\-  dy'^  =  Q  ' 

integriren. 

Auflösung.     Die  gegebene  Differential -Gleichung  kann  man 
auf  die  Form 

(21.)  '   y=pxzpayY+f- 

bringen,  aus  der  durch  Differentiation 

dp p        dp 

'  dx         Yi  -|_^2  dx 

oder 
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(22)  (xT       ""^Y^'^O 

folgt.    Diese  Gleichung  wird  befriedigt,  wenn  man 

(23.)  1=0,     also    ,  =  |  =  C 

setzt.     Trägt  man  diesen  Werth  von  p  in  die  Gleichung  (21.) 
ein,  so  erhält  man 

y  =  Cx^a]/  i  +  6'2, 
oder 
(2i.)       G(a:,  r/,  C)  =^y^  —  2Cxi/  +  C^x^  —  a\\  +  C)  =  0. 

Dies  ist  die  allgemeine  Lösung  der  gegebenen  Diiferential- 
Gleichung.  Die  smgul'dre  Lösung  findet  man  aus  Gleichung  (22.), 
indem  man 

(25.)  x^~M===^,  oder  ±yrT?  =  f 
setzt.  Dies  giebt  in  Verbindung  mit  Gleichung  (21.) 
(26.)      y=p.._^  =  |(^.-a^),    Oder   ;;=jj-^. 

Bringt  man  Gleichung  (21.)  noch  auf  die  Form 
y^  —  2xyp  +  x'-p^  =  «^(1  +  p^) , 
odei' 

(27.)  f  —  2xyp  +  (a;2  —  a^)p'^  —  a^  =  0 

und  setzt  den  eben  gefimdenen  AVerth  von  p  ein,  so  erhält  man 
(28.)  x'^  +  if-~a^  =  0. 

Dieselbe  Gleichung  findet  man  aber  auch,  wie  man  ohne 
Weiteres  erkennt,  wenn  man  die  Enveloppe  der  durch  die 
allgemeine  Lösung  in  Gleichung  (24.)  dargestellten  Schaar  gerader 
Linien  bestimmt.  Dies  geschieht  durch  Elimination  von  C  aus 
Gleichung  (24.)  und  aus 

(29.)  ^^(^>^^  ^)  ^  ^^  2xy  +  2C{x'-a')  =  0,  oder  C=  ^-  • 

Aufgabe  3.    Man  soll  die  Diff'erential  -  Gleichung 
(30.)  {xp  —  y){x~-  ijp)  =  2p 

integriren. 

33* 
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Auflösung.     Setzt  man 


?, 


(31.)  x=yz-^u,  y^zYz  —  u,  also  2z  =  x^+y',  2ti  =  x"^  —  y"^ \ 
so  wird 


^     ,         dz  4- du       ^         dz — du  (dz- — du)yz-j-u 

(32.)  dx  =  -— >  dl/  =  ~- ,   p  = '\  , 

2'yz-\-u       ■        2]/2— w  {dz  +  du)yz-—u 

,  .   ,  2(udz  —  zdti)  2dt<yz-\-u 

(33.)     xp  —  y  = ^^ , 1—  5    X  —  yp  =  -—} — , — j—  • 

^      ^      ^       -^        {dz-\-du)yz--u  dz-\-du 

Trägt  man  diese  Werthe  in  Gleichmig  (30.)  ein,   so  erhält 
man 

4:(udz  —  zdii)du  yz  +  u       2(dz  —  ('/w)")/s  +  w 


{dz  +  duy-yz—u             [dz  +  du)yz  - 

-  u 

oder 

(34.) 

dz^-  —  2udzdu  +  (2z  —  i)du'^  =  0. 

1  = 


Bezeichnet  man   der  Kürze  wegen   -^  mit  ;ji,   so   erhält 
Gleichung  (34.)  die  Form 
(35.)  pi"^  —  2upi  +  22  --  1  =  0,     oder    u  ,^ iZll+_^lzJ: . 

Indem  man  diese  Gleichung  nach  u  diiferentiirt,  findet  man    i 

2p^' 
oder  ^    I 

(36.)  (p.^-22+l)^'  =  0.  *    I 

Hieraus  folgt  das  allgemeine  Integral,  indem  man 

(37.)  -^  =  0,     also     »1  =  C 

du 

setzt  und  in  die  Gleichung  (35.)  einträgt.    Dies  giebt 

(38.)  2z—2Cu=l~-  C'2, 

also  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichuugen  (31.) 

(39.)      G(x,  y,  C)  =  a:2  +  3/2  _  c(x'~  —  y'-)  ■— 1  -\-  C  =  0, 

oder 
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(40.) 


c 


Dieser  Gleichung-  entspricht  eine  Schaar  concentrischer 
ElUpsen  und  Hyperbehi. 

Die  singulare  Lösung  findet  man,  wenn  man  in  Gleichung 
(36.)  den  Factor 

(41.)  pi"  —  2z  +  1  =  0,     also    2h  =  ±  y2i^^ 

setzt  und  in  die  Gleichung  (35.)  einträgt.    Dies  gieht 

(42.)     2(22  —  1)  =F  2uy2z  — "l  =  0,     oder      ^^  =  =b  ]/2^'^^, 


da   der   Fall    d=  ]/2z  —  1  ^=  pi  :=  0,    welcher    ein  particuläres 

Integral  (C=o)  liefert,  ausgeschlossen  ist.     Daraus  folgt 

(43.)  ^^2^2z— 1, 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (31.) 

(44.)  x"  —  2a;2y2  -f  ^4  _  4^2  —  4^2  _^  4  ^  q^ 

oder 

(44a.)  {x  +  2/  +]/2)  {x  +  y—y2)  (.r  — y  +|/2)  {x-y—y^)  =  0. 

Dieselbe  Gleichung  findet  mau,  wenn  man  die  Enveloppe 
der  durch  Gleichung  (39.)  dargestellten  Curvenschaar  bestimmt, 
indem  mau  aus  dieser  Gleichung  und  aus 
dGix,y,  C) 


(45.) 


du 


(a;2  —  y2j  _^  2C  =  0 ,     oder     C  = 


r 


den  variableu  Parameter  C  eli- 
minirt. 

Der  Gleichung  (44.)  oder 
(44a.)  entspricht  ein  System 
von  4  geraden  Linien  (Fig.  133), 
die  sämmtliche  Curven  der 
durch  Gleichung  (40.)  gegebenen 
Curvenschaar  berühren.  Gleich- 
zeitig stellt  jede  dieser  geraden 
Linien  eine  singulare  Lösung 
der  vorgelegten  Differential- 
Gleichuns:  dar.  Setzt  man  z.  B. 
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(46.)  .r  — ?/+]/2  =  0,     oder     y  —  x+y2,  i 

also  I 
(47.)                                       p  =  l, 

und  trägt  diese  Wertlie  in  die  Gleichung-  (30.)  ein,  so  erhält  | 

man  ; 

{x  —  x—y2)(x  —  x—  ]/2)  =  (—  1/2)2  =  2 

und  erkennt,  dass  Gleichung  (30.)   durch  diesen  Werth  von  y  , 
befriedigt  wird. 

§  90.  •  I 

Isogonale  Trajectorien. 

(Vergl.  die  Formel -TabeUe  Nr.  196  und  197.) 

Wenn  eine  Schaar  von  Curven  dui'cli  die  Gleichimg  ' 
(1.)                                      Fix,  y,u)  =  0 

mit    dem    variablen  Parameter  u  gegeben   ist,    und    wenn    die 

sämnitlichen  Curven  dieser  Curvenschaar  von  einer  anderen  Cm-ve 

nach  einem  bestimmten  Gesetze  geschnitten  werden,  so  nennt  \ 

man  diese  schneidende  Curve  „eine   Trajectorie'-'-  der  gegebeneu  j 

Curvenschaar.  ' 

Unter  den  Trajectorien  sind  besonders  bemerkensAverth  die  ; 

isogonalen   Trajectorien,   welche  die  sämnitlichen  Curven  einer  \ 

Curvenschaar  unter  einem  gegebenen  Winkel  S^  schneiden.    Ist  \ 

dieser  Winkel  ■!>  ein  rechter  AVinkel,  so  nennt  man  die  schneidende  j 

Curve  „eine  orthogonale    Trajectorie'"''.  ; 

Um  die  Differential-Gleichung  zu  linden,  welcher  die  isogo-  i 

nalen  Trajectorien  genügen  müssen,   gebe  man  dem  variablen  I 

p.    j3^  Parameter  u  in  Gleichung  (1.)  . 

Y  zunächst      einen      bestimmten  , 

Werth,  d.  h.    man  greife  aus  j 

der    gegebenen    Schaar     eine  j 

bestinnnte  Curve  heraus.     Der  j 

Winkel,  welchen  die  Tangente  \ 

dieser    Curve    (Fig.   134)    im  \ 

;^«  \        '      X^'^ '  \  ^^   Punkte    P   mit    der   positiven  ! 

Richtung  der  X-Axe  bildet,  sei  j 
«,  dann  ist  nach  D.-R.,  Formel  Nr.  16  und  88  der  Tabelle 
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(2.)  tg«  =  'J-^  =  -f^^"| 

wobei  die  partiellen  Ableitungen  von  F{x,  y,  u)  nach  x  und  y 
bezw.  mit  Fi{x,  y,  u)  und  Fi{x,  y,  u)  bezeichnet  worden  sind. 
Nennt  mau  nun  die  laufenden  Coordinaten  der  isogonalen  Tra- 
jectorie  x',  t/  und  den  Winkel,  welchen  die  Tangente  dieser 
Trajectorie  im  Punkte  P'  mit  der  positiven  Richtung  der  X-Axe 
bildet,  u',  so  ist 

(3.)  tg«'  =  ^  ■ 

Damit  nun  diese  beiden  Tangenten  den  Winkel  d  mit  ein- 
ander bilden,  muss 

(4.)  «'  =  «-!-,'/■ 

sein.    Dies  giebt 

(5,  t,„.  =  «"+^)  =  a^||' 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (2.)  und  (3.) 

Fiix,y,u) 
...  dl^       Fix,y,u)'^'^'   _  F.tgi^  -  F, 

^  ^^  dx'  F,(x,y,u)  -     F,  +  F.tgV  ' 

'  ~^  F,{x,  y,  uy^ 
wobei  der  Kürze  wegen  Ft  und  Fo  statt  Fi{x,  y,  u)  und  -F^C^,  y,  ^0 
gesetzt  ist.    Multiplicirt  man  auf  der  rechten  Seite  dieser  Glei- 
chung noch  Zähler  imd  Nenner  mit  cos  .9^,  so  erhält  man 

dx/  _F<i %mi)-  —  JPi cos d- 
"■  dx'  "  i^2Cos^  -h  i'lsin^^ 

Jetzt  wii'd  aber  verlangt,  dass  die  Tangenten  an  die  beiden 
Curven  in  einem  Schnittpunkt  derselben  gelegt  sind,  d.  h.  die 
Punkte  P  und  P'  müssen  zusammenfallen,  Avie  es  in  Figur  134 
bereits  angenommen  worden  ist;  es  wii'd  also 

x'  =  x,    y'  =  y, 
so  dass  Gleichung  (7.)  übergeht  in  die  Gleichung 
(8.)     {Fi  cos  ^  —  i^2  sin  i})dx  -f  {F^  sin  0  +  F.  cos »)dy  =  0. 

Im  Allgemeinen  werden  hierbei  -Fi  und  F-i  noch  Functionen 
von  u  sein,    so  dass   die  Curve,  für   Avelche   die   Differential- 
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Gleichung'  (8.)  gilt,    nui'  diese  eine,   dem   bestimmten  Wertlie 
von  u  entsprechende  Curve  unter  dem  Winkel  ^  schneidet. 

Damit  sämmtUche  Curveu  der  gegebenen  Curvenschaar  unter 
dem  Winkel  ^  geschnitten  werden,  muss  man  Gleichung  (1.) 
in  Bezug  auf  u  auflösen  und  den  gefundeneu  Werth  von  u  in 
Gleichung  (8.)  einsetzen,  oder  man  muss,  was  auf  dasselbe 
hinauskommt,  aus  den  Gleichungen  (1.)  und  (8.)  die  Grösse  u 
eliminiren.    Dadurch  erhält  man  eine  Gleichung 


(9.)  g(.t,  y,  I) 


dy\ 


0, 


welche  die  Differential -Gleichung  der  gesuchten  isogonalen  Tro- 
Jectorie  ist. 

Bei  der  Integration  dieser  Differential- Gleichung  erster 
Ordnung  tritt  eine  Integrations-Constante  C  auf,  die  man  noch 
loillkürlich  bestimmen  kann.  Deshalb  giebt  es  zu  der  Curven- 
schaar 

F{x,  y,u)  =  Q 
eine  ganze  Schaar  isogonaler  Trajectorien. 

Bei  den  orthogonalen  Trajectorien  ist  />  ein  rechter  Winkel, 
dann  wird  also 

(10.)  sin^=l,     cosi^==0, 

so  dass  Gleichung  (8.)  übergeht  in 
(ll.J  —  F^dx  +  F^dy  =  0. 

Die  Differential -Gleichung  der  orthogonalen  Trajectorien 
findet  mau  also,  indem  man  aus  den  Gleichungen  (1.)  und  (H.) 
den  variablen  Parameter  it  eliminirt. 


§  91- 

Uebungs- Aufgaben. 

(Vergl.  die  Formel- Tabelle  Xr.  198—202.) 

Aufgabe  1.    Durch  die  Gleichung 
(1.)  F{x,y,ti)  =  y  —  ux  =  (i 

ist  eine  Schaar  von  geraden  Linien  gegeben ,  welche  sämmtlich 
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durcli  den  Nullpunkt  hindurchgehen ;  Fig.  135. 

man  soll  die  Grleichung-  der  Traejec- 
torien  aufsuchen,  welche  alle  diese 
Geraden  unter  dem  Winkel  d-  schnei- 
den. 

Auflösung.    Aus   Gleichung   (1.) 
folg-t  durch  partielle  Differentiation 
(2.)  F,  =  —u,     i^2=l, 

deshalb  findet  man  aus  Formel 
Nr.  196  der  Tabelle  für  die  isogo- 
nalen Trajectorien  die  Differential- 
Gleichung- 

(3.)         ( —  ucosO-  —  sin,^)f/a;  -f  ( —  usin^  4-  cosO)dy  =  0, 
wobei  aber  noch  nach  Gleichung-  (1.) 

(4.)  zc  = 

X 

zu  setzen  ist.    Dies  giebt 

(5.)     (—  ycos^  —  xsmS-)dx  -f  ( —  ysini9-  -f-  xcosSjdy  =  0, 

oder,  wenn  man  durch  — siwi)  di\adirt, 

(5  a.)  {xdx  +  ydy)  +  Gtg^{ydx  —  xdy)  =  0, 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  wird  eüi  vollständiges 
Differential,  wie  aus  den  Bemerkungen  in  §  85,  Seite  494  und 
495  hervorgeht,  wenn  man  durcli  den  integrü'enden  Factor 
x^  -f  y^  dividirt,  und  zwar  erhält  man  aus 


(6.) 


xdx  -\-  ydy  ^     ,    ydx  —  xdy 

.       -^^    +  ctg.'>  ■   ^^^/  =0 


l(]/.;?T^j  -  ctg.'/ .  arctg(^|)  :=  16'. 


X-  -T-y- 
nach  den  damals  angegebenen  Eegeln 

(7.) 

Diese  Gleichung  wird  noch  wesentlich  einfacher  durch  Ein- 
führung von  Polarcooi'dinaten,  indem  man 

X  —  rcosrp,     y  =  rshicp,     also     Yx'^  +  y"  =  ?',     arctgf  -  j  =  rp 

setzt  und  den  constanten  Factor  ctgi^   mit  a  bezeichnet.     Da- 
durch geht  Gleichung  (7.)  über  in 
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(8.)  Ir  =  16'  +  acfi  =  \{C.  e^'p), 

oder 

(9.)  r  =C .  e'"P. 

Dies  ist  die  Gleichung  der  logarithmischen  Spirale,  welche 
für  die  verschiedenen  Werthe  der  Integrations- Constanten  C  ver- 
schiedene Lagen  einnimmt. 

In  dem  Falle,  wo  0-  gleich  90*^  ist,  wii^d  oXgd-  =  0,  so  dass 
dann  Gleichung  (7.)  übergeht  in 
(10.)  I(l/:c2"+?)  =  IC,     oder    a;^  +  if  =■.  C\ 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Schaar  concentrischer  Kreise. 

Aufgabe  2.     Durch  die  Gleichung 
(11.)  F{x,  y,  u)  =  z^—  2u(y  —  xYs)  =  0 

ist  eine  Schaar  von  Parabeln  gegeben;  man  soll  diejenigen 
Ciirven  aufsuchen,  welche  alle  diese  Parabeln  unter  einem  Winkel 
von  ±  60°  schneiden. 

Auflösung.     Hier  ist 
(12.)      ^  =  ±600,     also     sin^  =  ±:^]/3,     cos^  =  |, 
(13.)     Ft  =  2x  +  2w]/ 3 ,     F2  =  ~2u, 

folglich  findet  man  nach  Formel  Nr.  196  der  Tabelle  für  die 
isogonalen  Trajectorien  die  Differential  -  Gleichung 

(U.)      {x  +  uYs  ±  uy^)dx  +  [±  (a:  4-  «]/^)y  3  —  u]dy  =  0. 

Für  das  obere  Zeichen  erhält  man  daher 
(15.)  (x  +  2uyS)dx  4-  (a:]/ 3  +  2w)^y  =  0, 

wobei  aber  nach  Gleichung  (11.) 

(16.)  2u  =        """ 

y  —  xys 

einzusetzen  ist.    Dies  giebt 


( 


x  + '~j^)dx  + 


oder,  wenn  man  diese  Gleichungen  mit  '^- multiplicirt, 

(17.)  ydx  +  (y]/3  —  2x)dy  =  0. 

Da  in  dieser  Gleichung   die  Coefficienten  von  dx  und  dy 
homogene  Functionen  gleichen  Grades  sind,  so  setze  man 


I 
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(18.)  y  =  ^z,     dy  =  xdz  +  zdx. 

Dadurch  erhält  man,  wenn  man  Gleichung-  (17.)  noch  durch 
X  dividirt, 

zdx  +  (~y  3  —  2)  {xdz  +  zdx)  =  0, 


oder 

(19.) 

(^2  y  3  —  z)dx  +  (c]/ 3  —  2)xdz  =  0 , 

(20.) 

dx            (2]/ 3  —  1)dz  _       Idz         ysdz 
^  ~         z{zy3-^l)    ~         2         2]/ 3—1 

also 

(21.) 

l:r  =  l(zy3-l)  — 2U  +  1C', 

oder 

(22.) 

.r;s2  =  C'(^l/ 3  —  1). 

Dies  giebt  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (18.) 
(23.)  y^^CiyV'S-x). 

Diese  Gleichung  stellt  ebenfalls  eine  Schaar  von  Parabeln 
dar,  und  zwar  geht  Gleichung  (11.)  in  Gleichung  (23.)  über, 
wenn  man  x  mit  y  und  2u  mit  — C  vertauscht. 

Wenn  man  dagegen  in  Gleichung  (14.)  das  U7itere  Zeichen 
beachtet,  so  erhält  man 

(24.)  xdx  —  {xY'd  +  Ui)dy  =  0, 

oder  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (16.) 

/       —  2x^     \ 

xdx—lxYs  H 7=)^y  =  0, 

\  y — xy  S/ 

also,  wenn  man  diese  Gleichung  mit  - — multiplicirt, 

(25.)  {y  —  xy~S)dx  —  (yys  —  x)dy  =  0. 

Auch  hier  sind  die  Coefficienten  von  dx  und  dy  homogene 
Functionen  gleichen  Grades,  folglich  wandet  man  wieder  die  in 
den  Gleichungen  (18.)  angegebene  Substitution  an  und  erhält 

{z  —  y^)dx  —  (^y  3  —  1)  (xdz  +  zdx)  =  0, 
oder 
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(26.)  {z^Ys  --  2z  +]/  •d)dx  +  (2]/  3  —  1  )xdz  =  0, 

,         dx_  {z'\/'l^\)dz      _       1   diz^y^  —  ^z+y^) 

"^  ~       2'-^]/3  —  22  +  1/3  ~       2     2-i]/3  --  2^  +  y  3     ' 
folglich  wird 

l(a;2j  +  l(22|/3_2z  +|/3)  =  IC, 
oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (18.) 
(28.)  {x'  +  y2j]/3  ___  2xy  =  C. 

Dies  ist  die  Gleichung  emer  Schaar  von  ähnliche?!,  und 
ähnlich  liegenden  Ellipsen,  deren  Axen  die  Winkel  z^^'isdlen 
den  Coordmaten  -  Axen  halbiren. 

Aufgabe  3.    Durch  die  Gleichung 
(29.)  F{x,  y,  u)  =  y--~  ux  =  0 

ist  eine  Schaar  von  Parabeln  mit  gleichem  Scheitel  und  gleicher 
Axe  gegeben  (Fig.  136);  man  soll  die  rechtwinkligen  {ortho- 
gonalen) Trajectorien  ermitteln. 

Fig.  130.  Auflösung.    Hier  ist 

(30.)       F,  =  ~u,     i\  =  2y, 

folglich  findet  man  nach  Formel 
Nr.  197  der  Tabelle 

(31.)         2ydx  +  tidy  =  0, 

wobei  aber  nach  Gleichung  (29.) 

(32.)  ti  =  ^ 

X 

zu  setzen  ist.    Dies  giebt 
oder     2xdx  +  ydy  —  Ü. 

Daraus  folgt  durch  Integration 
(34.)  2x''  +  y''  =  C.     ■ 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Schaar  von  ähjilichen  und 
ähnlich  liegenden  Ullipsen. 

Aufgabe  4.    Durch  die  Gleichung 
(35.)  f(.,,,.)  =  _^_  +  _^^_l  =  0 
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ist  eine  Schaar  confocalcr  Ellipsen  gegeben,  wobei  der  variable 
Parameter  ii  alle  Werthe  von  —  b-  bis  +  oo  durchläuft.  Wenn 
dagegen  u  alle  Werthe  von  —  a^  bis  —  b'^  durchläuft,  so  stellt 
Gleichung  (35.)  eine  Schaar  confocaler  Hyperbeln  dar.  Man  soll 
für  beide  Fälle  die  rechtwinkligen  {prthogonaleri)  Trajectorien 
bestimmen. 

Auflösung.    Hier  ist 

(36.)  j;  =  ^?^,  ^2=    ^^ 


folglich  findet  man  nach  Formel  Nr.  197  der  Tabelle  für  die 
orthogonalen  Trajectorien  die  Differential- Gleichung 

(37.)  -J^  +  4^=0, 

wobei  man  noch  den  variablen  Parameter  u  aus  den  Gleichungen 
(35.)  und  (37.)  in  folgender  Weise  eliminiren  kann.  Aus  Glei- 
chung (37.)  findet  man 

(38.)  ^A  =  4^  . 

setzt  man  diesen  Werth  in  Gleichung  (35.)  ein  und  bezeichnet 

man  a^  —  b-  mit  e^,  so  erhält  man 

(39.)        a-  +  ^^  =  x{x  +  yp) ,     5-  +  e^  =  x{x  +  yp)  —  e^, 

und  wenn  man  diese  Werthe  in  Gleichung  (35.)  einsetzt, 


x-{-  yp      x{x  -\-  yp)  —  e^ 
oder 
(40.)  {x  +  yp)  [y  —  xp)  =  —  e'p. 

Diese  Differential -Gleichung  für  die  orthogonalen  Trajec- 
torien lässt  sich  ähnlich  behandeln  wie  die  in  §  89,  Aufgabe  3. 
Man  setze  nämlich 

(41.)  .^2  =  2^-^',     jy2^^— /,     also     2z=^x''-^i/,     2t  =  x^~y\ 
dann  wird 
(42.)  dz  =  {x  -{-  yp)dx,     dt  ^=.[x  —  yp)dx, 

also,  wenn  man  ^  mit  px  bezeichnet, 
dt 

,,    X  dz  X -\- yp  xipi  —  1) 
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/      V  2a-»i  2(z  —  ipi) 

(41.)  .  +  yp=^^^,    y-.p  =  -^-^^ . 

Deshalb  geht  Gleichung  (40.)  über  in 

^xpi{z  —  tpi)  _       e^x{'px  —  1) 
y(jöi  +  Vf    ^~~  y{pi  +  1)  ' 
oder 

(45.)  ^p,{z  —  tp,)  =  —  e\p^  —  1). 

Diese  Gleichung-  kann  man  auf  die  Form 
(46.)  .  =  ,„_-f!(^^    . 

bringen  und  erhält  daraus  durch  Difierentiation  nach  t 


(47.) 


4;3,2 


t  =  «- 


'1 
Diese  Gleichung  wird  befriedigt,  wenn  man 

(48.)  ^  ^  ^'     ^^^^    ^'  ^  ^' 

setzt.    Indem  man  diesen  Werth  von  pi  in  Gleichung  (45.)  ein- 
trägt, erhält  man 

46'(2  —  tC)  =  e\l  —  C) , 
oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (41.) 

•2Cx'{l  —  C)  +  26'?/2(l  +  C)  =  e^l  —  ^"): 
oder 
,     ,  26V  2Cy2 


6>2(H-6')    '   e\l—C') 
Führt  man  jetzt  statt  der  Integrations- Constanten  C  einen 
variablen  Parameter  /.  ein,  indem  man 

also 

g-^(l  +  0)        ,,         g^(l-6') 
-^0-  =  «^  +  ^'    -2^--=*   +'^ 
setzt,  so  geht  Gleichung  (49.)  über  in 

(51.)  -^  +  v,^  =  1. 

^  Diese  Gleichung  stellt  wieder  eine  Schaar  confocaler  Ellipsen 
und  Hyperbeln  dar,   welche  mit    der   gegebenen  Curvenschaar 
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identisch  ist.  Dabei  schneiden,  wie  bereits  Ijekannt  ist,  in  der 
That  die  sämmtlichen  Hyperbeln  die  sämmtlicheu  Ellipsen  rechi- 
loinkUy. 

Hätte  man  in  Gleichung  (47.),  um  die  singulare  Lösung  zu 
erlialten,  den  Factor 

(52.)         t  —  ^'^'"^' t  ^^  =  0,     oder    p{\U  —  O  =  e' 

gesetzt,  so  würde  man  mit  Kücksicht  darauf,   dass  nach  Glei- 
chung (46.) 
(53.)  ^pxz  =  ih\U  —  e")  +  e' 

ist,  die  Gleichungen 

4;j,c  =  2e^     oder     4y^,^^'  =  e",     also     ^z^  =  e^{U  —  e^) 
gefunden  haben.    Dies  giebt,  w^enn  man  die  Werthe  von  z  und 
t  aus  den  Gleichungen  (41.)  einsetzt, 

(:r2  +  y'^f  =  e\2x^  —  2y^  —  e"-) , 
oder 

(54.)  {x'  —  e'f  =  —  y\2z^  +  y'  +  2e-'). 

Die  singulare  Lösung  liefert  also  eine  imaginäre  Curve, 
denn  Gleichung  (54.)  kann  durch  reelle  Werthe  von  x  und  y 
nicht  befriedigt  werden. 

Im  Allgemeinen  wird  die  Integration  der  ftii'  die  orthogo- 
nalen Trajectorien  gefundenen  Differential -Gleichungen  in  ge- 
schlossener Form  nicht  ausführbar  sein;  deshalb  ist  es  von  In- 
teresse, einige  Fälle  hervorzuheben,  wo  die  Integration  durch 
Trennung  der  Variabein  unmittelbar  bewirkt  werden  kann.  Die 
gegebene  Curvenschaar  habe  die  Gleichung 
(55.)  F{x,  y,  u)  =f{x)  +  g{y)  — ..  =  0, 

wobei  fix)  eine  Function  der  einzigen  Veränderlichen  x  und 
g{il)  eine  Function  der  einzigen  Veränderlichen  y  sein  möge; 
dann  wii'd 

(56.)  F,=f'{x),     F,=g'{y). 

SO  dass  die  Differential-Gleichung  der  orthogonalen  Trajectorien 
(vergl.  Formel  Nr.  197  der  Tabelle)  in 

-g\y)dx+f'{^)dy  =  0, 
oder 
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.       ^  dx    dii 

übergeht.    Danach  kann  man  ohne  Weiteres  die  folgenden  Anf- 
gaben  beliandeln. 

Aufgabe  5.  Man  soll  die  orthogonalen  Trajectorien  der 
Curven  mit  der  Gleichnng 

<-)         (:j+(f)-»=« 

bestimmen. 

Auflösung.    Hier  ist 

(59.)  /W=0J'     ^(y)  =  (f/' 

also 

(«0.)    /'w=Kr'-'(^)=f(r' 

folglich  findet  man  nach  Gleichnng  (57.)   für  die  orthogonalen 
Trajectorien  die  Differential -Gleichnng 
/^-  X  a"      dx    _  b(^      dy 

Die  Fälle,  wo  a  =  2  oder  ß  =  2  ist ,  mnss  man  besonders 
untersuchen.  Ist  z.  B.  «  =  2  und  ß  =  2,  so  geht  Gleichung  (61.) 
über  in 

(62.)  a'^.~  =  b"-  ■  ^^  , 

X  ij 

folglich  wird 

(63.)  bHy  =  anx  +  \C,     oder     t/'>^  =  Cx'^. 

Dagegen  findet  man  unter  der  Voraussetzung,  dass  «^2. 
ß'^2  ist,  aus  Gleichung  (61.)  durch  Integration 
(64.)  a^ß{ß  —  2)x^-''  =  Ma{a  ---  2)xß-?  +  C. 

Ist  z.  B. 

2  2 

a  =  1,     5  =  1,     <^  —  3  '     '^  ~  3  ' 

und  vertauscht  man  u  mit  t^^,  so  geht  Gleichung  (58.)  über  in 
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2 


(65.)  x^' +  i/ =  11^ , 

d.  h.  die  gegebene  Curvenschaar  ist   eine  Schaar  ähnlicher  und 

ähnlich  liegender  Astroiden. 

Für  die   orthogonalen  Trajectorien   findet   man   dann   aus 
Gleichung  (64.)  ,  wenn  man  die  Integrations  -  Constante  C  mit 


v^  bezeichnet, 

(66.)  x'~y 


4  4  4 

"3"  ,,¥  _  „T 


Man  kann  das  angegebene  Verfahren  auch  dann  noch  an- 
wenden, wenn  die  Gleichung  der  angegebenen  Curvenschaar  die 
Form 

(67.)  f{£^.cj{y)-u  =  ^ 

hat,  weil  man  sie  durch  die  Gleichung 
(68.)  F{x,  y,u)  =  \ [f{x)]  +  1  [^(y)]  -\u  =  0 

ersetzen  kann.    Dann  wird 

(69.)  ^^=^'     F.  =  '^,^ 

J(^)  9{y) 

so  dass  man  aus  Formel  Nr.  197   der  Tabelle  für  die  orthogo- 
nalen Trajectorien  die  Differential  -  Gleichung 

oder 

erhält. 

Aufgabe  6.    Man  soll  die  orthogonalen  Trajectorien  für  die 
cerallgemeinerteti  gleichseitigen  Hyperbeln  mit  der  Gleichung 
(71.)  a;"'//"  =  u 

bestimmen. 

Auflösung.    Hier  ist 
(72.)    f{x)^x-\     g{y)^f\    f'{x)^mx-^-\     g'{y)  =  ny-'\ 
folglich  ergiebt  sich  aus  Gleichung  (70.)  für  die  orthogonalen 
Trajectorien  die  Differential -Gleichung 

Kiepert,  Integral -Rechnung.  3^ 
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(73.)  'Imijdy  =  ^l7ixclx: 

die  orthogonalen  Trajectorien  selbst  haben  daher  die  Gleichmio: 

(74.)  7m/  =  na-:^  +  C. 


Ist   die   Gleichung-  der  gegebenen  Curvenschaar  in  Polar- 
coordinaten  ausgedrückt,  geht  man  also  von  der  Gleichung 
(75.)  F{i\_  (f,ti)  =  0 

aus,  so  ist  der  Winkel  /<.  welchen  die  Tangente  im  Curven- 
punkte  P  mit  dem  zugehörigen  Radiusvector  bildet,  dui'ch  die 
Gleichung  (vergl.  D.-R.,  Formel  Nr.  109  der  Tabelle) 

^dr' 


I 


(76.) 


tg/' 


Fig.  137. 


gegeben.  Bezeichnet  man  vorläuhg  die  Coordinaten  emer  ortho- 
gonalen Trajectorie  mit  r',  q'  und  den 
Winkel,  welchen  die  Tangente  dieser 
Curve  mit  dem  zugehörigen  Radius- 
vector bildet,  mit  fx',  so  ist 

r'd(p' 


(77.) 


to-«' 


-X         Nun  soll  i-i' 
halb  wird 


(78.) 
oder 

(79.) 


tg(^'  —  /*)  =  T  — ^        ?   ~. 


dr' 
fj  =  90"  sein,  des- 

=  oo. 


rd(r    r'dq:' 


Setzt  man  hierbei  der  Kürze  wegen 
(80.) 

so  folgt  aus  Gleichung  (75.) 
(81.) 


dF{r,  (jp,  u)  dF(r,  ff,  n) 


d(f^____  Fj  {r,  cp,  u)  __F\ 

dr  ~~       F^Ar.  w.  u)  ~       F, 


F^{r,  (p,  u) 
folglich  geht  Gleichung  (79.)  über  in 


4 

i 
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da  aber  die  Berührungspunkte  P  und  P'  zusammenfallen 
müssen,  so  wird  r'  gleich  r,  (p'  gleich  (f,  also 

(83.)  F,-t\r^-^=i). 

Im  Allgemeinen  werden  hierbei  P\  und  F^  noch  den  Parameter 
u  enthalten;  indem  man  u  aus  den  Crleichungen  (75.)  und  (83.) 
eliminirt,  erhält  man  die  Differential  -  Gleichung  der  orthogonalen 
Trajectorien. 

Aufgabe  7.    Die  Gleichung 

(84.)  F{r,  (f,  u)  —  r'^cos{2(f>  +  2u)  —  a-cos(2w)  =  0 

stellt  eine  Seh  aar  von  gleichseitig eti  Hyperbeln  dar,  welche  den 
Nullpunkt  zum  gemeinsamen  Mittelpunkte  haben  und  sämmtlich 
durch  den  Punkt  A  mit  den  ( 'oordinaten  r  =  a^  (fi  =  0  hindurch- 
gehen; man  soll  die  orthogonalen  Trajectorien  bestimmen. 

Auflösung.    In  diesem  Falle  ist 
•  (85.)     jp,  =  2rcos{2(f  4-  2u) ,     F2  =  ^  -  2r^smi2(f'  +  2?^). 
folglich  geht  Gleichung  (83.)  über  in 

-  -  2r2  sin  (2y  +  2?i)  —  2r^  cos  (2r/  +  2?/)  ^  =  ^ ; 
daraus  tindet  man 
(86.)  tg{2cp  +  2u)  =  ~-r^J^y 

Nun  kann  man  Gleichung  (84.)  auf  die  Form 
r2cos(2y)cos(2w)  —  r'^sm{2rf)sm{2u)  —  a^co8{2u)  =  0, 

oder 

.      ,  ^    .     ,       r'^C0S(2(p)  —  a^ 

(87.  tg  2w   = ,\7-    ,-- 

^     ^  öv     /  r2sm(27)) 

bringen,  folglich  wird 

(8S)      't.-(-cf    I    o,,N        tg(2r/))  +  tg(2^0 
(88.)       tg(.y  +  2u)  _  i_tg(2^^tg(2w) 

_    ?-2  sin  (2(f)  tg  (2^)  +  r=^  cos  (2fp)  —  a* 
~  l^shiißcf')  —  tg(29-)[r*''cos(2y)  —  «2] 
_  r^--  a^cos(2y) 
~        a^sm{2g:) 


2r 
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Dies  giebt  mit  Eücksiclit  auf  CTleiclmng  (86,) 

^^^'■'  a2  sin  (2^0      """^r  ' 

oder,  wenn  man 

(90.)  a^C0S(2(f)  =  t,     also     — 2a-sm(2(f)d(f  =  dt 

setzt, 

dt       2t 

in.)  *  +  7  =  2'-- 

Weil  dies  eine  lineare  Differential-Gleichung  erster  Ordnung 
ist,  setze  man 

(92.)  t=vz,     also     dt  =  vdz  +  zdo, 

wodui^cli  man 

(  ^  •  ^^^  4-  -('^'^  4-  ^^^— 

^     ''  dr  \dr        r  ) 

erhält.    Indem  man  die  Function  v  so  bestimmt,  dass  in  dieser 

Gleicliung  der  Coefficient  von  ~  verscliwindet,  erhält  man 

,    .  x        dv  2dr        .        .  1  /  o\         T  1 

(94.)        --  = j    also    \v  —  — \{r-),     oder    v  =  ^  ; 

^      ^         V  r  r^ 

deshalb  geht  Gleichung-  (93.)  über  in 

1   dz 
(95.)  —^  -r  =  2r,     oder     dz  —  2r^dr. 

'  r-  dr 

Dies    giebt,    wenn    man    die   Integrations  -  Constante    mit 

■^(a*  —  i*)  bezeichnet, 

«4  —  5* 

(96.)    2z  ^  r''  -{-  a^  ~  h\     also     2v2  =  r2  H =  2t, 

r^ 

oder  mit  Eücksicht  auf  die  Gleichungen  (90.) 

(97.)  r*  —  2aV2  cos  (2f/)  +  a"  =  h\ 

wobei  i  der  variable  Parameter  ist. 

Diese  Gleichung  stellt  eine  Schaar  von  Curven  dar,  welche 
unter  dem  Namen  „CaÄse'wz'sche  Cm'ven"  bekannt  sind  und  die 
Eigenschaft  besitzen,  dass  das  Product  der  Abstände  eines  jeden 
Curvenpunktes  von  zwei  festen  Punkten  mit  den  Coordinaten 
x  =  ±a,  y  =  0  den  constanten  Werth  b^  besitzt.    Sind  nämlich 
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Fl  und  F2  die  beiden  festen  Punkte,  ^'»-  ^•^^• 
die  ^^Brennpunkte'"''  genannt  werden, 
und  Q\,  oo  die  nacli  einem  beliebigen 
Curvenpunkte  P  gezogenen  ^^Brenn- 
strahlen''^,  SO  wird  nach  dem  Cosinus- 
satze --T— ti u -u— ^ 

(98.)    Qi^  =  r^  +  a~  —  2i-ac0Sff,     Q-i^  =  r^  4-  a^  +  2raC0S9^, 

also 

(99.)  Qr^  Q2^  =  (r2  +  a^y  —  laV^  COS^  =  ^*, 

woraus  sich  ohne  Weiteres  Gleichung  (97.)  ergiebt. 

Für  b  =  a  reducirt    sich   die  Grleichung  der  Cassini^schen 
Curve  auf 

(100.)  r'-  =  2a^cos{2(p) 

und  stellt  eine  Lemmscate  dar. 

Auch  bei  Anwendung  von  Polarcoordinaten  kann  man  Fälle 
hervorheben,    in    denen   die   Integration   durch   Trennung   der 
Variabein  ohne  Weiteres  ausführbar  ist.    Hat  nämlich  die  Glei- 
chung der  gegebenen  Curvenschaar  die  Form 
(101.)  F(r,  (f,  u)  =:f{r)  +  g{cf)  -u  =  0, 

j  wobei  f(r)  eine  Function  der  einzigen  Veränderlichen  r  und 
g{g))  eine  Function  der  einzigen  Veränderlichen  (f'  sein  möge, 
so  wird 

(102.)  Fi=f'ir),     F^ffXcp), 

so  dass  Gleichung  (83.)  übergeht  in 

(103.)  .9'i9)-f'ir).r^-^£=0, 

oder 

(103  a.)  —     ^ 


r'  .f'{r)        g'i<f) 
Hat  die  Gleichung  der  gegebenen  Curvenschaar  die  Form 
(m.)  /(:>•)  •9{cf)  =  u, 

oder,  wenn  man  \ic  mit  ui  bezeichnet, 
(104a.)  F{r,  y,  u^)  =  l[/(r)J  +  l[g{rf)]  -  u^  =  0, 

so  wii'd 
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folglich  geht  Gleichung  (83.)  über  in 

daraus  ergiebt  sich 

(105  a.)  X^dr^g{cp)d^^ 

Beispiele. 

Aufgabe  8.     Durch  die  Gleichung 
(106.)  r'' Q,os{m(f)  —  u  =  0 

ist  eine  Curvenschaar  gegeben;  man  soll  die  orthogonalen  Tra- 
jectorien bestimmen. 

Auflösung.    Hier  ist 

(107.)                      /(?•)  =  ^-'S  g{(f)  =  cos{m(f\ 
also 

f'{r)  =  fir"-^,  g'{(f)  =  —  msm(m(f'), 
folglich  geht  Gleichung  (105  a.)  über  in 

d)- cos  (m(p)d(p 

nr  mshi{?nip) 

daraus  ergiebt  sich 

,,  ^„  ,  ^dr  cos (m(ri)d(C' 

(108.)  m2      =  —  mu  — .    .        ^  ; 

■/•  sm  {m(p) 

also 

jti^lr  =  —  wl[sin(m^)]  +  IC, 

(109.)  r"""sin"(my')  ==  C. 

Für  tn  =  n  wird  die  Gleichung  der  gegebenen  Curvenschaar 
(110.)  r'"  cos  {m(f')  —  u 

und  die  der   orthogonalen  Tra-jectorien ,  wenn  man  C  gleich  V"       \ 
setzt.  I 

(111.)  r"'siii{m^)  =  V. 

Man   6rkemit   unmittelbar   die   Gleichartigkeit   der   beiden 
Cui'venschaaren. 

Für  m  =  —  ?i,  wüd  die  Gleichimg  der  gegebenen  Curven- 
schaar. wenn  man  -  mit  tc'  bezeichnet, 
u 
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Fig.  m). 


(112.)  r""  =  u'cOB(t)i(f) 

und  die  der  orthogonalen  Trajectorien 
(113.)  /•'"  =  fsin(my). 

Füi^  J71  =  1  g-elit  z.  B.  die 
Gleichung-  (112.)  über  in 
(114.)         r  =  u'coS(p 
und    stellt    eine    Schaar    von 
Kreisen  dar,  welche  sämmtlich 
durch  den  Nullpunkt  hindurch- 
gehen und  ihren  Mittelpunkt  in 
der  X-Axe  haben,  während  der 
Durchmesser     '//    verschiedene 
Werthe    annimmt    (Fig.   139). 
Die    orthogonalen  Trajectorien 
haben  dann  die  Gleichung 
(115.)         r  =  üsiny 

und  sind  Ivi-eise  mit  dem  verändeilichen  Durchmesser  v.  die 
gleichfalls  durch  den  Nullpunkt  hindurchgehen,  ihren  Mittelpunkt 
aber  in  der  F-Axe  haben. 


XIV.  Abschnitt. 

Gewölinliclie  Differential  -  Gleicliuugeii 
höherer  Ordnung. 

§  92. 

Allgemeine  Bemerkungen. 

Die  Differential  -  Gleichungen  höherer  Ordnung  bieten  im 
Allgemeinen  bei  der  Integration  noch  weit  grössere  Schwierig- 
keiten als  die  von  der  ersten  Ordnung.  Man  kennt  bisher  nur 
eine  geringe  Anzahl  von  besonderen  Fällen,  in  denen  sich  die 
Integration  von  Differential -Gleichungen  höherer  Ordnung  in 
endlicher,  geschlossener  Form  ausftihren  lässt.  Einige  von  diesen 
Fällen  mögen  hier  hervorgehoben  werden. 


§  93. 

d'"ii 

Integration  der  Differential -Gleichung  ^^m  =  9^(^)- 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  203.) 

Ist  die  771^^  Ableitung  von  y  als  Function  von  x  gegeben, 
gilt  also  die  Gleichung 

(1.)  ^,L  = '({-),      . 

wobei  (p{x)  eine  bekannte  Function  der  einzigen  Veränderlichen 
X  sein  möge,  so  kann  man  das  allgemeine  Integral  sofort  be- 
stimmen.    Es  wird  dann  nämlich 

(Jm Inj  /" 

(2.)  ^J,  =  l<f{x)dx  +  C.  =  <f^{x)  +  G, , 


§  93.     Integration  der  Differential  -  Gleichung   —^  =  <fi{x).        '^^ ' 
(3.)     -^^^^  =  U,(x)dx  +  C,x  +  Co  =  ff4x)  +  G^x  +  Gl, 


(5-)    y=J(f,n-iix)dx-]-j^^^——- 


!   '  (m  — 2)!    '         '1! 

Die  m  Integrations  -  Constanten  Gy ,  62 ,  • . .  C,„  kann  man 
noch  so  bestimmen,  dass  die  m  Grössen 

d'^-^y      c?»'-2y  dt/ 

dx'^-^      dx'"--^  dx     '' 

fiti^  a:  —  a^o  die  beliebig'  vorgeschriebenen  Werthe 

yo*"*-'),    yo^'"--',  ...yo',  2/0 
annehmen. 

Dabei  g-ehtyy,n_i(rr)c?a;  aus  (f{x)  durch  m-malige  Integration 
hervor  und  ist  deshalb  ein  m-faches  Integral 

(6.)  <f>m{x)  =^Jq'm—\[3:)dx  ^^  fdxjdx  . .  .j(f<{x)dx. 

Diesen  Ausdruck  kann  man  aber  noch  vereinfachen  durch 
partielle  Integration,  also  durch  die  Formel 

(7.)  Judv  =■■  zw  — Jvdu. 

Bezeichnet  man  nämlich  in  den  Grleichungen  (2.)  bis  (5.) 
die  Integrationsgrenzen  mit  tq  und  x,  die  Integrations  -Veränder- 
liche aber  mit  z,  so  wird 


(8.)  (fi{x)  =f(f{z)dz,     (f^ix)  ^fff'y{z)dz,     (fs{x)  =/(f2i^)dz, 

xo  a'o  .To 

Setzt  man  jetzt 

X 

(9.)  u  =  (fi{x)  =:J(f(z)dz,     dv  =  dx^ 

also  mit  Eücksicht  auf  Formel  Nr.  152  der  Tabelle 
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'■  °  (lx"i 

du  -=■  fp{pc)dx,     V  =  X, 

SO  erhält  man  nach  Gleichung  (7.) 

X  X 

(10.)  (f2(^)  =/cfi{x)dx  —  x(fi{x')  — Jx^{x)dx 

X  X 

=  xj(f{z)dz    -Jz(p{z)dz, 
folglich  wird 

X 

(11.)  <f,{x)^/{x-z)q{z)dz. 

Setzt  man  sodann 

X 

(12.)  w  =  /(f(z)dz,     de  =  2xdx, 

also 

(13.)  du  =  (f{x)dx,        0  =  x^, 

so  findet  man  durch  partielle  Integration 

XX  XX 

(14.)  f2xdxfcp{z)dz  =  x^J'(f{z)dz  —Jx-(p{x)dx 

Xo  Xq  x„  Xn 

^x^^{z)dz-ßcf{z)dz. 

Xo  x„ 

Ferner  setze  man 

X 

(15.)    u  =Jz(fi(z)dz,     da  —  dx,     also     du  =  x(f{x)dx,     v  =  x, 

Xo 

dann  ergiebt  sich  durch  partielle  Integration 

XX  X  X 

Jdxfzip  (z)dz  =  x/z(p(z)dz  — Jx^g)(x)dx, 
oder 

XX  X  .t 

(16.)     —  2/dx/z(f(z)dz  =  —  2x/z(f(z)dz  +  2fzhf{z)dz. 

2-"o  X,,  X„  .       X„ 

Indem  man  die  G-leichungen  (14.)  und  (16.)  addirt  und  die 
Gleichung 

X  XX  XX 

(17.)  2ff3{x)  =  2f(fi{x)dx  =f2xdxj'(p{z)dz  —  2fdxjz(f{z)dz 
berücksichtigt,  findet  man 


<j  93.     lutesration  der  Differential -Gleichung      -1^  =  (f{x).       ^^'^ 

.r  XX 

(18.)    1  .  2(f3ix)  =  x^fif{z)dz  —  2xfz(f{z)dz  ■\-  fzhf{z)dz, 

oder 

(19.)     1  .  2y3(Ä-)  =/(x  —  zf(f{z)dz. 

In  dieser  AVeise  kann  man  fortfaliren  und  zwar  erhält  man 
ans  (Tleicliung  (18.) 

X  XX 

(20.)       1.2.  'd(fi{x)  =1.2.  '6f(fz{x)dx  =  zfx^dxj(f{z)dz 

— -  ^Jxdxjz(f{z)dz  -\-  oJdxJz^(f{z)dz. 
Durch  partielle  Integration  ergiebt  sich  dann 

XX  X  X 

(21.)    'dj^x'^dxj(p{z)dz  =  x^J(f{z)dz  — Jz^(f{z)dz, 

X(,  Xq  Xq  3.f, 

XX  X  X 

(22.)  —  ^/xdxjz(f{z)dz  =  —  'dx^fz(f{z)dz  +  'dfz^(f{z)dz, 


X  X 


(23.)   +  2>fdxfz^(f{z)dz  =  +  'ix  fz'^(f{z)dz  —  ^fz^(f{z)dz\ 

Xf,        X(f  Xn  x„ 

folglich  wird,  wenn  man  die  Gleichungen  (21.),  (22.)  und  (23.) 
addirt, 

X  X  X  x 

(24.)  3 !  cfi[x)  =  xl/'(f{z)dz  —  Sx^/z(f{z)dz  +  Sxß'^(fiz)dz  ~fr<f{z)dz 

Xo  a"o  ^n  *o 

=/ix-~zy<fiz)dz. 

xo 

Durch  wiederholte  Anwendung  dieses  Verfahrens  findet  man 
die  allgemeine  Formel 

X 

(25.)  {m  -     1) !  (p„,{x)  =Jlx  —  zy'^-'(f{z)dz, 

Xn 

deren  Richtigkeit  man  durch  den  Schluss  von  n  auf  n  +  l  be- 
weisen kann.     Ist  nämlich 

(26.)  {71  —  1) !  (f,,{x)  =/{x  —  zY-'(f{z)dz, 

oder 


^40       fi  93_     Inteffvatiou  der  Differential -Gleichung  -~^  =  (ptx) 
"'  dx«'  ^ 

X  X 

(26a.)  (/^— l)!y„(^)  =:^;"-i/y'(2y^— (''Y0'^"^'^9-(^K^+ 

+  (—  iy(^~^\x»-^-'lz''(f{z)cIz-] ±fz"r'(f(z)dz, 

Xo  aro 

oder 

X 

(2613.)   (w-l)!9^„(^)--=  2   (-1)'(     ^.     y'-'-'lz'v{z)dz, 

SO  wird,  weil  wr'         j  =  r  j  [n  —  ^)  ist, 

(27.)   n\ffn{x)  =  'g  \—  1)'Q)  (n  -  k)x-''-'lz''cf{z)dz. 
Setzt  man  jetzt 

(28.)  M  —fz^(f{z)dz,     de  =  {n  —  k)x''-^-^dx, 

also 

(29.)  f/w  =  x^(f{x)dx,     D  =  a:*'~*, 

SO  erhält  man  durch  partielle  Integration 

X  X  XX 

(30.)  J<yn  —  k)x"-^-hlxJz^(f{z)dz  =  x''-'^fz^(f{z)dz  —fx"cf{x)dx 

Xq  Xo  Xd  a-Q 

X  X 

=  x"-\fz^(f{z)dz  —  jz'Uf{z)dz. 

X(,  Xo 

Dies  giebt 


(31.)  ?iUfn+iix)  =  nl  ßnix)dx=    'E\—1)'Q^x^'''  lz'(fiz)d 

Xg  X(, 

X 

-lzy{z)dz.    2^^(--l)*(^.). 


Da  nun 


fe=»-i 


=  (1  —  1)"  —  (—  1)"  =  —  (—  1)" 

ist,  so  geht  Gleichung  (31.)  über  in 


S  94.     Differential-Gleichuugeu  von  der  Form  f(^,   ^"'    ''A=  0.541 

X 

(32.)  n\(f„j^^{x)  =  2  (—  IYC'j^x''^'' lz^(f{z)dz 


Iz, 


=  j{x  —  zf(f{z)dz 

Dies  ist  aber  eine  Gleichung-,  welche  aus  Gleichung  (26.) 
entsteht,  indem  man  n  mit  n  -{•  l  vertauscht. 

Man  kann  daher  das  allgemeine  Integral  von  Gleichung  (1.) 
auf  die  Form 

'  ■  '  T j^ r  t-,» 

bringen. 


§  94. 

Differential -Gleichungen  von  der  Form 

\dx"'      dx^'-y 
(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  204  und  205.) 

Hat  die  gegebene  Differential -Gleichung  zunächst  die  Form 

(1)  ^y^^/^n, 

^^  dx'      -^  \dxj 

so  bezeichne  man  wieder    ,    mit  p,  also    ,^  mit  -j-  ■      Dadurch 

dx  dx^  dx 


erhält  Gleichung  (1.)  die  Form 

(2.) 
folglich  ist 


(2.)  *=/(;,),    oder    ä.^ff-^ 


dp 
Ferner  ist  nach  Gleichung  (2.) 


(8.)  ^--Jm-''' 
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§  94.    Differential-Gleichungen  von  der  Forni  pf'^"'-'- ,  ^[!L_^\  =  o. 


also  1, 

Durch  die  Gleichungen  (3.)  und  (5.)  sind  .y  und  y  als  Fuui-  < 
tionen  von  p  dargestellt.  Durch  Elimination  von  /;  findet  mau  I 
daraus  die  gesuchte  Gleichung  zwischen  x  und  ij. 

Beispiele. 
Aufgabe  1.     Man  soll  die  Ditferential- Gleichung 

integriren. 

Auflösung.     Aus  Gleichung  (6.)  folgt 

(7.1  ^^  =  ]/^^:y^  oder  dx  =  --M=,  dy=  p^p 


^^     '  1/1+ A'  yT+y/^ 


(8.)      ;.  =  /-7=^  =  U;^  +  n  +  //^)  +  6', , 
7  1/14-  »^ 


yi  +  ;^'- 

_  /'    Pdp      _ 


('••^  ^-Jvrh-^^^^'^- 


Dies  giebt,  wenn  mau  die  Integrations- Constanten  C'i  und 
6*2  bezw.  mit  ä-o  und  yo  bezeichnet, 


(10.)  yi^jß  =  y  —  y,^       ^  =  ±y(y_j,,)2_l^ 

(11.)  X  -  .ro  =  l[y  -  2/0  ±  y'(y^yo)^-lJ, 

also 

(12.)  g.-X„    =    y   _  y^    _^    -|/(^_  y,.,)2   __    1    , 

(13.)  ^-(--o)  = -A —  :^y— y„=Fy(.y  -yo)^-^^- 

//— yo  d=  y(y— yo)^— 1 

Indem  man  die  Gleichungen  (12.)  und  (13.)  addirt,  erhält 
man  scliliesslich 
(14.)  2(y  -  -  yo)  =  e^'''  +  e-(^-^-). 

Aufgabe  2.  Man  soll  die  Gleichung  derjenigen  Cm-ven 
bestimmen,  bei  denen  der  Krümmungshalbmesser  die  constante 
Länge  a  hat. 


^  V)4.    Differential-Gleichuns^en  von  der  Form  f(^(  ,   ^"'    *yA=Q.ö43 

Auflösung.     Nach  D.-E..  Formel  Nr.  107  der  Tabelle  ist 

\dx) 

dx- 
deshalb  müssen  die  gesuchten  Curven  der  Differential  -  Gleichung- 

geniigen.     Daraus  folgt 

(16.)  dx=^±: ^ , 

(l+/>2)yi+P^ 

oder,  wenn  man 

(17.)      p^tgt,     also     ]/r+p^  =  -i-,    dp=    ^ 

setzt. 

(18.)          c^a:  =  ±  acos^ .  f/^,     dy  ^^  pdx  =  ±  ashit .  dt. 

Dies  giebt,  wenn  man  die  beiden  Integrations- Constanten 
wieder  mit  xo  und  //„  bezeichnet, 

ap 


(19.)  X  —  zo  =  ±  asuit  =  ±: 


Vl+P' 


(20.)  (/  —  y()  =  zp  a  cos,  f  = 


Vi  +> 

Indem  mau  die  Gleichungen  (19.)  und  (20.)  in"s  Quadrat 
erhebt  und  addirt,  erhält  man 

(21.)  (x  —  Xof  +  iy  —  yoy  =  a\ 

Die  gesuchten  Curven  sind  demnach  Kreise  mit  dem  Halb- 
messer a;  ihr  Mittelpunkt  hat  die  Coordinaten  xo,  yo,  die  als 
'willkürliche  hitegrations  -  Constanten  eingefülu^t  worden  sind.  Der 
Kreis  ist  daher  die  einzige  Curve,  deren  Kiümmungshalbmesser 
eine  constante  Länge  hat. 

Ist  eine  Gleichung  zwischen 


^■^^  Sl>4.    DifFereutial-Gleichungen  von  der  Form  pf^,  1^Ü_1^^=0. 
^  \dx"'     dx»>-0 

gegeben,    welche  nicht  nach  q,   sondern  nur  nach  p  auflösbar 
ist,  hat  also  die  Differential  -  Gleichung-  die  Form 

(23.)  p  =  <f(q), 

so  findet  man  durch  Differentiation  nach  x 

(24.)  J  =  ^'to-|' 

(25.)  &=*^^,     <;i,=;«^^  =  *Mi?Ml?, 

(26.)     a==f'f^+C„     ,j  =pMf'(m_  +  c,. 

Indem  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  die  Grösse 
q  eliminirt,  ergiebt  sich  die  gesuchte  Gleichung  zwischen  x 
und  y. 

Das  angegebene  Verfahren  kann  man  auch  auf  die  Inte- 
gration von  Differential- Gleichungen  höherer  Ordnung  übertragen. 
Es  sei 

d"'-^y  </'»y         -         du 

(27.)  tf  =  - — ^  j    c  =  -T---  1     also      -~  =  V, 

^      '  dx"'-^  dx"'  dx         ' 

und  die  gegebene  Differential -Gleichung  habe  die  Form 

du 

dx 


dxL 

(28.)  o=f{u),     oder      ,   =/(m), 


+  Ci. 


dann  wird 

/^^ .  ,  du  r du 

Lässt  sich  diese  Gleichung  in  Bezug  auf  u  auflösen,   so 
findet  man 

(30.)  .,.  =  — ;^-^=:y(:r) 

und  kann  das  in  §  9.3  angegebene  Verfahren  anwenden. 

Hat  die  gegebene  Differential -Gleichung  die  Form 
(31.)  ^^  =  7^(^-), 

so  findet  man  dui'ch  Differentiation  nach  x 


§  95.     Difieiential-Gleichungen  von  der  Form  f(^ ,  ^!L^^=  0.^45 
(32.)  v  =  (f,'{v)  •  ^   ,     oder    dx  =  ^  ^  '      7 


(38.)  .=/'-"^  +  C.. 


Lässt  sich  diese  Gleichung-  iu  Bezug  auf  c  auflösen,  so  kann 
man  wieder  das  in  §  93  angegebene  Verfahren  anwenden,  nach- 
dem man  den  gefundenen  Werth  von  v  in  Gleichung  (31.)  ein- 
gesetzt hat. 

§  9.5. 

Differential -Gleichungen  von  der  Form 


^-,/d"'y      d"'-'u\ 
\dx"'      dx'"-^/ 


(Vergl.  die  Formel  -  TabeUe  Nr.  206— 209.) 

Hat  die  gegebene  Differential -Gleichung  die  Form 

(1.)  g=/w, 

so  setze  man  wieder 

(2.)  f=p,  also    f^  =  f  und^  =  &, 

^    ^  dx      ^'  dx-       dx  p 

dann  geht  Gleichung  (1.)  über  in 

(3.)       !=/(,),  oder  dp^md.^^-'-y^y, 

folglich  wii'd 

(4.)  2pdp  =  2f{y)dy, 

(5.)  f  =  2ff{y)dy  +  C\. 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  dann 


(6 
also 


)     ^=l/c',  +  2//(y)c/y,     oder     dx  =  ^^  = 

d^       ^  ■]jC,-^2jf[y)dy 


dy 

2/; 

Kiepert,  Integral- Rechnung.  35 


PO  -  =  f, % +  f^'- 

Jyc,  +  2//(y)rf< 


5-46  X  95.    Differential-Gleichungen  von  der  Form  f(^^P'-,   f"    "'^^  =  0. 

IJeispiele. 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Differential -Gleichung- 
en'-«/    y 

integiiren. 

Auflösung.     Bringt  man  diese  Gleichung  auf  die  Foi-m 

(9.)  dp  =  y  -^  =  -^  ,    oder    '2a-pd2)  =  2ydij, 

SO  erhält  man  durch  Integration 

(10.)  aY  =  f  +  C\, 

oder 

(11.)  adtj  =  ±  ytf-  +  Ci  .  dx, 

ady 
(12.)  dx^±~=^^^ 

also  nach  Formel  Nr.  23  der  Tabelle 

(13.)  x  =  ±:a\(y  -^  Vs^  <^'0  +  ^2  • 

Setzt  man  hierbei  die  Integrations -  Constante 

C'2  =  q=(/l(2^), 

SO  geht  Gleichung  (13.)  über  in 
oder 

X 

(15.)  2A  .  /  "  =  y  +  Yf  +  C'i .  

Multiplicu't  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  mit  y — Yy"^  +  Ci , 
SO  erhält  man 

X 

(1 6.)  2Ä .  / "  (3/  -  Yy^'+ö,)  =  -c,, 

und  wenn  man  die  Integrations-Constante  d  gleich  —  iAB  setzt, 


± 


oder 


T- 


(17.)  25.^   "  =  2/-  -Yy'  +  Gu 


/"cl'nu        rf'"~^W\  54:7 

S  95.    Differential-Gleichungen  von  der  Form  II  --•  , ^  )=^- 

Durch  Addition  der  Gleichungen  (15.)  und  (17.)  ergiebt  sich 
schliesslich 

X  X 

(18.)  y^A.e'~^-\-B.^\ 

Dabei  sind  A  und  B  zwei  beliebige  Constanten,  welche  die 
Integrations  -  Constanten  ersetzen. 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  Differential -Gleichung 

integriren. 

Auflösung.    Bringt  man  diese  Gleichung  auf  die  Form 

(20.)      dp  =  —  ~f  =  —  •^./  ;    oder    2a^-pdp  =  —  2ydy, 

so  erhält  man  durch  Integration 

(21.)  ay=6'i  — y^. 

Da  hierbei  C'i   nur  positive  Werthe  haben  kann,    möge  C\ 
mit  c^  vertauscht  werden.     Dadurch  erhält  man 

(22.)    aj,  =  a"^^  ±V^-^,     oder    -^=±!^, 

folglich  ündet  man  diu'ch  Integration  nach  Formel  Nr.  22  der 
Tabelle 


(23.)  arc  sin  f  ^  j  =  62  ±     > 

oder 

(24.)      y  =  csinf  6*2  ±  '   j  =  csinC2C0s(^- jdz  ccosC2sinf    V 

Setzt  man  noch 
(25.)  d=  CCOSC2  =  Ä,     c  sin  62  =  B, 

so  geht  Gleichung  (21.)  über  in 

(26.)  y  =  ^sin(|)+Bcos(|). 

Dabei  sind  A  und  B   wieder   zwei   beliebige  Constanten, 
welche  die  Integrations  -  Constanten  ersetzen. 

35* 
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Ist  allg-emein  die  Gleichung 

gegeben,  so  setze  man 

und  bringe  die  gegebene  Ditferential-Gleicliung  durch  Auflösung 
nach  10  auf  die  Form 

(29.)  «^  =/(«).     öder    ^ --/(«). 

Indem  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  mit  2o  =  '2  ,    multi- 

plicirt,  erhält  mau 

dv  ^,  .  du 

(30.)  ■•^^S=-/«5^ 

und  durch  Integration 

(31.)  Tr-  =  '2j'f{u)du^Cy. 

Dies  giebt 


(32.)  D  =  ^"  =  ±-JGi-\-2ff{u)du,  oder  f/.r  =  ± 

r  du  ^ 

(33.)  g^  ±  /-y^  ^  +   Co. 

C'i4-2//'(w)c/w 


yCi  +  2//'(w)^?, 


Lässt  sich  diese  Gleichung  nach  u  auflösen,  so  dass  sie  die 
Form 

(31.)  -  =  ä^.  = '!'(-) 

erhält,  so  kann  man  zm^  Ausführung  der  weiteren  Integration 
das  in  §  93  angegebene  Verfahren  anwenden. 

Lässt  sich  aber  w  nicht  explicite  als  Function  von  x  dar- 
stellen, so  folgt  aus  Gleichung  (32.) 

(35.)  udx  =  d(-^:i)  =  ±  -7-^~~~ ' 

V«^^      /  -^C\  +  2/f(u)du 

also 
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d'^^^y  r  udu 

+  2ff{ic)du 

du 


^'-JiT'^'^- 


Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  c?a:  =  ± 


'^Cx-{-2ff{u)du 
und  integrirt  auf  beiden  Seiten,  so  erhält  man 

''^-  +  (7,]+  ft. 


,      .   d"'-hi  r  du 

(37.) 


dx'"-'^ 


Ci  +  2ff{:u) du^    / y  <?!  +  2ff{ti)du 


In  dieser  Weise  kann  man  fortfahren  und  schliesslich  auch 
y  als  Function  von  u  darstellen. 

§  96. 

Fälle,  in  denen  sich  die  Ordnung  der  Differential -Gleichung 
erniedrigen  lässt. 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  210—212.) 
Ist  n<m,  und  enthält  die  Differential  -  Gleichung  m*«'' Ord- 
nung   die  Function  y  und  die  n  —  1   ersten  Ableitungen  gar 
nicht,   hat  also  die  Differential  -  Gleichung  die  Form 

^    ^  V   '  dx"     dx''+^  dx"V         ' 

so  kann  man  sie  auf  eine  Differential -Gleichung  (m  — w)*^^  Ord- 
nung reduciren,  indem  man 

dy  _  d'^+^y  __  du  d"'y  _  d"'~'"u 

^"■'  dx''  ~  ^^ '    dx*'+^  "  dx'  '"  dx"'  ~  dx"'-'' 

einführt.    Die  vorgelegte  Differential  -  Gleichung  wird  dadurch 

auf  die  Form 

,    ,  ^/  du     d-u  d^'-'^uX 

gebracht. 

Beispiel. 

Aufgabe  1.  Man  soll  diejenigen  Curven  bestimmen,  bei  denen 
der  Krümmungshalbmesser  im  umgekehrten  Verhältnisse  zu  der 
zu2-ehöri2:en  Abscisse  steht. 
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Auflösung.    Bezeichnet  man  wieder  -y  niity^,  so  müssen  die 
gesuchten  Curven  der  Differential  -  Gleichung 

genügen.    Daraus  folgt,  wenn  man 

(6.)  y-  =  tg.,    ip=-^^'   ^^^~^\  =  ^t 

setzt, 

(6.) 

also  durch  Integration 

(7.)  ±  5^2  +  6'i  =  a^siiy  =    ^_^_  , 

oder 

(8.)  „  =  f=i_,^L±£_ 

daraus  folg-t 


(6.)  ±  2Ä;(/a;  = {^ =  «^  cos  t.dt, 


'"'        '=^M 


'    (C,  ±  .r2)(fa: 


+  a 


]/«*  — (Ci±:r2)2 

Die  Curve,  welche  dieser  Gleichung  entspricht,'  heisst  „die 
elastische  Linie'"'- ^  weil  ein  elastischer  Stab,  der  an  dem  einen 
Ende  befestigt  und  an  dem  anderen  Ende  belastet  ist,  diese 
Form  annimmt. 

Enthält  die  Differential -Gleichung  m^'^'^  Ordnung  die  unab- 
hängige Veränderliche  x  gar  nicht,  hat  also  die  Differential- 
Gleichung  die  Form 

(10.)  Äy,''h%---'^"^  =  '^^ 

^      '  \"   dx     dx^  dx"'J         ' 

SO  kann  man  die  Ordnung  wieder  um  eine  Einheit  herabdinicken, 

dy 
wenn  mau  --f  =  p  setzt  und  //  als  unabhängige  Veränderliche 

einführt.    Man  erhält  dann 


§  96.     Erniedrigung  der  Ordnung.  551 


.      .  cl~y dp dp  dy dp 

dx^       dx      ^y  dx  dy 


(-•)         g=K©+^S 


p. 


Dadurch  geht  die  vorgelegte  Differential -Gleichung  über  in 
, ,  o  X  ^  /  dp  d'"-h)\ 

U3.)         '?(:'. /^  4' ■■■¥^')=°- 

Beispiele. 

Aufgabe  2.  Man  soll  diejenigen  Curven  bestimmen,  bei  denen 
der  Krümmungshalbmesser  ebenso  lang  ist  wie  die  zugehörige 
Normale.- 

Auflösung.  Nach  D.-E.,  Formel  Nr.  100  und  107  der  Tabelle 
sind  die  Ausdrücke  für  die  Normale  und  für  den  Krümmungs- 
halbmesser 

(14.)  N=y^^    und    ^  =  ±^^- 

dx'- 

Die  gesuchten  Curven  müssen  daher  der  Differential  -  Glei- 
chung 

/ds^? 

/.  r  X  \dxj         ds         ,  A'^^'^V        d'y 

^'''^  ±^^=^^'     ''^''     -{dx)='ä^ 

dx^ 
genügen.    Indem  man 

dy 


(le.)        |=„    also(|J=l+.S    g^.^ 

setzt,  erhält  man 

(17.)  ±  (1  +  f)  =  yp  ■  *-' ,  oder  ±  ?^  =  ^^ 

^      '  *   ^  ^       -^^     dy  y         1  +  p^ 

Daraus  iindet  man  durch  Integration 

(18.)  ±[l(^2)  +  ie.]  =  l(l+;,2). 
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Berücksichtigt  man  in  Gleichung  (18.)  zuerst  das  obere 
Zeichen,  so  wird 

(19.)      1  +  ;>2  =  Ci y\    oder    ;?  =  ^  =  ±  yc,if  —  \. 

Da  hierbei  C\  nur  positive  Werthe  haben  kann,  so  setze 
mau 

(20.)  «  =  ;,, 

dann  geht  G-leichung  (19.)  über  in 

Dies  giebt  durch  Integretion 

(22.)  ±--=i»  =  l(,+  >/yir:<^)_la  =  l(^-  +  J^f'H^), 

wobei  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  die  Integrations  -  Con- 
stante  h=    -  hinzugefügt  ist.    Daraus  folgt 

(23.)  a.e      '^    =  y  +  Vf^^  , 

und  wenn  man  beide  Seiten  der  Gleichung  mit  y  —  Yy^—a^ 
multiplicirt, 

± 

a-e     "   (y~    yy'-—a^)  =  a^, 
oder 

-3-—X,, 

(24.)  a.e"  "  =  y -~Yf^::d\ 

Durch  Addition  der  Gleichungen  (23.)  und  (24.)  erhält  man 

(25.)  y  =  \y'  "'+^  "  )• 

Dies  ist  die  Gleichung  der  Kettenlinie ^  bei  der,  wie  schon 
in  D.-E.,  §  89,  Aufgabe  4  gezeigt  wurde,  der  Krümmungs- 
halbmesser ebenso  lang  ist  wie  die  zugehörige  Normale;  der 
Krümmungshalbmesser  hat  dabei  aber  die  entgegengesetzte 
Eichtung   wie    die   Normale.     Die   willkürlichen    Integrations- 
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Constanten  sind  in  Gleichung  (25.)  durch  die  behebigen  Grössen 
a  und  xq  vertreten. 


Berücksichtigt  man  in  Gleicliung  (18.)  das  untere  Zeichen, 
so  wird 

m-)  '+'''-  =  ^- 

Hier  möge  wieder  die  Integrations-Constante  Ci ,  da  sie  nur 
positive  Werthe  haben  kann,  mit  -„  vertauscht  werden.  Da- 
durch  erhält  man 

(27.)        l+p'^  =  ^l,    oder    «  =  ^  =  -+-  -  Vaf^^-, 
y^  dx  y 

(28.)  _^t==±&, 

Y  aP'  —  y'^ 

(29.)    ±:{x  —  xo)  =  —  ]/a^  —  y\     oder     (x  —  xo)~  -f  y-  =  a'K 

Dies  ist  die  Gleichung  eines  Kreises  mit  dem  Halbmesser  a, 
dessen  Mittelpunkt  in  der  X-Axe  liegt.  Der  Krümmungshalb- 
messer ist  gleich  a  und  hat  dieselbe  Länge  und  dieselbe  Eichtung 
wie  die  Normale.  Auch  hier  vertreten  die  beliebigen  Grössen  a 
und  xo  die  beiden  Integrations- Constanten. 

Die  gestellte  Aufgabe  hat  zwei  verscliiedene  Lösungen,  die 
man  erhält,  jenachdem  der  Krümmungshalbmesser  dieselbe  oder 
die  entgegengesetzte  Richtung  hat  wie  die  Normale. 

Aufgabe  3.  Man  soll  diejenigen  Curven  bestimmen,  bei  denen 
der  Krümmungshalbmesser  doppelt  so  lang  ist  wie  die  zugehörige 
Normale. 

Auflösung.  Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (14.)  müssen 
die  gesuchten  Curven  der  Differential  -  Gleichung 

,^r.\  \dx/        ^    ds  ,  /JäN-      ^    d-u 

dx- 
genügen.    Indem  man  wieder 
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setzt,  ündet  man 

(32.)      ±ii^p^)  =  2pp-'^.     oder     ±  ^Z  =  2j,^  . 

Daraus  folgt  durch  Integration 
(33.)  ±1^/  + IC  =1(1  +iß). 

Berücksichtigt  man  zunächst  das  obere  Zeichen,  so  Avird 

(34.)  l-{-p'^=Cy,     oder    ;,  =  ^  =  ±  V"^^^  , 

(35.)  ±^.r  =  -=^.-,  also  ±C{:.-x.)  =  f^ß^^2yCy-l, 

ycy^i  jycy~i 


9 


oder,  wenn  man  die  Integ-rations-Con staute  C  mit      vertauscht, 

(36.J  {x  —  xof  =  2a>j  —  a\ 

Dies  ist  die  Gleichung  eiuer  Parabel  mit  dem  Avillkürlichen 
Parameter  a,  deren  Leitlinie  zur  X-Axe  gemacht  ist.  Die 
F-Axe  liegt  noch  ganz  beliebig,  weil  xq  die  zweite  willkürliche 
Integrations-Constante  ist. 

Hierbei  hat  der  Krümmungshalbmesser  die  entgegengesetzte 
Richtuug  wie  die  Normale. 

Berücksichtigt  man  in  Gleichung-  (33.)  das  untere  Zeichen, 
so  wird  

(37.)     ,+,.  =  J,oder,  =  |  =  ^'^i'  =  ±yf-l, 

(38.)  ±dx  =  chj^-^y 

C  V 

Da  hierbei 1  >  0,  oder  0  <  -^  <  1  sein  muss,  wenn  die 

y  ^ 

Wm^zelgTösse  reell  sein  soll,  so  setze  man 

(39.)  y  =  Csin^  (2  )  =  f  (1  ^  cos  f) , 

also 
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C 


(40.)  C  -  y  -  Ccos^  (0  =  2  (1  +  COSO , 

folglich  wird 

(42.)  ±  dx  =  Csin'2  (o)^^  "^  ^  ^^  ^  ^^^ ''^^^^^ 

C 

[iS.)  X  —  :ro  =  ±  _ -  (i!  —  sin  t). 

Vertauscht  man  t  mit  — t^  so  ändert  sich  Gleichung  (39.) 
gar  nicht,  während  in  Gleichung  (43.)  sich  nur  das  Vorzeichen 
der  rechten  Seite  umkehrt.  Man  erhält  daher  dieselbe  Curve, 
gleichviel  ob  man  in  den  Gleichungen  (37.),  (38.)  und  (43.)  das 
obere  oder  das  untere  Vorzeichen  nimmt ;  deshalb  kann  man  das 
doppelte  Vorzeichen  fortlassen.  Indem  man  schliesslich  noch  C 
mit  2a  vertauscht,  gehen  die  Gleichungen  (43.)  und  (39.)  über  in 
(44.)  X  —  X(i  =  a{t  —  sin;!),     y  =  a(l  —  cos/). 

Dies  sind  die  Gleichungen  der  Cykloide ,  für  weiche  schon 
in  D.-R.,  §  83,  Aufgabe  5  gezeigt  wurde,  dass  der  Krümmungs- 
halbmesser die  doppelte  Länge  und  dieselbe  Richtung  besitzt 
wie  die  Normale. 

Auch  diese  Aufgabe  hat  zwei  verschiedene  Lösungen,  die 
sich  ergeben,  jenachdem  der  Krümmungshalbmesser  dieselbe 
oder  die  entgegengesetzte  Richtung  hat  wie  die  Normale. 

Aufgabe  4.  Man  soll  diejenigen  Curven  bestimmen,  bei  denen 
der  Krümmungshalbmesser  dem  Quadrate  der  zugehörigen  Ordi- 
nate propoi'tional  ist. 

Auflösung.  Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (14.)  und 
(16.)  müssen  die  gesuchten  Curven  der  Differential  -  Gleichung 


(45.)  ±^^^  =  r.y^     oder     ±iyY-^ff  =  ai/.p'^^ 

genügen.    Dies  giebt 
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also  durch  Integration 

(47.) =  ^ +  C,     oder        ^  ^     —  -^ 


3/      yi+y-    '  2/        Vi+p'' 

folglich  wird 

(^^•)  ^^  =  ./i  =  ^^^^ Cy  +  1 

oder,  wenn  man  der  Kürze  wegen 
(49.)  a"  —  C'-  =  ±  A' 

setzt, 

{Cy  +  l)c?3/ 


(50.)  ±dx  =  - 

y±  AY  —  '2Cy  —  1 

Grilt  in  Gleichung  (49.)  das  obere  Zeichen,  so  setze  man 
(51.)  A^y=t  +  C,     also     t  =  A^y  —  C, 

dann  wird 

(52.)  Cy  +  1  =  -^/,  dy:=^^,  yAY-20y-l=^^yf-a^ 

folglich  geht  Gleichung  (50.)  über  in 

(58.)  "       ^ä.=^+m. 

Nun  ist  nach  Formel  Nr.  27  und  23a  der  Tabelle 
deshalb  findet  man  aus  Gleichung  (53.)  durch  Integration 


(55.)     d=  A\x  —0^)  =  AC  VAY  —  2  Q/  —  1 


+  an(A'^y  ---  C  +  A  fAY  —  20y—l). 

Eine  besonders  einfache  Form  erhält  die  Lösung,  wenn  man 
die  Integrations-Constante 
(56.)  C=0,     also     A  =  a 

setzt,  dann  geht  Gleichung  (55.)  über  in 
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zb  a{x  —  Gz)  =  \{ar-y  +  a^aY  —  1) , 
oder 
(57.)  a{ay  +  "j/ay  —  1)  =  e±«(«-P.). 

Indem  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung'  mit  ay — 'Ya^y'^  — •  1 
multiplicirt,  erhält  man 

a  =  e±«(*-  ^s) .  (^ay  —  Yah/  ~  1 ) , 

oder 


(58.)  a(ay  —  ]/a2y-  -—  1)  =  «^  •  e'^'^i'-^-^. 

Durch  Addition  der  Gleichungen  (57.)  und  (58.)  erhält  man 
(59.)  2a^y  =  e±«(*-ci)  +  a^ ,  eT«(*-e,)^ 

Setzt  man  jetzt  noch 

a  Co  =  axQ  =F  1 « , 
so  wü'd 


l  «  ' 

folglich  geht  Gleichung  (59.)  über  in 

(61.)  2ay  =  e±''('«-*'o)  +  c=f«(*-^o). 

.,    1 


Dies  giebt,  wenn  man  a  mit  -  vertauscht, 


(62.)  y=l(e  ^  +.  "  y 

Das  ist  die  Gleichung  der  Kettenlinie. 

Wird  die  Integratious - Constante  C  so  bestimmt,  dass  in 
Gleichung  (49.)  das  untere  Zeichen  gilt,  ist  also 

(63.)  a2  - -^  C'2  =  —  vl2 ,     oder     A  =  j/C^— aS 

so  setze  man 

(64.)  Ahj  ^t—  C,     also     t  ^  A^y  -\-  C, 

dann  wird 
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f   ^'      I    1  Ct  —  a'         j  dt 

y  V-  AUf  -  2C'y  -  1  =  -  Va'       f^ 
folglich  gellt  Gleicliimg  (50.)  über  in 

(66.)  ^ä.  =  ^-9t:z£B- 

Nun  ist  nach  Formel  Nr.  25  und  22  der  Tabelle 
(e7.)  /lj£_  =  -y.>^,  /:-=£_=  arcsin(^), 

deshalb  findet  man  aus  Gleichung  (66.)  durch  Integration 
(68.)  ±^%?:— Ä-o)=  -^C')/--"^'^«/'^-  26V— 1— «^arcsin(^~Y 
Aufgabe  5.     Man  soll  die  Differential- Gleiclumg 

integriren. 

Auflösung.    Setzt  man  wieder 

(70.)  ^V=  ,,,„     d^y       dp_        d^^ 

dx       '  dx-       dz       ^     dij 

so  erhält  man  aus  Gleichung  (69.) 
(71.)  Pfy=fiy)-f^     oder    '^j=f{y)dy. 

Daraus  folgt  durch  Integration 

(73.)  p^^y^^c\.J'''''\ 

(74.)  -    C^dx^e'-^'^'^'^dy. 

also 

(75.)  r'..  _  L-fny)äy 


C\z  —  h      ^  ^-  dy  +  62 . 
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Ist  die  vorgelegte  Differential -Gleichung  in  Bezug  auf  die 
Grössen 

dv         ..        dhi  ,  ,        d'"y 

(70.)  y,y  =  i-  2'"  =  s.'---y'""  =  S- 

homogen  von  der  ri>'^^  Ordnung,  hat  sie  also  die  Form 

/      «     v'     y"  yi"'>\ 

(77.)  F(x,  y,  y',  y",  .  .  .  y^'">)  =  y^^F[x,^y  ^y  'j,  -  ■  ■'-y)=  0, 

so  führe  man  eine  neue  Function  u  durch  die  Gleichung 

,■  fudx 

(78.)  1/'  =  ya,     oder    \y  =Judx,     y  =  e"^ 

ein,  dann  wü^d 

du  /da 


du  /du  S\ 

(79.)  y"  =  /„  +  y-  =  ,(-^  +  „-), 

/ddi  \  /d^u  du\ 

/dhi  du  \ 

\  i4/JU  tv%V  / 


Setzt  man  diese  Wertlie  in  Gleichung  (77.)  ein,  so  erhält 
man  eine  Differential -Gleichung  von  der  Form 
^/  du  d"'-^u\ 

die  nur  noch  von  der  {m  —  1)*^'^  Ordnung  ist. 

Beispiel. 

Aufgabe  6.     Man  soll  die  Differential- Gleichung 

d'^y    ,    1   du        y 
82.  ^+-^  —  -4  =  0 

dx'       X  dx       X- 

integriren. 

Auflösung.  Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (78.)  und 
(79.)  kann  man  die  vorgelegte  Differential  -  Gleichung  auf  die 
Form 

oder 


j/(t  +  »^)  +  ^-^  =  o. 

\dx  J        X        X- 
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(83.)  {x-u~  +  XU  —  l)dx  +  x^du  =  0 

bringen.  Diese  Ditferential  -  Gleichung-  ist  nur  noch  von  der 
ersten  Ordnung  und  enthält  u  nur  in  der  Verbindung  zu;  des- 
halb setze  man 

.                                ^                z       j         xdz  —  zdx 
(84.)  XU  =  z ,     oder     il  ^^  --  >    du  =  ■ ^ • 

Dadurch  geht  Gleichung  (83.)  über  in 

(z~  -\-  z  —  l)dx  +  xdz  —  zdx  :=  0, 
oder 

(85.)  (z'^  —  l)dx  +  xdz  =  0,    ^  +  -^T^  =  ^> 

folglich  erhält  man  durch  Integration 

(86.)  l(^^,)  +  l(^-=i)  =  lC, 

(87.)     x'-{z  —  1)  =  Ciz  -f  1),     oder    yJ^{xu  —  1)  =  C(xu  +  1). 

Dies  giebt 

y' dy  rc^  +  C 

^     ''  y       ydx      x{x^  —  C) 

Hieraus  ündet  man  durch  Partialbruchzerlegung 

und  durch  Integration 

(90.)  \y  =  l(.^•-  —  C)  —  Ix  +  IC'i , 

x^  —  C 
(91.)  y  =  C\  —^—  ' 

Setzt  man  hierbei  noch 
(92.)  Ci  =  A,     ^CC\  =  B, 

so  geht  Gleichung  (91.)  über  in 
(93.)  y  =  Ax  -{-  Bx-K- 


XV.  Abschnitt. 
Lineare  Differential-Gleichungen  ^n*"  Ordnung. 

§  97. 

Allgemeine  Bemerkungen. 

Eine  Differential  -  Gleichung  von  der  Form 

+  /m-l(«)  ^  +  fmix)  .  tj  =  (fix)  , 

in  welcher /i(a:), /2(a;), ..  ./„,(ä;)  und  ^(x)  gegebene  Functionen 
von  X  sind,  heisst  ,^ei?ie  lineare  Dijferential-  Gleichung  m^'^^  Ord- 
nung'-'-.  Dabei  soll  es  auch  zulässig  sein,  dass  sich  die  Func- 
tionen fi(x),  fi{x), , .  .fm{x)  auf  Constante  reduciren,  die  dann 
mit  fi,  fi, ..  .fm  bezeichnet  werden  mögen.  In  diesem  Falle 
erhält  Gleichung  (1.)  die  Form 

^^•)     ^  +-^^  ^  +^^  ^  +  •  •  •  +  ^'"-  Ix  +^'»^  =  ^(")- 

Wird  die  Function  (f>{x)  identisch  gleich  Null,  hat  also  die 
lineare  Differential  -  Gleichung  die  Form 

+/m-i(:r)  ^  +/«,(a-) .  y  =  0 , 

so  heisst  sie  „Äowoyew".  Es  wird  später  gezeigt  werden,  dass 
die  Integration  der  nicht  homogenen  Differential- Gleichung  (1.) 
immer  zurückgeführt  werden  kann  auf  die  Integration  der  homo- 
genen linearen  Differential-Gleichung  (3.),  welche  aus  Gleichung 

Kiepert,  Integral  -  Rechnung.  36 
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(1.)  hervorgeht,   indem   man  das  Glied  (p{x)   auf  der  rechten 
Seite  der  Gleichung  gleich  Null  setzt. 

Es  sollen  deshalb  zunächst  die  homogenen  linearen  Differen- 
tial-Gleichungen m^^r  Ordnung  behandelt  werden. 


§  98. 
Homogene  lineare  Differential- Gleichungen  nV-'"'  Ordnung. 

(Vergl.  die  Formel -TabeUe  Nr.  213  bis  215.) 
Satz  1.     Hat   die  gegebene    homogene    lineare    Differential- 
Gleichung 

(1.)     0  +/i(^)  ^  +  •  •  •  +/"'-(^)  I  +/'»(^)  •  y  =  Ö 
n  particuläre  Integrale  yi,  yi,  .  •  •  yni  so  ist  auch 

(2.)  y  =  C'iy,  +  (72^2  + h  C'„t/„ 

ein  Integral  dieser  Gleichung^  icelche  Werthe  die  Constanten  C'i, 
0-2,  ...  Cn  auch  annehmen  mögen. 

Beweis.    Aus  Gleichung  (2.)  folgt 

dx  dz  dx  dx 

Addirt  man  die  Gleichungen  (2.)  und  (3.),  nachdem  man  sie 
bezw.  mit  /m(^),  /,«-i(a:), . .  .fi{x),  fx{x)  und  1  multiplicirt  hat,  so 
erhält  man 

d^'y   ,     ..  .  d'>'-^y   ,  ,     .       .     dy 


(3.) 


=  ^'  P  +^'(^)  £^  +  ■  ■  ■  +/--(^)  t  +/-W  •  ^"J 


+ 


+  a{^'  +/,W^"  +  •  ■  •  +/™-.W  t  +/..W  ■  y»]  =  0. 


I 
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Satz  2.  Kennt  man  m  particuläre  Integrale  yi ,  y-i,  .  . .  ij,,, 
und  kann  vian  in 

(5.)  y  =  C\yi  +  Cojjo  + h  C,uy,n 

die  Constanzen  C\ ,  62 , . . .  C*,,,  so  bestimmen,  dass 

(6.)  y,  !/'  =  f^ .  y"  =  ^"f  .  •  ■  •  y'-"  =  ^ 

^    ^  ■^'  -^         dx     ^         dx^  ^  dx"'-^ 

für  X  =  Xo  die  beliebig  vor  geschriebenen  Anfang  sw  er  the  yo»  yo'5 
yij", .  .  .  ^/o("'"^'  annehmen,  so  ist  y  das  allgemeine  Integral  der 
vorgelegten  Differential-  Gleichung. 

Dass  y  ein  Integral  der  vorgelegten  Differential  -  Gleichung 
ist,  folgt  schon  aus  Satz  1 ,  und  da  man  die  Anfangswerthe 
yo,  yoS  yo"  •  •  •y(i''"~^\  welche  dem  Werthe  x  =  xq  entsprechen, 
nach  Voraussetzung  noch  beliebig  annehmen  kann,  so  ist  y  auch 
das  allgemeine  Integral. 

Es  ist  nur  noch  zu  erklären,  weshalb  diese  Voraussetzung 
hinzugefügt  werden  muss,  obwohl  in  G-leichung  (5.)  scheinbar 
bereits  m  willkürliche  Constanten  Ci ,  C2 , . . .  C',„  enthalten  sind. 
Die  Grössen  y, ,  2/2 ,  •  •  •  ym  sind  möglicher  Weise  nicht  von  ein- 
ander unabhängig,  es  kann  z.  B.  zwischen  yi,  y^  und  2/3  die 
lineare  Gleichung 

(7.)  Ü/3  =  kyi  +  lyo 

bestehen.     Dann  ist  aber  Gleichung  (5.),  nämlich 
(8.)     y  =  {C\  +  /.•Ca)^,  +  (Co  +  ^Cgjya  +  C,y,  +  ■■■  +  C\„y,n, 

kein  allgemeines  Integral ,  da  in  diesem  Ausdrucke  nur  m  —  1 
willkürliche  Constanten  enthalten  sind.  Umgekehrt  kann  man 
auch  zeigen,  dass  die  Grössen  yi,  y-i,...y,n  durch  eine  lineare 
Gleichung  verbunden  sind,  wenn  jene  Voraussetzung  nicht  erfüllt 
ist;  der  Beweis  dieser  Behauptung  möge  hier  aber  übergangen 
werden. 

Nach  Formel  Nr.  212  der  Tabelle  kann  man  die  Ordnung 
einer  Differential-Gleichung,  welche  in  Bezug  auf  y,  y',  y", . . .  i/"' 
homogen  ist,  um  eine  Einheit  erniedrigen,  indem  man 

,      y' y"  du  2      y'"  ^""    ,0,    <^^    ,      3 

y        '     y       ^-^         '      y        ^^^  ^^         '  * ' ' 

setzt.     Dies  giebt 

36* 
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Satz  3.  Die  Ordnung  einer  homogenen  linearen  Differential- 
Gleichung  kann  stets  um  eine  Einheit  erniedrigt  werden. 

Durch  die  angegebene  Substitution  erhält  also  Gleichung  (1.) 
die  Form 

(10.)  ^^_,  +  ■■■  +  [u^"+A{xy^ -»+•••  +fr,.-.{x)u  +Mx)\  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  im  Allgemeinen  nicht  mehr  homogen 
und  im  Allgemeinen  auch  nicht  mehr  linear,  aber  sie  kann  doch 
zu  particuläreti  Integralen  führen.    Hat  z.  B.  die  Gleichung 
(11.)  F{u)  =  w-+/i(:r)M"-^+/2(:r)w"-2+  •  •  •  +f,„_^(x)u+Mz)  =  0 
Wurzeln  ri ,  r.j, . .  .rn,  die  von  z  unabhängig  sind,  so  werden 
(12.)  u  —  ri,     u  =  r2, .  .  .  u  =  rn 

particuläre  Integrale  der  Gleichung  (10.)  sein,  weil 

f  udx 

ist.    Die  zugehörigen  Werthe  von  y  =  e        sind  dann 
(14.)  yi  =  e*"!^,     yi  =  e'"-^, . . .  y,,  =  e'-n^. 

Dieser  Fall  tritt  namentlich  dann  ein,  wenn  die  Grössen 
fi(x)  =fi,f2(x)  =f2,  • .  -fmix)  =fm  sämmtllch  von  x  unabhängig 
sind.    Die  Gleichung 

(15.)     F(u)  =  u"'  +f,u"'-'  -^fiir-'-  +  •  •  •  +f,n-xu  +/„.  =  0 
hat  dann  lauter   constante  Wurzeln  r, ,  rs, . . .  r,„.     Sind  diese 
Wurzeln  zunächst  sämmtlich  von  einander  verschieden,  so  findet 
man  aus  den  m  particulären  Integralen 
(16.)                     y\  =  C'^,     yo  =  e''-^,  .  .  .  y,,,  =  e''»»^ 
der  vorgelegten  Differential  -  Gleichung  (1.)   ohne  Weiteres  das 
allgemeine  Integral 
(17.)  y^'Ci.  e»-!^  +  Ca .  e"-^^  -\ \-  C,n  .  e*"'»^. 

Der  gefundene  Ausdruck  ist  in  der  That  das  allgemeine 
Integral,  denn  man  kann  beweisen,  dass  durch  passende  Wahl 
der  Constanten  C\,  C2, . . .  C,„  die  m  Grössen  y,  y',  y", . .  .  y^^-^^ 
für  X  =  zo  beliebig  vorgeschriebene  Anfangswerthe  yo,yo\yo", 
. . .  yo*"*"'-  annehmen.  Aus  Gleichung  (17.)  folgen  nämlich  die 
Gleichungen 
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(18.) 


y'  =  dr,  .  e'-'^  +  Caro  .  e^'^^  -\ \-  a„r„.  .  eV, 

y"  =  Ciri^.  en.-«  +  CoV-^-e*-^^  -j \-  C„,r,J  .  eV, 


(19.) 


"m — 1} 


welche  zunächst  für  a;  =  0  in 

yo=  Ol  -f  6  2  +  •  •  •  +  C',„ , 

yo  =  CV'i       +  62^2  +  •  •  •  +  C'„»r,„ , 

yo"  =  Ciri^      +  C'2r22  +  •  •  •  +  a«**mS 

yo'»-0  =  C,rr-*  +  Cars'»-!  +  •  •  •  +  C„.r„/»-i 

Übergehen  sollen.    Bildet  man  die  Function 

F(r) 
(20.)  -^^  =  (r  —  ^2)  (r  —  rs) .  .  .  (r  —  r„0  =  Fi{r) , 

r  —  i'i 

so  hat  -Fi(r)  die  Form 

(20a.)  F,{r)  =  r""-'  +  Äir'"-^  +  •  •  •  +  '^•».-2r  +  ^^„_l. 

Multiplicirt  man  nun  die  Gleichungen  (19.)  hezw.  mit  k, 

^„i_2, . . .  /ci,  1,  so  erhält  man  durch  Addition 

(2i.)/c„._,yo+>i-^-.V+^W3yo"+---+%o''"--)+yo^'"---*^=C'ii^i(n), 

denn  die  Glieder 

CiF^ir,) ,     C3i^i(r3) ,  .  •  .  C„,Fi{r^) 

werden  sämmtlich  gleich  Null.    Dabei  ist  bekanntlich 

(22.)  F,{r,)  =  lim  ^(^)~-^(^')  =  F\r,) . 

In  ähnlicher  Weise,  wie  sich  der  Werth  von  C\  aus  Glei- 
chung (21.)  ergiebt,  findet  man  auch  die  Werthe  von  C\,  63, 
,..  C,„.  Vertauscht  man  x  mit  x  —  xq,  so  kann  man  in  gleicher 
Weise  die  Constanten  C'i ,  62 ,  , . .  C„,  so  bestimmen ,  dass  dem 
Werthe  x  =  xq  beliebige  Anfangs  werthe  der  m  Grössen  y,  y', 
y", . . .  i/i'»-!)  zugeordnet  sind.  Deshalb  ist  Gleichung  (17.)  das 
allgemeine  Integral  der  vorgelegten  Differential -Gleichung. 
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Beispiel. 

Aufgabe  1.     Man  soll  die  Differential  -  Gleichung 

integriren. 

Auflösung.    Hier  ist 

(24.)    Fiv)  =  «2 -.  0       also     r^  =  -,    rg  = •> 

a-  a  a 

folglich  wird  in  Uehereinstimmung  mit  Aufgabe  1  in  §  95 

X  X 

(25.)  y  =  Cie^  +  CW"'^. 

Plat  die  Gleichung  F{v)  =  0  auch  complexe  Wurzeln,  so 
bleibt  die  gegebene  Lösung  noch  richtig,  sie  nimmt  aber  eine 
complexe  Form  an.  Dem  Endresultate  kann  man  jedoch  leicht 
wieder  eine  reelle  Form  geben,  wenn  man  beachtet,  dass  die 
complexen  Wurzeln  paarweise  conjugirt  auftreten.  Ist  z.  B. 
(26.)  Ti  =  a  -{■  bi,     r^  =  a  —  bi, 

so  wii-d 

C\  .  e*"!^  +  Ca  .  e'"^«'  =  d  .  e«^+»'^  +  Co  .  e"''^-*'^ 

=  e"^  [{C\  +  Co)  cos{bx)  +  i(Ci—C2}sm{bx)l 
oder,  wenn  man 

(27.)  C\-i-C2  =  A,     i{C\  —  a^  =  B 

setzt, 
(28.)  C'i .  e»-!^  +  C'a  .  e''-^  =  e"^[AcOB{bx)  +  -Bsin {bz)] . 

Beispiele. 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  Differential -Gleichung 
(29.)  ty  y^ 

integriren. 

Auflösung.    Hier  ist 

(30.)     F{u)  =  ^^2  _|_  i_  ^  Q      j^isQ     ,.j  _  1  ,     ^-2  ^  _  i  , 
folglich  wird  in  Uebereinstimmung  mit  Aufgabe  2  in  §  95 
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(31.)  y  =C'i.e^^+C2.r^=(6'i  + Co) cosr^j +«■( (71—^2)8111^1) 
=  ^cosf  ~  j+  -Bsinf     j  • 
Aufgabe  3.    Man  soll  die  Differential  -  Gleichung 

(«^•)  i~^l  +  «^  =  « 

integriren. 

Auflösung.    Hier  ist 
(33.)  F(u)  =  m3  _  7w  4-  6  =  0,    also    rj  =  l,  rg  =  2,  r^  =  —  3, 
folglich  wird 
(34.)  y^C\.  e^-  +  Ca .  e^x  +  C'3 .  e-^ 

Aufgabe  4.     Man  soll  die  Differential -Gleichung 

integriren. 

Auflösung.     Hier  ist 

(36.)  F{u)  =  u^  —  6?«2  _^  i^u  —  10  =  0, 

also 

ri  =  2,     r2  =  2  +  ?',     /'s  =  2  —  ^■, 

folglich  wird 

(37.)  y=Cy.  e'^*  +  Co .  e2^+'^  +  C3 .  e^^-'^ 

=  e2*(Ci  +  ^cosa;  +  ^sina;). 

Bisher  war  vorausgesetzt  worden ,  dass  die  Wui^zeln  ri,  r^ 
. .  .Tm  der  Gleichung  F{u)  =  0  alle  von  einander  verschieden 
sind.  Hat  aber  F{ti)  —  0  auch  gleiche  Wurzeln,  so  erhält  man 
durch  Gleichung  (17.)  nicht  mehr  das  allgemeine  Integral.  Ist 
z.  B.  ri  =  ^2,  so  kann  man  in  Gleichung  (17.)  die  Glieder 

Cr  .  e»-!^  +  C2 .  e'-^^     in     (Ci  +  C2) .  e'''* 
zusammenfassen,   so  dass  der  Ausdruck  für  y  nur  noch  m — 1 
Integrations  -  Constanten  enthält. 

Aber  auch  hier  kann  man  das  allgemeine  Integral  durch 
eine  Grenzbetrachtung  aus  der  bisher  angegebenen  Form  finden. 
Es  sei  zunächst 
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(38.)  r-i  =  r,  +  h, 

also 

(39.)     y  =C\.  6^^="  -I-  a  .  enx+z.x-  _}_  (j^ .  e"^^  + \-  Cne'-n'^ 

=  {C\  +  C'2  .  6^=")  e»-!^  +  C'3  .  e'-'^  + 1  C,„.  e'm-. 

Null  ist  aber 

(40.)     C,  +  C\  .  e^-  =C\  +  C,  +  C,'^+C,'~  +  '-  ■. 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung 
(41.)  Ci  +  C^  =  C,     C2Ä  =  C", 

so  sind  auch  C  und  C  noch  zwei  beliebige  Constanten;  Gleichung 
(40.)  erhält  dadurch  die  Form 

(42.)        C,  +  C'2 .  e'^-  =  C  +  6''^  +  C  ^  +  6"  .  -f  +  •  .  • . 

Lässt  man  jetzt  h  sich  der  Grenze  Null  nähern,  so  erhält 
man 
(43.)  lünra  =  ri;     lim(C'i  +  C'o .  e^'^)  =  C  +  CV, 

7i=0  /i=0 

folglich  geht  Gleichmig  (39.)  in  diesem  Falle  über  in 

(44.)  y  =  {C^  C'x)  .  e»-!*  +  Gz  .  e^^^  ^ 1-  6'„,  .  eV. 

In  dieser  Formel  treten  wieder  m  willkürliche  Integrations- 
Constanten  auf,  wenn  rj,  ;'3, . . .  r„.  sämmtlich  von  einander  ver- 
schieden sind. 

Setzt  man  jetzt  in  Gleichung  (44.) 

(45.)  ^3  =  ri  +  Ä, 

also 

(46.)  2/  =  (C  +  C'x) .  e»-!^  +  C3 .  e'->^+'^^+  C'4  .  e^'"^  +  •  •  •  +  ^'m  •  e'r,.^ 

=  (C  +  C'a:  +  6'3 .  e^^) .  e'"-'^+  C4  •  e''«'^  H VC,,,,  e'-'»^, 

so  wird 

Ä.r  li^x*- 

(47.)  C  +  C'rr  +  C'3 .  e'''^  =  C  +  C'x  +  C'3  +  C'3  -"   +  C'3  -  ^y  +  •  •  •  , 

oder,  wenn  man 

(48.)         C  +  C'3  =  ^, ,     C"  +  C^sA  =  ^2,     C-sÄ'^  =  2^3 

setzt, 
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(49.)     C  +  C'x  +  Cs .  e^''  =  Ai  +A2X  +  Asz^  +  2A^-^-\ , 

wobei  Ai,  A2,  A3  wieder  drei  willkürliche  Constanten  sind.    Lässt 

man  jetzt  h  sich  der  Grenze  Null  nähern,  so  erhält  man 

(50.)     limrs  =  n,     lim(C  +  C'x  +  C3 .  e'^^)  =  -4i  +  A.2X  +  Asz'\ 

folglich  geht  Gleichung  (46.)  in  diesem  Falle,  wo  ri  =  r-2  =  r^ 

ist,  über  in 

(51.)     y  =  {Ai  +AiX  +A3X^)  .  e'-i^  -f  C4  •  e"^""  + 1-  C,„  .  e'm^. 

Dieser  Ausdruck  enthält  wieder  m  willkürliche  Constanten, 
wenn  ri,  r^, . .  .r^  von  einander  verschieden  sind. 

In  gleicher  Weise  kann  man  alle  Fälle  erledigen,  in  denen 
F{u)  =  0  mehrfache  Wurzeln  hat. 

Dieselben  Resultate  findet   man  auch   auf  einem   anderen 
Wege.    Nach  D.-R.,  Formel  Nr.  48  der  Tabelle  ist 
d'iiw)  _     d*'v      /n\dti  d'^-^v       /n\d'^u  d^^H 
^^^•^  ~d^  ~  '^  d^'^^KlJdx  d^^'^y^Jd^-  d^^-^ 
/n\d*''-'^u  do       d^u 
uA/a;"-^'  ~dx      'd^^' 

Führt  man  also  in  die  Gleichung 
für  y  das  Product  uc  ein,  so  erhält  man 

^''■^  W«  +^^  5^  +^^  ;^^  +  •  •  •  +^--  dx  -^^- '  T 
+ 

H ,  m{m  —  1)  (m  —  2) .  .  .  3  .  2  .  lü  .  -^— -  =  0, 

oder 
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(54.)  r.  +  -,F,-  +  -,F.jj,  +  ...+  -r„-g^  =  o, 


wobei 


(55.) 


af:r"'   '  -^  '  dx" 


(/a;" 

^ 

(/a;" 


C?'»-!^  c/'»-2ü  (/'«-Sy 

Fl  =  m^ T  4-  (m  —  l)fi- :  4-  (m  —  2)fo- ^4 


dx" 


V,  =  mim  _  1)-^--^  +  (m  -  1)  im  ^  2)A  ,^,  + 


dx" 


dx"'-^ 

+  2  .  l/,„_2  .  0 


Von  den  beiden  Functionen  u  und  ü  kann  man  die  eine, 
z.  B.  c,  noch  willkürlich  bestimmen.    Setzt  man  daher 


(56.)  V  =  e»-^,     also     -^  =  r.e' 

dx 


dH 
dx'^ 


r^ .  e'^ 


SO  gehen  die  Gleichungen  (55.)  über  in 

f    F=  e-(r'"+/,r— i+/2r— 2+  ...+/„_,,•+/„,)=  e'--.i^(r), 

Fl  =  e'-^[mr'"-H(^»— l)/ir'"--  +  (m— 2)/2r'»-3H h/m-i] 

(57.)  \  =  e'-^  .  i^'(r), 

Fa  =  e'-^[m(m— !)?•'"--  + (m-l)(m-2)/ir"'-3H h2.iy;,_2] 


Deshalb  erhält  Gleichung  (54.),  wenn  man  den  allen  Gliedern 
gemeinsamen  Factor  e'"-^  fortlässt,  die  Form 

(58.)    F(r)  .  .  +  ^)  *'  +  ^>:)  f«  +  . . .  +  ^'-"W  ''-'" 


1!     </a;   '       2!      dx^ 


(m  —  1)!  öfa;"'-i 

.   d"'u 
+  3— =  0. 


Jetzt  sei  ri  eine  einfache  Wurzel  von  i^(r)  =  0,  dann  wird 
Gleichung  (58.)  befriedigt,  wenn  man 
(59.)  r  —  Ti,     u  =  Ci,     also     y  —  Ci  .  e^^"" 

setzt.     Ist  dagegen  /i   eine  a.  -  fache  Wurzel  von  F{i')  =  0 ,  so 
wird 
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F{r,)  =  0,     i^'(rO  =  0,     F"(r,)  =  0, . .  .     Fi--%n)  =  0, 
so  dass  Gleichung  (58.)  befriedigt  wird,  wenn  man 
(60.)         r  =  n,     u  =  C\+  C^x  +  C32;'-  +  •  •  •  +  Ca««-', 
also 

(61.)  y  =  (C'i  +  C^x  +  C32;2  +  . .  •  +  C^x—')  .  e^^^ 

setzt.  Auf  diese  Weise  kann  man  immer  einen  Ausdruck  finden, 
der  m  willkürliche  Constanten  enthält  und  deshalb  das  allgemeine 
Integral  der  vorgelegten  Diflferential-Gleichung  ist. 

Beispiel. 

Aufgabe  5.     Man  soll  die  Differential -Gleichung 

integriren. 

Auflösung.     Euer  ist 

(63.)  i^(r)  =  r*— 4r3+10r2— 12/-+5=('r2— 2/-+l)(r2~2r+5)=0, 
also 

(64.)  n  =  ^2  =  1,     rz=-l  +  2i,     n=l  —  2i, 

folglich  wird 

(65.)  y  =  {Ci-\-  C2x)e^  +  e-^[^cos(2a:)  +  ^  sin  (2a:)] 

=  e^[Ci  +  CiX  +  ^  cos  (2a;)  +  J5sin(2a:)]. 

§  99. 

Nicht  homogene  lineare  Differential- Gleichungen 
m}^"^  Ordnung. 

(Vergl.  die  Formel  -  TaheUe  Nr.  216— 218.) 

In  der  Differential  -  Gleichung 

mögen  die  Coefficienten  /i,  f-2, . . ./«,  zunächst  constante  Grössen 
sein,  dann  setze  man 

(2.)         z  =  C'i  .  e'-'^^')  +  Co .  e'-^<^-')  H \-  Cm  .  e'-m*^-'), 

wobei  ri,  ^2, . . .  r„,  wieder  die  m  Wurzeln  der  Gleichung 
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(3.)  F(r)  =  r-  +/ir'"-'  +/2/— ^  +  •  •  •  +/,„-ir  +/„  =  0 
sind.  Durch  Gleichung  (2.)  ist  z  als  eine  Function  der  beiden 
Veränderlichen  x  und  t  erklärt,  wobei  t  vorläufig  als  eine  Con- 
stante  betrachtet  werden  möge.  Unter  der  Voraussetzung,  dass 
ri ,  ro,  . . .  Tm  sämmtlicli  von  einander  verschieden  sind ,  kann 
man  nach  den  Ausführungen  in  §  98  die  Constanten  C\ ,  Co, 
. . .  Cm  SO  bestimmen,  dass  die  Grössen  z,  z\  z",  . . .  2;("'-*)  für 
x=t  beliebig  vorgeschriebene  Anfangswerthe  zq,  zq' ,  zo". 
. . .  zo^'"-^^  annebmen.  Für  den  vorliegenden  Zweck  setze  man 
(4.)  Zo  =  0,  .-o'  =  0,  Zo"  =  0,  ...  Co(-2)  ^  0,  ;^o('"-»)  =  ^{t), 
d.  h.  es  mögen  die  Constanten  Ci ,  Co ,  ...  C,„  so  bestimmt 
werden,  dass 


( ^'' 

+  c. 

+  • 

•  +  c,„ 

=  0, 

C\r, 

+  Cor. 

+  • 

■   ~r    ^m'^'m 

=  0, 

+  C^rs^ 

+  • 

'  '  ~r   ^m'f'm 

=  0, 

(5.) 

C,rr-'  +  C2r.'--^  +  •  •  •  +  C,nrJ"-^=  0, 
'  Ciri'»-!  +  C2r2^-'  +  •  •  •  +  a„r^'»-i  =  cf(t) 
wird.    Wie  in  §  98,  Gleichung  (21.)  und  (22.)  gezeigt  wurde, 
findet  man  aus  diesen  Gleichungen 

(6.)      c,  =  #L,    c.  =  -#,,   ...c.=  ^(^)  -• 


F'{r,)'     ^-'       F'ir^)'     '  '  '  ^"^  ~  i^'(r„.) 
Die  Function 

_  ^(^')  •  e''i('=-')       (p{t) .  e^^if^-*)  (p(t)  .  e'-m(^-<) 

^  -^     ^  -       F\r,)      +       F\r2)       +  '  '  '  +       F\r„y 
hat  also  die  Eigenschaft,  dass  sie  mit  ihren  m  —  2  ersten  Ab- 
leitungen für  x  =  t  verschwindet,    während  die  (m  —  1)*«  Ab- 
leitung gleich  (p{t)  wird. 
Jetzt  mögen  mit 

diejenigen  Werthe  bezeichnet  werden,  welche  z,  z%  z",  ...2^»') 
für  t  =  X  annehmen.  Dabei  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen 
(5.),  dass 
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(8.)      {z)t=,  =  0,  (2'>=.  =  0,  {z'y^,  =  0,  ...  (^(—2))^^^  ^  0 

wird,  während 

(9.)  {z^'"-'^)t=.v  =  (f{x) 

ist.    Setzt  man  also 

X 

ao.)  Y—fzdt, 

0 

SO  findet  man  nach  Formel  Nr.  154  der  Tabelle 
dY       Cdz   ,        ,  .  rdz   - 

0  0 

0  0 

0  0 

(14.)  -5 r  =  /  -y r  (^i  +  (2('"-^0«=:^  =  /  -7 -,  du 

^      ^  dx^-^      J  dx""-^  ^         '         J  dx'"-^     ' 

0 

X  X 

(15.)  V^  =  ^dt  +  {zi"^-%=,  =  ^dt  +  qix). 

^      ^  dx"'      J  dx'"       ^  ^  '  J  dx"'       ^  ^^  > 


0  0 


dY     d^Y  d'"Y 

Indem  man  diese  Werthe  von  Y,  -—  ,   --— - ,  •  •  •  — —   in 

dx       dx^  dx"' 

(jrleichung-  (1.)  für  y,  -~  j  T2 '  * "  *  ^m  einsetzt,  erhält  man,  da 

sich  (p{x)  weghebt, 

X 

0 

Diese  Gleichung  wird  aber  in  der  That  befriedigt,  denn 
nach  Formel  Nr.  213  der  Tabelle  ist  z  ein  particuläres  Integral 
der  homogenen  linearen  Differential -Gleichung 
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folglich  ist  Y  ein  particuläres  Integral  der  Differential  -  Glei- 
chung (!.)•  Aus  dem  particulären  Integral  findet  man  sofort 
das  allgemeine,  indem  man 

(18.)  y=Y-\-D 

in  die  Gleichung  (1.)  einsetzt;  dann  wird  nämlich 


d^'D       „  d" 


dv 


also 

(20.)  ü  =  ci  .  e'"i^  +  C2 .  6'"=^^  +  •  •  •  +  c,„  .  e'-m^ 

und  nach  den  Gleichungen  (7.)  und  (10.) 

.      ,  r  fffit)  ■  e^^^'=-i)dt   , 


r  iw)  •  ^'^'^'''*^dt 


nt'F'ir,)    "'+'-'" 


+     •••    + 


[/ 


V)(^) .  e'"'»(*-')fi?i5 


i^'(r„ 


-f-  c„,  .  e''« 


oder,  wenn  man 

(22.)     c,  .  F\r,)  =  C\  ,  c, .  F\r.^  =  C,,  ...c,„.  F'{r„,)  =  C„ 

setzt, 


(23.)   y  =  ^  [Ci  +yy(0 .  e-'-^^dtj  +  ^[C',  +y9^(^) .  e-'-.^dt 

0  Ü 

a; 


+ 


Dasselbe  Eesultat  kann  man  auch  duich  die  Methode  des 
integriretiden  Factors  oder  durch  Variatio7i  der  Constanten 
finden. 

Beispiele.  1 

Aufgabe  1.     Man  soll  die  Differential- Gleichung  \ 

integriren. 
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Auflösung.    Hier  ist 


(25.) 


F(r)  =r~ ^5    n  =  -  >    7-2  = > 

a-  (i,  a 

F\r)  =  2r.     F'Or,)  =  -  ,    F'{r-2)  =  —  -  ^ 


folglich  wird  nach  Gleichung  (23.) 


(26.)     ij  =  ^e^ 


Ist  z. B. 


C'i  +  j(f{t)  -e    »dt 


a    — 

9 


c,^ 


■ß{i)e- 


dt 


(27.) 
SO  wird 


(f{x)  =  e% 


y(/;) .  e~^dt=jdt  =^  X,  j(p{t)  .  e^dt  —  je^dt  =  ^\e"—  l) 

0  0  0  0 

so  dass  Gleichung  (26.)  übergeht  in 

(29.)     y  =  I  .»  (C.  +  -)  - 1 «' " [C,  +  Ip-  l)] 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  Differential -Gleichung 

(30.)  g- 9^ +20^  =  4000:1:2 

integriren. 

Auflösung.    Hier  ist 
f  i^(r)  =  r2  — 9r  +  20  =  0,  i^'(r)  =  2r  — 9,  ^(a;)=  4000a;2, 
(^^•)\ri  =  5,     r2  =  4,     i^'(n)  =  1,     i^'(r2)  =  -  1, 
folglich  wird  nach  Gleichung  (23.) 

(32.)  y  =  e^^  [Ci  +  4000/^2^-^' .  dt]  —  ^''^[eo  +  4000/^2e-«j^j_ 
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Nun  findet  man  durch  partielle  Integration 
(33.)  ß''e''^dt  =  .«'  ("^  -  ^  +  1") , 

SO  dass  Grieichung  (32.)  übergeht  in 

--h+— (-1-1-1)+^] 

=  (C'i  +  64)e5^-  _  32(25a:2  ^  iO:r  +  2) 

—  (C2  +  125)6*^  +  125(8a:2  +  4^:  +  1), 
oder,  wenn  man  Ci  +  64  mit  A,  d  +  125  mit  —  B  bezeichnet, 
(35.)  y  =  Ae^'^  +  5e*^  +  2Q0z-  +  180.r  +  61. 

Die  angegebene  Lösung  gilt  nm-,  wenn  die  Coefficienten 
/15/2,  ■  "ftn  constante  Grössen  sind.  Ist  diese  Voraussetzung 
nicht  erfüUt,  so  gelingt  es  doch  in  vielen  Fällen,  die  Differential- 
Gleichung 

(^^•)      d^  +"^>(^^  ^ + •  •  •  +-^-^-^^  •  y  =  ^(^") 

von  der  mt^n  Ordnung  auf  eine  niedrigere  Ordnung  zu  reduciren. 
Ist  z.  B.  y  =  yi  ein  particuläres  Integi'al  der  homogenen  Diffe- 
rential -  Gleichung 

(^'•^  3S^  +-^'(^)  ^  +  •  •  ■  +  /.W  •  2/  =  0. 

so  setze  man 

(38.)  Y=^Cy,, 

wo  aber  C  noch  eine  Function  von  x  sein  muss,   wenn  dieser 

Werth  von  y  der  Gleichung  (36.)  genügen  soll.    Nun  ist 


(39.) 


dx  dx  dx 

dx^  dx^  dx   dx  dx- 


d^'y  __      d'^C      /m\dyi  d"'-'^C'  ,    ^,d'"'i/i 

.  d^  ~  y^dx^      Vi  )^  dx"'-^  +  •  •  •  +      -^ 
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Setzt  mau  diese  Werthe  in  Gleiciiiing  (36.)  ein  und  beachtet, 
dass  der  Factor  von  C  verscliwiudet ,  so  bleibt  eine  Gleichung 
von  der  Form 

d"'C  d"'~^C  dC 

(^^•)    ^*  dz-  +  -^^'(^^  ^/^-t  +  •  •  •  +  ^"'-(^)  dx  =  '^^''^' 

Führt  man  also  die  Function  u  durch  die  Gleichungen 

(41.)  -—  =  w.     oder      C  =  ludx  +  A 

dx  ' 

ein,  so  erhält  man  aus  Gleichung  (40.) 

Aus  dem  allgemeinen  Integral  u  dieser  Differential-Gleichung, 
die  nur  noch  von  der  {m  —  l)teii  Ordnung  ist,  findet  man  das 
ullyemeine  Integral  der  vorgelegten  Differential -Gleichung  (36.) 
durch  die  Gleichung 

(43.)  </  =  yi  {ßidx  -f  A). 

Ebenso  kann  man   die  Ordnung  der  Differential  -  Gleichung 
(86.)  um  zuei  Einheiten  erniedrigen,  wenn  mau  ztcei  particuläre 
Integi'ale  yi  und  y^   der  homogenen  Differential -Gleichung  (37.) 
kennt.     Man  setze  dann 
(44.)  ^  =  C,i/i  +  C'2</2 

und  betrachte  Ci  und  Co  als  Functionen  von  x,  welche  der  Be- 
dingung 

dC\  dCi  dCi  yi  dC'i 

genügen.     Bezeichnet  man  dabei  —  ^*   mit  (fi{x),  so   folgt  aus 
den  Gleichungen  (44.)  und  (45.) 


Kiepert,  Integral-RechDung.  y7 
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dx  dx  "  dx 

d^u        „,  d'^yi    ,     ^^  d-u^    ,         .        dC\ 

l   <^i  =  ^'  S?  +  ^^  J  +  VM  ■  ^  +  ^aW  •   gj  . 

wobei  ^2(^)5  ffz{^),---  leicht  zu  ermittelnde  Functionen  von  x 
sind.  Setzt  man  diese  Wertlie  in  Gleichung  (36.)  ein,  so  ver- 
schwinden nach  Voraussetzung-  die  Factoren  von  C\  und  Co, 
und  es  bleibt 

(48.)   G„(.r)  ^g^  +  G/^)  ''^^^'  +  . . .  +  (?,„_,(:.)  ^'  =  y,(.r). 

Wenn  man  jetzt  noch 

dCi  ,        dL"2  ,  . 

-^—  =  z.    also     -7-^  =  (px(x)  .  2r, 
(49.)  M^  dr         ^  ^  ^      ' 

6'i  ■=^Jzdx  -\-  A\,     Ca  =  Jff\{x)  •  ^dx  -\-  Ao 

setzt,  so  geht  Gleichung  (48.)  über  in 

dm— 2^  d'ii—ä^ 

(50.)      U,{X)  ^— f,  -f   <^l(^)^^3  +   •  •  •  +   ^— 2(^)  •  -  =   y(^-)- 

Aus  dem  allgemeinen  Integral  z  dieser  Gleichung,  welche 
nur  noch  von  der  {in  — ■  2)'^*^'^  Ordnung  ist.  findet  man  nacli  den 
Gleichungen  (44.)  und  (49.)  das  allgemeine  Integral  der  vor- 
gelegten Differential -Gleichung  (36.)  durch  die  Formel 

(51.)  //  =  y,  {fzdx  4-  A,)  +  g-ii/v^ix) .  zdx  -f  ^2). 


Dieses  Verfahren  kann  man  fortsetzen  und  den  Satz  be- 
weisen : 

Kennt  man  n  verachiedene  pariiculäre  Integrale  y\ ,  //o, .  .  .  yn 
der  ho7nogenen  Diß'erential- Gleichung 

fjm.,  d'"  —  '^  II 

so  lässt  sich   die  nicht  homogene   lineare  Diß'erential-  Gleichung 
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(53.) 


auf  eine   andere  nicht  homogene  lineare  Dißerential-  Gleichung 
von  der  Ordnung  m  —  n  reduciren. 

Beweis.     Sind  yi,  ^2,  •  •  •  yn  die  bekannten  particulären  Inte- 
grale von  Gleichung  (52.),  so  setze  man 
(54.)  y  =  C\yi  +  dy^  +  •  •  •  +  Cnyn 

döi    dCz 
und  bestimme    ,  — '  -7— ^ 
dx       dx 

die  n  —  1  linearen  Gleichungen 


-^  als  Functionen  von  -7-^ 
dx  dx 


durch 


(5f 


f/6'1  dCi 


,  dün  „ 


dyx  dCi^      dy^  dXh^   .    .  . ,    .   ^»  1^  _  n 
dx    dx        dx    dx  dx    dx 


d^'-'yi  dC^     d^-\2  dC^ 
dx''--     dx         f/.r«-2    (ix 


d^'-^yn  dOn  ^ 


Durch  Auflösung  dieser  Gleichungen  erhält  man 


(56.)  f  =  ,.(.) 


f/6'i       dCz 


dC, 


dx 


dx  =  ^^(^^      dx   ■ 


dCn  ,  .     dCi 

^  =  Vn-.{^)-     dx' 

wobei  die  Functionen  g)i{x),  (p^i^), . . .  ^«-1(2^)  leicht  zu  ermitteln 
sind.     Nach  diesen  Festsetzungen  wird 

dx  dx  dx 


(57.) 


37 


580     §  99.     Nicht  homogene  lineare  Diff'.- Gleichungen  »iter  Ordnung. 
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Setzt  man  diese  Werthe  iu  die  Gleichung  (53.)  ein,  so  ver- 
schwinden nach  Voraussetzung-  die  Coefficienten  von  Ci,C2,... 
Cn,  so  dass  sich  die  Gleichung  auf 

(62.)  U(x)  ^-^  +i.(.)  ^^^  +  •  ■■  +i,»-„(.)  f  ■  =  ^(.) 

reducirt.     Indem  man  noch  die  Function  v  durch  die  Gleichung 

dC, 

einführt,  erhält  man  daher 

(^^•)    ^o(^)^^«^   +  ^l(^)^^i;i^7Z3.  +  •  •  •    +  L,n-n{^x)  .  0  =  <f{x). 

Dabei  ist  nach  den  Gleichungen  (51.)?  (5^-)  und  (63.) 

(65.)    C'i  =/cdx  -\-  Ai,      C'i  =J(f^{x)  .  cdx  +  .^o,  •  •  • 

<^«  —I^'n-\{x) .  cdx  +  ^4„, 
(66.)  y  =  C'iyi  +  dyo  +  •  •  •  +  C'„y„. 

Diese  Betrachtungen  gelten  auch  dann  noch ,  Avenn  n  =  m 
ist.  Für  n  =^  m  —  1  kann  man  durch  das  angegebene  Verfahren 
die  vorgelegte  Differential -Gleichung  auf  eine  lineare  Differential- 
Gleichung  erster  Ordnung  von  der  Form 

(67.)  U{x)  ^  +  Z,(.r) .  V  =  (f{x) 

zurückführen,   deren  Integration  in  §  81  behandelt  worden  ist. 
(Vergl.  auch  Formel  Nr.  183  der  Tabelle.) 


Tabelle 

der  wichtigsten  Foriueln  aus  der  Integral -Rechnung.*) 


1.)     Jdfix)  =ff'{x)dx  =fix).  [§  1,  Gl.  (3.)  und  (4.)] 

2.)       dff'{x)dx  =  f'{x)dx.  [§  1,  Gl.  (5.)] 

3.)      Ist  a  der  Wertli  von  .r,    für   welchen   das   Integral  von 
f\x)dx  verschwindet,  so  ist 

ff'(x)dx  =f{x)  —f{a).  [§  2,  Gl.  (3.)] 

a 

4.)      Der  Flächeninhalt   einer  ebenen  Figur,    welche  begrenzt 
wird 

1.)  von  der  Curve  y  =  rf{x), 

2.)  von  der  X-Axe, 

3.)  von  den  beiden  Ordinaten  x  =  a  und  x  =  b, 
ist  gleich 

F=/ydx  =ff'{x)dx  =  [f{x)f=f{h)  -f{a). 

an  " 

wobei  f\x)  =  (f{x)  sein  soll.  [§  2,  Gl.  (5.)  und  (Sa.)l 

h  a 

5.)     Jf{x)dx  =  —ff'{x)dx.  [§  2,  Gl.  (29.)] 


*)  Die  Integrations  -  Constante  ist  überall  der  Kürze  wegen  fort- 
gelassen. 
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b  c  >> 

6-)  Jf\^)dx=j'f\x)dx^  ff\x)dx.  l§  %  GL  (30.)] 

a  a  c 

7.)  jAf{x)dx  =  Aff'{x)dx.  [§  3,  Gl.  (5.)] 

8.)  An^)±g'{x)]dx  =J'f'{x)dx±ßAx)dx. 

[§  3,  Gl.  (11.)  mid  (13.)] 

9.)     ix^'^dx  =  ^-^  .  [§  i,  Gl.  (2.)] 

10.)   Jdx  =  x.  [§  4,  Gl.  (2  a.)] 

11.)    ja''dx  =  —  )    le''dx  =  e^.  [§  4,  Gl.  (3.)  und  (3a.)] 

Cdx 

12.)    \       =\x.  [§  4,  Gl.  (4.)] 

13.)  Jco^xdx  =  sillÄ-.  [§  4,  Gl.  (12.)] 

14.)  JüYixdx  =  —  COS.r.  [§  4,  Gl.  (13.)] 


1^0   /:;:;;;^  =  tga:.  [§  4,  Gl.  (14.)] 


r  dx  .       Tl.  I 

17.)    /-—==  =  arcsiiiÄ;  =  -  -  —  arccosÄ-.    [§  4,  Gl.  (IG.)  u.  (2l.)J 
J  yi  —  x''  2  j 

/'    dx  TT  I 

-— -^  =  arctg.r  =  —  —  arCCtga:.        [§  4,  Gl.  (17.)  und  (25.)]       { 
1  +  .r-  ■^ 

19.)    Setzt  man  I, 

X  —  xp{t),     also     dx  =  ip'(jf)df,  1 

so  Avii'd  f 

f(f{x)dx  =ßf[xp[i)]  .  ip'{t)df.     [§  G,  Gl.  (2.)  und  (6.)]       ' 

20.)     / =  \{x±:  a).  [§  7.  Gl.  (2.),  (3.)  und  §  29,  Gl.  (2.)] 

'  Jx:^a  ■ 

21 .)    /-^"^^  =  ^  arctg^^Y  [§  7,  Gl.  (20.)]     , 

'  J  a-  -\-  x^       a  \aj 

22.)    I—J^^^  =  arcsii/-^  •  [§  7,  Gl.  (21.)] 
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dx 


23.)     r~=:.=^  =  \{x  +  yä^  +  x').  [§  7,  Gl.  (2301 

J  ya^-^-x- 

23a.)  / ^  =  \(x  +  Yx'  -  a^).  [§  7,  Gl.  (24.)] 

yocdoc  1 


xdx 


25.)    /    .-^^=,  -  —  yti:'—xK  [§  7,  Gl.  (29.)] 

J  ya^ — x^ 

26.)     /    ^__^+]/^M^^-^.  [§  7,  Gl.  (31.)] 

./  ya^  +  X- 


1/1 


27.)    Lj^^  =  +  1/^2  — «'.  .[§  7,  Gl.  (32.)] 

J  yx^  —  d- 


dx  ]/«2    __    r^l 


30.)    /'       ^_.^_hf^^  +  >^-^-^+^"^-y  [§  7,  Gl.  (38.)] 


-|/a2  _^2  «2^ 

dx  \  ^(a^Y  ä^ -\-x^ 


[§  7,  Gl.  (36.)  nnd  §  9,  Gl.  (117.)] 


x^  y  a-  +  rr'  "  -^ 

32.)    / — /"^         =  —  ^  arcsinf -Y  [§  7,  Gl.  (42.)] 

J  x^/x^  —  d^  a  \xj 

33.)    /' i^=  =  +  >V^-a^  .  jg  ^^  (.!_  ^^^3  ^^^  §  9^  C.l.  (147.)] 

'  Jx^yx'  —  a^  «'^ 

34.)  y'^yl^  =  K/C-^)]-  [§  7,  Gl-  (52.)] 

35.)  J'igxdx  =  —  1(C0S2;).  [§  7,  Gl.  (54.)] 

36.)  J'oXgxdx  =  +  l(sina;).  [§  7,  Gl.  (55.)] 

^-^ =  \{tgx)  =  — l(ctg:r).    [§  7,  Gl.  (57.)  und  §  8,  Gl.  (27.)] 

sina:cosa; 
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[§  7.  Gl.  m.)] 

40.)  //^'(sin.r)c0S:r^a:  =/f{i)dt,     WO     /  =  sillÄ-.  [§  7,  Gl.  (63.)] 

41-)   .//"(cOS.r)  .  sin,rc?.r  =  —Jf{t)dt,    WO    i^  =  COS.r.  [§  7,  Gl.  (68.)] 

42.)  /cos^'^+'.rr/.r  =/(!  —  sm2.r)«  .  ^(sin.r).      ■  [§  1,  Gl.  (7:J.)] 

43.)  f^m^^^'r^xdx  =  —J\\    -  cosV)"  .  c?(cos.r).  [§  7,  Gl.  (75.)1 

44.)  ysin"'.rcos-"+i;rc?a;  =ysin"'a-(l  —  sill-Är)"  .  ö?^^sin:r). 

[§  7,  Gl.  (77.)] 
45.)  _/cos'".rsin2»+i:rf/2:  =  — /cos'»-?-(l  —  cos2.r)"  ,  f/(cos.r). 

[§  7.  Gl.  (79.)1 
46.)  y /(tgrr)  •  -^-^  =  j  f{igx) .  d(tgx).  [§  7,  Gl.  (83.)] 

ydx  / 

/(Ctg^)  g|j^  =  — y/(ctg.r)  .  (/(Ctgrr).  [§  7,  Gl.  (813.)] 

48.)  jfiigx)  .  ^:r  =f^^^  '  d{igx).  [§  7,  Gl.  (93.)] 

i8&.)Jtg-xdx  =y^g!f' ^  ^  •  ^(tg-^)-  [§  7,  Gl.  (94.)1 

49.)  Jfictgx)  .  r7;r  =  -f^^^i  "  ^(^^'^V-  l§  ^'  ^1.  (102.)] 

49a.)|'ctg".T  .  ^a:  =  -^I^-^SJ^^  .  4ctg.r).  [§  1,  Gl.  (103.)] 

'^^•^    /  ^C^S^^  ""/^  +  tg'x)"^''d{tgx).  [§  7,  Gl.  (106.)] 

51.)    |^^f„-  =  - 1(1  -f  Ctg^.r)'"-'4ctg:r) .  [§  7,  Gl.  (109.)| 

.52.)    //(a=^)  .  a^dx  =    ^    //(a^)  •  d{a').  f§  7,  Gl.  (110.)] 

52a.)  //"(e^) .  e-^f.r  =  ff{e')  .  r/(e^).  [§  7,  Gl.  (111.)] 
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53.)    jfXlx)  •  ^^jfdx)  .  dilx).  [§  7,  Gl.  (112.)] 

54.)    //■(arcsin.r)  •  -,—  — =  //(arcsin.r) .  r/(arcsin.r). 

[§  7.  Gl.  (11301 
55 .)    //(arc  cos x)  •  j^^  -=  —  //(arc cos x) .  f/(arc cos  x). 

[§  7,  Gl.  (114.)] 
56.)    jfi&Yctgx)  ■  ^ -^^^2  = //(arctg.r) .  f/(Rrctg.r).   [§  7,  Gl.  (115.)] 

57.)    //(arc  ctg  x)  •  :j-^^  -g  =  —  //('^rc  ctg-  a:) .  c?(arc  ctg  x) . 

[§  7.  Gl.  (116.)) 
58.)     //(sina-,  cosa:,  tg.r,  ctgx)dx  = 

y-^\i  +  <2'  1^/2'  i_/2'    2^/1  +  ^'-' 

wobei 

f  =  tgK  y  1§  7,  Gl.  (121.)  und  (126.)] 

59-)  y^-;^  =  ^  1  (^;)-  l§  8,  Gl.  12,1  und  S  29.  Ol.  (r,.)) 

60.)  f^ ^^^..  +  i-yw-oy 

J  x'-  +  2bx  +  r        ^Yb^'  —  c    ^x  +  h+yb"-^  c/ 

[§  8,  Gl.  (13.)  und  §  29,  Gl.  (16.)] 

61 )   I         ^^  =    - \('L-^3\ 

J  {x Xi){x .Tg)  Xi  tCs     \X a^2/ 


[§  8,  Gl.  (13a.)  und  §  29,  Gl.  (12 )] 

/'  r/r  1 

62. 

'  Jx^+  2bx  +  c       yc- 

dx^_  __  _      1 
+"^  ~       x-\-b' 

[§  8,  Gl.  (22.)  und  §  29,  Gl.  (3a.)] 

dx 

x-\-c 
[§  8,  Gl.  (23.)] 


.)    f '^ =  — =L.=  arctgf^?=iLY      [§8,  Gl.  (17.)] 


586 
6 


•^•'  h 
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{Px  +  Q)dx 


66.)     f- 


sin^rr  cos'l-r 
67.)    f  udv  =:  UV  — f  cdu. 


X\)  {x  —  x.^ 

^       {{Px,  +  Q)\{x~x,)  —  {Px,  +  Q)l{x  —  X2)]. 
[§  8,  Gl.  (24. )  und  §  29,  Gl.  (22.)] 
=  tgx  —  Ctg  .r  =  —  2  Ctg  (2  a:).        [§  8,  Gl.  (26.)] 


Xi  X2 

dx 


.)/ 


I  1  X 

68.)    /  COS^^c  .  c?a;  =  -  sillrr  cosa;  +  - 


yl  :r 

sin^a;  .dx=  —  ~  sina;  cosa:  +   - 


2 


[§  9,  Gl.  (2. )] 
[§  9,  Gl.  (41.)] 

f§  %  Gl.  (45.)] 


/l                               Wi  —  1  /* 
COS"*.-r  .  dx  =       COS'"-*a:sina:  H /  COS'"-^;c  .  dx. 
m                                 m     f 

[§  9,  Gl.  (52.)] 


71.)     /cos-":?:  .  dx  —  Sill  ä:    ~ 

{2n  —  1)  (2w  —  3) 


2  j. 1 

C0s2»-1ä:  +  ^^ ::t  COS^'^-^rr 


+ 


2w.(2;^  — 2)(2w  — 4) 


2w(2w  —  2) 
cos-"^^.r  + 


+ 
+ 


{2n  —  1)  {2n  — ■  3)  ...  5  .  3 


COSa: 


72 


2n{2n  —  2)  [2n  —  4)  ...  4  .  2 
i2n  —  1)  (2w  —  3)  .  .  .  5  .  3  .  1  ^ 

^r-^ \.^^ ^— T ; ^-  [§  9,  Gl.  (6U.)] 

2^2w  —  2)  (2n  —  4)  ...  4  .  2  ■" 

•2)    /'  ^^    _  sina:  w  —  2  r    dx 

'  '^  J  cös^  "  "^  (w^l)cos"-'a.-  "^  «"=^7  cös'^r  '  ^^  ^'  ^^'  ^^^■^' 


73.)  ß 


shVx  .  dx 


m  —  1 


sin'"~*.rcosa:  + 
m  m 


y 


sin'"~lt: .  c?.r. 


=  —  cos  a: 


74.)    km-»x  .dx  =  ~ 
+ 


-—  oiii2n-l^    I  -"'^ c.iTi2>»-3 


(5iii2n— 1„  j 

2,^^^^        •^-^2w(2/^  — 2) 


[§  9,  Gl.  (74.)] 


(2w  — l)(2w  — 3)     .  ,       - 


2w(2w  —  2)  (2w  —  4) 


.      (2?^  —  1)  (2w  —  3) . . .  5  .  3      . 

+  „-^^^^ ^tt-tt; ^r: : — ^  Sin  Ä' 


+ 


2n{2ti  —  2)  (2w  —  4) ...  4  .  2 
(2??  — l)(2?^  — 3)...5.3.1  .^^ 
2/z(2w  —  2)  (2w  —  4) ...  472"  ' 


[§  9,  Gl.  (82.)] 
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^^  ,      r  dx  COSa;  ,   n  —  2/'    dx 

„^  .     /'   x'^dx  x"'-\,—^ ^   ,   im—l)a^rx'^-^dx 

[§  9,  Gl.  (93.)] 
77.)    /   ^ =  —  -  yd' —x^  +  ^  arc sin (     )  • 

[§  9,  Gl.  (90.)  und  (97.)] 

y'  x^^dx  /x\ 
=  cn  .  «""arc  sin  (     )  —  yoT^—x^ .  Gn{x), 
yd- — x^                         \^'/ 

AYobei 

a;-" -1      (2/^— l)a-a:^"-3  (2^^  — 1)  (2?^  — 3) .  . .  3a'^»-^a: 

2?2  2w(2w  —  2)  2w(2w  —  2) ...  4 . 2  ' 

(2n  —  1)  (2w  —  3) ...  3  .  1 

79.)  /'^"' f/:r  j/o^rz:^  =  i:!:^'  y^^"^  +  -4~.  f-0^ . 

J  m-\-2'  m-\-2j  ya^_^2 

f§  9,  Gl.  (113.)] 

(/.-r  |/a2— .r2  =  -Ya^—x^  +  --  arc  sin  ('  j-     [§  9,  Gl.  (114.1] 

81.)    Ixdxya?^^^^  ~  ~  q  ^^'^  "~  x^jY^aP^^^.  [§  9,  Gl.  (115.)] 

ydx  Ya- — x^  n  —  2    /'         dx 

[§  9,  Gl.  (116.)] 
,      r   x'"dx  x'"-^  ^/— .       (ni  —  l)a^  r  x"'-'^dx 

J  Ya^x'^  m  m       J  Ya^+x^ 

[§  9,  Gl.  (123.)] 

r  x"'dx  x"'-\/—^ ^       (m  —  l)a^  fx'^-'^dx 

83a.)  ^=  = ya:^— «2  +  ^ ^  /  . 

7  y.r2  — «2         m     '  m       J  Yx'^  —  a^ 

[§  9,  Gl.  (131.)] 

84.)  /'^^^  =  |y^M-"^-^i(:.  +  yaM^). 

y  K  «-  +  ^'      ^  ^ 

[§  9,  Gl.  (126.)  imd  (127.)] 
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I§  9,  Gl.  (132.)1 

x"'dxya^-\-x^  =  ^~^yärfx^  +  -v^/  ,^^. 

[§  9,  Gl.  (136.)] 

85a.)  fx"'dx  y^^^~^^  =  ^^  1/.^^:=^ ^  I    x^dx 

V  w?  +  2'^  77^  +  2/]/.^2_^2 

[§  9.  Gl.  (139.)] 

86.)     /^..]/aM:^^^Y^H^^^2  +  |'l(:r+]/a^+^). 

[§  9,  Gl.  (137.)] 
86a.)  jdx  Yx^  —  a^  =  |  V^sT^c^  _  «^  i(^  _,_  y-JZI^^iy 

[§  9,  Gl.  (140.)] 
87.)    jxdxyc^+^^  =  1  («2  +  .^2^  ya2+V2.  [§  9,  Gl.  (138.)] 

87a.)  Ixdx.yj^^^^  =  „  (x'-  —  a^)  Y^^^.  f§  9,  Gl.  (Ul.)] 

f_dx___ Ya^^^  n—2r        dx 

Jx^Ya^T^  ~       {n—l)a^x''-'~{ti—l)aya:^-2Y^^^x^ 

[§  9,  Gl.  (143.)] 

r        dx ]/^^^^  ;^  — 2    /  (7.r 

[§  9.  Gl.  (146.)] 

89.)  J'f{x,  Va-  — rr-)(/.r  =//(asin;',    acost)  .  acostdf, 
wobei 

sin^  =  -5  cos/5=-^^ 5  tg- ^  =  -— = ;  ctgf=' 

a  a  ^         ]/rt2— 3:2        <=  .r 

[§  10,  Gl.  (3  )  und  iL)] 
90.)y>(.r,  l/ar+7')&  =  //(atg.   -^)-^,^ 

wobei 

X  et  cc  o 

sin  /  =      , ?     cos/  =  "7— r:  -^>     tffi'=  -5     Ctgi5  ==       • 

Yci'^  +  x^  Ya^'  +  x""      ^        a         "=>         X 

f§  10.  Gl.  (10)  nnd  (11.)] 
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91.)  Jfa;    yx^-ä^)dx=Jf(^^^,    atg/) 


rt  sin  tdt 
wobei 


Yz^  —  a^ 

[§  10,  Gl.  (23.)  und  (-24.)] 

92.)  Bilden  die  Coordinaten  -  Axen  den  Winkel  y  mit  einander, 
so  ist 

b 

F  =  sin  Y J  y^-^ 

a 

der  Flächeninhalt  der  ebenen  Figur  AiABBi,  welche  oben  von 
der  Curve  AB  mit  der  Gleichung-  y=f'(x),  unten  von  dem 
Abschnitte  A^B^  auf  der  X-Axe  und  links  und  rechts  von  den 
Ordinaten  A^A  und  B■^B  mit  den  Gleichungen  x  =  a  und  x  =  b 
begrenzt  wird.  [§  12,  Gl.  (2.)1 

93.)    Der  Flächeninhalt  einer  ebenen,  von  zwei  Curvenbügen 

V'=f{^)    ""tl     ij"  =  g(x) 
und  von  den  beiden  Ordinaten  mit  den  Gleichungen 

X  =  a     und     .r  =  b 
begrenzten  Figur  ist  für  rechtwinklige  Coordinaten 

h  b 

F=f{y'  —  ij")dx  =/[f{x)  —  g{x)\dx.       [§  13,  Gl.  (6.)] 

a  a 

9-1.)  Der  Flächeninhalt  eines  Sectors  AOB,  welcher  von  zwei 
beliebigen  Kadii  vectores  OA  und  OB  und  von  einer  Curve  mit 
der  Gleichung  r  =f(ff)  begrenzt  wird,  ist 

I? 

S  =  ijf'dg:.  [§  14,  Gl.  (Ü.)] 

« 

95.)    Ist  die  begrenzende  Curve  durch  die  Gleichungen 
gegeben,  so  wird  der  Flächeninhalt  des  Sectors  AOB 

S  =  \jixdy  -  ydx)  =  \f{^%->/£)<it- 

f§  lö,  Gl.  ^6.^'] 
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96.)     Das  Volumen  eines  Eotationskörpers,  welcher  die  A'-Axe 
zur  Rotations  -  Axe  hat.  ist 

V  =  nfyHx.  [§  16,  Gl.  (10.)] 

97.)    Das  Volumen  eines  Rotationskörpers,  welcher  die  Y-Axe 
zur  Rotations -Axe  hat,  ist 

V  =  nJxHy.  [§  16,  Gl.  (11.)] 

98.)    Das  Volumen  eines  Rotationskörpers,   welcher  die  Gerade 
X  =  a  zur  Rotations -Axe  hat,  ist 

Vi 

V  =  ttI\x  —  afdy.  [§  16,  Gl.  (12.)] 

99.)    Die  Länge  eines  Curvenbogens  ist  bei  Anwendung  recht- 
winkliger Coordinaten 

.  =yvi^T*^=>]/i+(i)=/;]/r70 


=/^'i/(lJ+(IJ- 


[§  18,  Gl.  (4a.),  (6.)  imd  (8.)] 


100.)    Die  Länge  eines  Curvenbogens  ist  bei  Anwendung  von      ; 
Polarcoordinaten  i 


^fi 


[§  20,  Gl.  (3.),  (1.)  uud  (7.)] 

101.)    Die  Oberfläche  eines  Rotationskörpers,  welcher  die  X-Axe 
zur  Rotations  -  Axe  hat,  ist 

0  ■=  2nfyds         '  |§  22,  Gl.  (4.)J 

102.)    Die  Oberfläche  eines  Rotationskörpers,  welcher  die  F-Axe 
zur  Rotations  -  Axe  hat,  ist 

0=  2njxds.  [§  22,  Gl.  (ö.JJ      \ 

Vi 
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103.)    Die  Länge  des  Bog-ens  einer  Raiimcurve  ist 


-j'i{^hm-(!£^-hMlih(%} 


s 

i 


|§  24,  Gl.  (7.)  und  (8.)] 


,04.;#i  =  ^+^+-    -.       ''      .       i 


y  (.r)       X  —  a       X  —  b  x  —  k       x  —  / 

wenn  in 

f{x)  =  {x~a)(x~b)''-{x  —  k){x~l) 
die  Wurzeln  a ,  b, . . .  k,  l  sämmtlich  von  einander  verschieden 
sind,    und  wenn   der  Grad  von  (f{x)  niedriger  ist  als  der  von 
f{x).  .  Dabei  ist 

Am  einfachsten  findet  man  die  Zähler  A,  B. . . .  K,  L  der 
Partialbrüche,  indem  man  in  der  Gleichung 

^(,)  =  ^/W  +  5 /(£)_+...  + Ä-/R  +  i>W 

X  —  a  X  —  b  X  —  fc  X  —  l 

der  Reihe  nach  x  =  a,     x  =^  b, . .  .x  =^  k,    x  =  l  setzt. 
Ist 

b  ^=  ff  -\-  hi,     c  =^  ff  —  hi, 
und  sind  die  Coefficienten  in  g-{x)  und  f(x)  sämmtlich  reell,   so 

wird 

B  C  Px-\-  Q. 


X  —  b       X  —  c       (x  —  ff)~  -\-  h^ 

[§  27,  Gl.  (3.),  (4.),  (15.),  (16.),  (18.),  (18a.)  und  (80.)] 

105)  JPfe)-,    ^^       +  ^! 4-...  4-    ^« 


f{x)       {x—aY       {x — a)«-i    '  x—a 

B\  jD2  B^ 


wenn  ni 


{x  —  bf       [x—by~^    '            '    x~-b 
+ •     ■     ' 

^  [x—iy-  '^  [x  —  ly-'  ^      ^  ,r  — 7 ' 

f{x)  =  {x—  a)"  {x  —  by  •'■{x  —  If 
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die  Wurzeln  </,  h, . .  .1  säiumtlicli  von  einander  verschieden  sind» 
und  wenn  der  Grad  von  (fix)  niedriger  ist  als  der  von  fix).    Ist 
b  =  g  -[■  hi,    c  =  cj  —  hi, 

und   sind  die  Coefticienten  von  f{x)  und  y(.r)  sämmtlich"  reell, 
so  wird  ß  gleich  y^  und  man  kann  setzen 

{x—  b)?  ^  {x— by-'  ^      ^  x  —  b 
+  — ^-  + ^-' + .  • .  +  -^-  = 

{x  —  c/       {x  —  c)P~^  X  —  c 

[§  28,  Gl.  (11.)  und  (36.)J 

/'   jA-dx                            jL 
106.)  I  , =  —  7 -r—, r— 7>  wenny^  >1.  [8  29,  Gl  (3.)1 

(^ZI^)H/.=  =  A  «rctg^-^^).  (Vergl.  Formel  Nr.  62  d.  T.) 

[§  30,  Gl.  (4.1  und  (7.1] 

[§  30,  Gl.  (8.)] 
.  f      dt       _  t  2w  —  3  /'        dt 

^^^■)J  i^'^n  —  (2«  — 2)  (1  +  ^7'-^  "*"  2^r^^y  (1  +  ^7'-*  ' 

[§  30,  Gl.  (12.)] 

wobei 

1  .  i!  .  ^ 

coss  =  "~ n^    5    smc  =    . j    sin^cos-  =  :,   ,  -  ,  ? 

yi  +  f'  Vl  +  t^  1  +  ^ 

tgc  =  /,     z  =  SiVCtgt.  [§  30,  Gl.  (13.),  (If).)  und  (16.)] 

,  f(Px+Q)dx      P,r,  ,.,,,,,    Py  +  Q       ,    /x  —  f/\ 

[§  'cl,  Gl.  (3.)] 


uDy, 
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^  {Px  +  Q)dx P 


+ 


Pg  +  Q  f     dt 

-r 

wobei 


+  Q  r 

2n-l    y^l 


/i2'»-i  y  (1  +  ^2^" 


X  —  g  =  ht     und     w  >  1.  [§31,  Gl.  (7.)J 

m  p  y.m        xp 

n2.)/f(x,  x'\  x'',  .  .  .)dx  =J'f{i^  t^\  f,  •  .  .yt^-'dt, 

Avobei   X    das    kleinste    gemeinsame   Vielfache    der   Zahlen   w, 

q,  '  "  ist.  [§  34,  Gl.  (8.)J 


dx  = 


y5 


114.)  If{x,  YAx^  +  25a:  +  C}dx  =  /i^(^^^^     ^,  ■j/y-'i  a^^  "^^ 


wobei 

y=^^^^,  l/^^±a^  =  l/^a:2  +  25:r+C,  ±d^=  ^^~~^'  ■ 
yA  A 

[§  36,  Gl.  (1.),  (3.),  (4.),  (5.)  und  (6.)J 

IIb.)  fpix,  YAx^  +  2J5a:  +  C)c?a: 
wobei 

y  =  ^"^JI:^  ,  yT^^^=^2  =  Yax^-}-  2Bx  ^  c, 
y—A 

,       AC—B^      B^—AC 
A  —A 

[§  36,  Gl.  (7.)  bis  (12.)] 

116.) /;=±_  =  J=  if^t^  +  y:4^^+2ß^TcY 

JyAx^-\-2Bx+C      YA    \    YA  / 

oder 

Kiepert,  Integral- Eechnung.  38 
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I  ,  -  = j=- arcsin  (    . ^- ) 

jyAx^-^2Bx-\-c      y~A       yyB'^—Ac/ 

1  .    /       Ax  +  B    \  \ 

=  -F=  arcsm  (  —  - ) . 

y^A  V     ]/ß2  _  j^qJ 

L§  37,  Gl.  (1.)  und  (4a.)] 

117.)  ldxyAx^+2Bx-{-C 

=  -XJ^'^^^yAx'^  +  ^Bx  +  C  ? 

•2yAi  yA 

AC—B'-/Ax+B      ,/— \-i 

oder 

/}:r y ji^^+2^+6'  =  --L=  \—  ^^J^  y^la;^  +  25;c  +  C 

y  2>/— ^L     y~A 

H ;i arc  sin  { .  • 

[§  37,  Gl.  (9.)  und  (13.1] 
118.)y/(:r,    y^^±a^)dx=jf(-^,    ^_  j  .  ^____  , 

wobei 

?f  =  :r  +  )/a;2  ±  a^.         [§  33,  Gl.  (5.)  und  (1. )] 
119.)  fF{x,  yAx^  +  2Bx  -\-~C)dx 

t^—c    t^yÄ-^2Bi+cyÄ\  {ßy^+2Bt+cyA)dt 


_  fr(     ^  ~  ^     , ^'VA-{-2Bi  +  CyA\ 
J     \2ityÄ-\-B)  2(tVA  +  B)     ) 


<2{tyA^-B)  2{tyA  +  B)     /  2{tyÄ-\-By 

wobei  m 

t  =  xyA  -^VAx^  +  2Bx  +  a  [§  38,  Gl.  (10.)  und  (11.)] 

120.)y/(.,  l/a-±.>/..  =//(^^  -Wr)-        (^^^Fl)^        '      . 

f 


wobei 


/;  _l_  I//22 -4- r2 
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121.)  If^x,  ]/Ax''+  2Bx-\-C)dx  = 

f  /2{tyc+B)    t^yC-\-2Bt-hAyC\    —2it^Vc+2Bi+AyC)df 
J    \     i^  —  A     '  f  —  A  y'  {t^  —  Af 

wobei 

t  =  -(KC+  yAx^-+2Bx-hC).  [§  39,  Gl.  (11.)  und  (12.)] 

X 

122.)  If{x,  y{ax  +  ß){rx  +  ö))dx 

—  /rf^*^  ^  ^     (/gy  —  ad)t\  2(ßy  —  ad)tdt 
~J     Ky  —  at'''      y  —  af^)     {y  —  uff     ' 


wobei 


[§  43,  Gl.  (6.)] 

OB^^xdx 
in'''-2^* 

[§  43,  Gl.  (7.)] 


t  =  1/-^—^  .  [§  40,  Gl.  (9.)  und  (10.)] 

)  ax-]-ß 

123.)  Itg"'xdx  =  — -—  tg"'-^x  —  ltg'"-^-xdx.  [§  43,  Gl.  (5.)] 

/'  siii'"~^*3^cos*''^^Ä^     fn — 1  /* 

124.)  hm'"xco8"xdx  = 1 -—  lsm"'-^xcos"xdx. 

J  m  -\-  n  m-{-nJ 

[§  43,  ( 
IC.- \  fcos"xdx  COS^+^a:  n  —  m  +  2  fcos'^xdx 

120.)    1 ^ =  ; -. -, 1  —, r- 

\/    sm'"x  {m—l)sm'"-^x  m — 1    J  sm"'~^x 

[§  43,  ( 

126.)  jctg"'xdx  = clg"'-^x  —Uig"'-"xdx.      [§  43,  Gl.  (11.)] 

/*  sin"'"^'^  cos" — ^x      n  — "  1  C 

127.)  /sin'"a;C0S":CGfe  = 1 /sin"'a:C0S'*-2a:(/rr. 

J  m  -^  n  m-\-  nj 

[§  43,  Gl.  (12.)] 

.   /sm"'xdx  _        sin'^+^a:  m  —  w  +  2  fsm^'xdx 

'^J    cos"z    ~~  in  —  l)cos"-'a;  n — 1    J  cos^-^a: 

[§  43,  61.  (13.)] 

129.)  22"/cos2»yd^y  =  —  sin(2w^)  +  P^\-——^^m.{2n  —  2)y  + 

Od^A  ^t^"  -  *)^ + •  •  • +C  ü  i)  -(^^-) + O^ 


[§  44,  Gl.  (2.)] 
38* 
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r  2  i 

130.)  22"+*  lcos,^"+^(fdg)  =  sin(2w  +  l)(f  . 

/2n  +  1\^   . 
+  V      n      P^^^f"-  [§44,  Gl.  (5.)] 

131.)  {—lY2^"hm-yd^  =  J^  sin(2wy)  —(^^)^^^:z^  s"i(2^  —  2)^ 

+  (:-l)"(^^jy-  [§  44,  Gl.  (8.)] 

132.)  (— l)"22"+7sin2»+ia)Jrt)  =  — -cos(2/i  +  l)(f 

J  2/2  +  1  5 

[§  44,  Gl.  (11.)]       '•■ 
183.)y^»'COs(tey^  =  .«.''55?M±]^^i-         B44,GU22.)]       I 

1.34.)/:-sm(tey:.  =  ."'.i55(M=l|»^.        [§  44,  Gl.  (äS.))      ■ 
/  a-  +  0^ 

CX5  6 

l^b.)ff\x)dx  =  lim  ff'{x)dx  =  lim/(5)  — /(a).      [§  45,  Gl.  (2.)]    •  i 


\Z^.)ff{x)dx  =     lim    ff'{x)dx  =f{b)  —  lim  /(a). 

QQ  a=— oo  rt  o=— c>o  ,j 

[§  45,  Gl.  (3.)]       ; 
137.)  Ist/'(^)  =  d=  oo,  f'{x)  aber  stetig  für  a^a;<  6,   so  ist      | 

b  h-ß  '  ; ' 

ff'{x)dx  =  lim  /f'{x)dx  =  \\mf{b  —  ß)  —f{a).       [§  46,  Gl.  (.3.)]    '"  i 
138.)  Ist /'(a)  =  ±  oo , /'(;r)   aber  stetig  für  a<a:^i,    so   ist 
Jf'{x)dx  =  limy/'(rr)c?x  =/(<&)  —lim /(«  +  «).     [§  46,  Gl.  (5.)] 
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139.)  Ist  f'{a)  =  ±  oo  ,  f'ih)  =  =b  c>o,  f'{x)  aber  stetig  für 
a<cx<,b,  SO  ist 

J'f\x)dx  =  \\mff'{x)dx  =  \imf{b  —  ß)  —  lim/(a  +  «). 

''-'  [§  46,  Gl.  (7.)] 

UO.)  Ist  f\c)  =  ±  oo,  f\x)  aber  stetig  füi'  a^x<c  und 
c  <  a;  ^  i,  so  ist 

6  c — y  b 

Jf'{x)dx  =  Mm  ff '{x)dx  +  lim  Jf'{x)dx 

=/(*)  -/(«)  +  lm/(c  —  >')  -  lira/(c  +  J). 

[§  47,  Gl.  (1.)] 

h  b 

141.)  /^(a:) .  h{x)dx  =  g\a  +  0(6  —  a)]! h{x)dx, 

a  « 

wenn  ä(ä:)  in  dem  Intervalle  von  a  bis  5  das  Vorzeichen  nicht 

wechselt.  [§  49,  Gl.  (12.)  und  (12a.)] 

X  X 

141a.)  fg{x).h{x)dx=g{&x)fh{x)dx.  [§  49,  Gl.  (13.)] 

0  0 

6 

142.)      fg{x)dx  =  {b  —  a)g[a  +  e{b  —  aj\.  [§  49,  Gl.  (15.)] 

a 

143.)  Ist  für  alle  Werthe  von  x  zwischen  a  und  h 

f'{x)  —  Mo  +  «1  +  W2  +  ^^3  +   •  •  • 

eine  gleichmässig  convergente  Eeihe,  deren  Glieder  uq,  ui, 
U2, . . .  in  dem  betrachteten  Intervalle  stetige  Functionen  von 
X  sind,  so  ist  auch 

b  b  h  . 

Juodx  -\-Juidx  -\-Juidx  +  •  *  • 

a  a  a 

eine  gleichmässig  convergente  Reilie,  deren  Summe  gleich 
f{b)~f{a)=ff'{x)dx 

a 

ist.    Dabei  darf  man  noch  die  obere  Grenze  mit  x  bezeichnen. 

[§  51,  Gl.  (3.)  bis  (5.)] 
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^Ivü 
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V(l  —  x')  (1  —  /tV) 


(n=oo  \ 

1  +  2  c2^2..Jarcsina: 


wobei 


1_^3^^5^^M2«— _1) 
2.4.6...  (2w) 


yi—X^-Z    Cnk^'^Gnix), 


(2w— l)(2w— 3)...3.a; 


2;^  (2w)(2»— 2)    '  '     (2w)(2/i— 2)...4.2 

"~  ^'*\Cn-i '  2«— 1       c„_2 '  2^^— 3  ^  "  *  *  "*"  Ci   3        1/ 


[§  52,  Gl.  (2.),  (7.)  und  (8.)] 


145.)  K  =  A=^==  =  T  fl  +  S'^.^^"") 


-i^+a><ifi>+(^)'-- 


[§  52,  Gl.  (9.)  und  (10.)] 


y  Vi  —  «2         V      «=i  2^—1/ 


arcsina: 


«=00     f,    7.2n 

+  1/1  —0:2   2     ^        G^^_(^),     j^^  52,  Gl.  (15.)] 


^         J  vY^x^        2  V     ,r='i  2^^— 1/ 

0     ' 


■} 


[§  52,  Gl.  (15a.)] 


X  (p 

148.)  i^(>?:,  <p)  =  A^=^==  =  /^ 

^    ^  ^^   yi/d— rr2)(i— /tv)  yvi 


c?<p 


]/(l  — rr2)  (1  —  /tV)    /  "K 1  —  sin2«  sinV 

=  f/oy  —  Y  sin(29))  +  ~  sm(4y)  —  ^  sin(6y)  H , 

wobei 
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x=smcf,  k  =  smu  =  j^,.  e  =  tg\^-)= ^ . 

„_oo  »i=oo 

«0  =  (1  +  «')  2  Cn'  .  e'"  ,    a,  =  (1  +  e'^)  2  ^nCn+,  .  £2+*-, .  .  .  , 


mit  C  bezeichnet, 


»1=0 

C/y     = 

(1  +  e 

«=oo 

»1=0 

,  +  v  .  f'^ 

+i> 

? 

oder, 

wenn 

2  — 

-  sin'^a 

= 

l  +  i* 

iiidii 

s 

in^a 

26^ 

(2w  —  l)a«  =  4(w  —  l)a„_iC  —  {2n  —  S)an-2- 

[§  52,  Gl.  (31.),  (33.),  (36.),  (87.),  (38.),  (40.),  (M.)  und  (48.)] 


'^   =^  c/a:  =  /]/l  —  sinV  sinV  •  (^ff 

Vi  —  rr^  J 

0         '  0 

=  hff  +  ^  [Bx  ^m{2(f)  —  B2  sm{4:(f)  +  53sin(6y) h  •  •  •  J  ' 

wobei 

2bo  =  (2  —  >?;2)ao  —  y?;2aj  ^     4^1  =  «q  —  «2 ,     16^2  =  «i  —  «3, 

36^3   =  «2  04,  •  •  .  {plfBa  =  an-i  «n+i  . 

[§  52,  Gl.  (34.),  (61.),  (65.)  und  (67.)] 
150.)  ir=  f(^,  1)=/,     .       "l      .,     =  ^  ■     tä  5.,  Gl.  (68.,, 


2 
151.)  E  =  E(k,  ^  =  /^^Vl  —  sin% sinV 


2 


=  ^  [(2  —  ^2)ao  —  Ä'^ai].  [§  52,  Gl.  (69.)] 


ft 


152.)    djf'{z)dx  =  —f\d)da  -^f'{b)db.  [§  53,  Gl.  (3.)] 

a 

b  b 

153.)  ^  ^(^,  ^i)^/^  =  f^^W^  ^^'■-  [§  ^^'  ^^-  ^^-^^ 
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b 

154.)  ^ßix,  t)dx  =  -  <f{a,  ^)  .  ^  +  cfib,  t)  ■  I 

a 

h 

+1  —ßr~  ^^-  [§  53,  Gl.  (10.)] 


2  2 


157)/      ^^       _1.3.5...(2: 
•7  (^'+«7'       2.  4.  6...  (2 


155.)  fcos^n^dx  =  ^n-../:.  =  (2^- 1)^2^-3)...  5.  3. _1    tt  _ 
V  y  2»(2?i  — 2)...6.4.2         2 

00 

[§  54,  Gl.  (3.)  und  (5.)] 

2  Y 

155a.)  fcos''"+'xdx  =  fsm^'^+'xdx  =        2/<2/^  —  2) . . .  4  .  2 —  _ 
J  J  (2w+l)(2/^— 1)...5.3.1 

0  0 

[§  54,  Gl.  (19.)  und  (20.)] 

,.„^7r        ,.224466         2w  —  2         2n 

156.)  — -  =  lim  —.  —  .—..  —  .. 

^  2        „=00  13     3     55     7         2/^  —  12w  —  1 

[Formel  von  Wallis,  §  54,  Gl.  (33.)] 

n  —  3)         1        7t 
n  —  2) '  a2"-i  '  2^' 

[§  55,  Gl.  (6a.)] 
00 

0 
159.)  In  jeder  trigonometrischen  Reihe 

n=cx3 

/(a:)  =  |ao  4-  2  [«nCOS(wa:)  +  ö„sin(«a:)] , 

welche  in  dem  Intervalle  von  0  bis  27r  gleichmässig*  convergent 
ist,  haben  die  Coefficienten  a„  und  hn  die  Werthe 

In  -in 

an  =  ^  Ifix)  C,OS{?ix)dx,     bn  =  —  //(^)  ^iTi{nx)dx. 

"  [§  56,  Gl.  (22.)] 

160.)  Der  Flächeninhalt  einer  ebenen  Figur,  welche  oben  (oder 
unten)  begrenzt  ist  durch  die  Curve  y  =f'{x),  unten  (oder 
oben)  durch  die  X-Axe,  links  und  rechts  durch  die  Ordinaten 
X  ^  a  und  X  =  b,  ist  näherung SIC  eise 
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*  h 

F=^ff'{x)dx  =     (yo  +  2yi  +  2^2  +  •  •  •  +  2y„_,  +  y„) 

a  ^ 

=  \  [na)^2f'{a+h)  +  2f'{a  +  '2h)  +  •  •  •  +  2/'(6-Ä)  +f'{h)\ , 

wobei 

nh=h—a,  y(^=f'{a),  yx=f'{a  +  h), . .  .tjn^x=f'{b~h\  yn=f'{b) 

ist.  [§  58,  Gl.  (4.)  und  (6.)] 

161.)  Der  Flächeninhalt  der  in  Formel  Nr.  160  beschriebenen 
Figur  ist  näherungsweise 

F=/f\x)dz  =  2h[f\a  +  h)  +f'{a  +  SÄ)  +  •  •  •  +f'{b  -  h)] 

a 

=  2Ä(yi  +  ya  -I V  y2n-t), 

wobei  aber 

2?ih  =  b  —  a,  t/1  =/'(«  +  h),  y^  =./'('«  +  3ä),  ...  y2n-i  =f'{b—h) 

ist.  [§  58,  Gl.  (11.)] 

162.)  Der  Flächeninhalt  der  in  Formel  Nr.  160  beschriebenen 
Figur  ist  näher ungsweise 

F=ff\x)dx  =  \  [f'{a)  +  4/'(a  +  Ä)  +  2f'{a  +  2h)  +  4/'(a  +  3A) 

a  O 

+  2/(a  +  4Ä)  +  •  •  •  +  2f'ib  -  2h)  +  4/'(^»  -  h)  +/'(*)] , 

=  3  (3/0  +  42/1  +  2^2  +4?/3  +2?/4  H h  2j/2n-2  +  4y2».-i  +  2/2«), 

W'obei 

2nh  =  b  —  a,y,  =f\a),  y,  =f'{a  +  h\  y,  =/'(a  +  2h),  .  .  . 
y,  =f'ia  +  3/0, .  .  .  y2«-i  =/'(*  -  h),  y,n  =f'ib) 
ist.      (AS'^■^7^;)Soy^'sche  Regel.)  [§  59,  Gl.  (10.)  und  (11.)] 

163.)  Der  Flächeninhalt   der   in  Formel  Nr.  160  beschriebenen 
Figur  ist  näherungsweise 

F=J'f'{z)dx  =  —  [(7yo  +  32yi  +  12^2  +  32^3  +  ly^) 

a  -iO 

+  (7^4  +  32y5  +  12^6  +  32y-  +  ly^) 
+ 

4-  (7y4«_4  +  32y4u-3  +  12y4n-2  +  32y4H-i  +  7y4n)J, 
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wobei 

y.  =f\a  +  3Ä),  .  .  .  2/4«-i  =f'{b  -  h),  y,,  =f'{b) 

ist.  [§  59,  Gl.  (23.)] 

164.)  Der  Flächeninlialt  der  in  Formel  Nr.  160  besckriebenen 
Figur  ist  naherungsioeise 

F=JfXz)dx  =  h\f(a  +  ^ph)+f(a  +  ^3^ä) 
+  /■("  + ^^0-^'("+-i^0 


+ 


wobei 

2nh  —  h  —  a.  [§  61,  Gl.  (15.)] 

165.)  Der  Flächeninlialt  der  in  Formel  Nr.  160  beschriebenen 
Figur  ist  näherungsweise 

F  =  hci  [(yi,  1  +  yi,  2)  +  (yo,  1  +  «/2, 2)  + h  (y«,  1  +  2/«,  2)] 

+  /^C2[y,,3  +  2/1,4)  +   (^2,3  +  ^2,4)   +   •    •  •   +   (2/.',  3  +  yn,i)], 

wobei 

ym,  1  =/'[«  +   (4W.  —  2  —  «)ÄJ  , 

ym,  2  =/'[a  +  (4m  —  2  +  «)Ä] , 
ym,  3  =/'[«  +  (4m  —  2  —  ß)h] , 
ym,  4  =/'[«  +  (4m  —  2  +  ß)h] , 

«'  =  y(3  — 0,  4}/3Ö),     ^2  =  i  (3  +  0,  4|/3Ö), 

2{^ß^—^)  ,  1    ^/-r 


2(3«=^- 4)  1    /-^ 


4?2/i  =  6  —  «. 


[§  61,  Gl.  (30.)  bis  (35.)]        ^ 


Tabelle  der  wichtigsten  Formeln.  603 

166.)  Das  Volumen  eines  Körpers  ist 

X. 

V  =fF{x)dx, 

wobei  F{x)   der  Flächeninhalt   eines  Schnittes,   senkrecht   zur 
X-Axe,  im  Abstände  x  von  der  YZ- Ebene  ist. 

[§  G2,  GL  (9.)] 

167.)  Ist  der  Körper  oben  begrenzt  dui'ch  die  Fläche 

z'  =  9{x,y), 
unten  durch  die  Fläche 

z"  =  h{x,^J), 
vorn  und  rückwärts  durch  die  Cylinder 

yi   =   ^(^),       2/2  =   lp{x), 

links  und  rechts  durch  die  Ebenen 

X  ^=  Xi,       X  =  Xi, 

so  ist  das  Volumen 

x-i        y.,  X2       ^(x) 

V  ^JdxJ'iz'  —  z")dij  =fdxff{x,  ij)dy, 

Xi        yi  Xi        <tix) 

wobei 

f{x,  y)  =  z'—z"=  g{x,  y)  ~  h{x,  y) 

ist.  [§  64,  Gl.  (10.)] 

h  d  d  b 

168.)  fdxjfix,  y)dy  =J'dyff{x,  y)dx, 

a  c  c  a 

wenn  die  Integrationsgrenzen  a  und  b,  c  und  d  constant  sind. 

[§  65,  Gl.  (15.)] 

6     tpix)  {-i      h(u) 

169.)y  _/>(.,  y)d.d,  =  ±/  y>U,  yy(^^Jy-pf£)duäo, 

a      ip{x)  a        g{v) 

wobei 

X  =/i(m,  ü),     y  =/2(w,  o) 
ist.  [§  66,  Gl.  (2.)  und  (14.)] 

h      ilj(x)  (S      h((p) 

170.)      J  ff{x^  y)dxdy  =/  //[rcoscf,  rsiiKf)  .  rdtpdr. 

«    fix)  a    g(,r)  [§  66,  Gl.  (19.)] 
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oo 

171.)  le-'^'dx  =  ^J/tt, 


[§  66,  Gl.  (38.)] 


172.)  Der  Flächeninhalt  einer  krummen  Oberfläche  ist 

b      ip(x)  b       xjj{x) 


0  =/../|vw7?T^=»]/i+(0+(|J. 

a        (p{x)  a        (p{x) 

[§  67,  Gl.  (13.)] 

173.)  Der   Flächeninhalt  einer  krummen  Oberfläche  ist 

0  =ßdx  dy  y  1  +  (^0+  (^J=  ±JJdu do  y^-^+^-^  +  CS 

wobei 

X  =fi{u,  v\     y  =fi{u,  V),  z  =fs{u,  v), 

dy  dz       dy  dz 

du  dv       dv  du 

jy  _  dz  dx       dz  dx 

du  dv      dv  du 

-,  __  dx  dy       dx  dy 

du  dv       de  du 

[§  69,  Gl.  (4.),  (8.)  und  (11.)] 

174.)  Führt  man  räumliche  Polarcoordinaten  durch  die  Gleichungen 

x  =  rcosAcosy,     y  =  r  cos/sin^,     z  =  rsin/ 
ein,  so  wii^d 


[§  70,  Gl.  (1.)  und  (5.)] 
175.)  du  =  M(x,  y)dx  +  N{x,  y)dy 

ist  ein  vollständiges  Differential,  wenn 

dM{x,  y)  _  dN(x,  y) 
dy        ~~      dx 
ist.    Man  erhält  dann 

u  =  V  -{-  J(n  —  ~^\dy  -\-  C,     wobei     v  =  /iV/(:r,  y)dx. 

[§  71,  Gl.  (4a.),  (15.)  und  (16.)] 


1 
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176.)     du  =  F{x,  y,  z)dx  +  G{x,  y,  z)dy  +  Hix^  y,  z)dz 

ist  ein  vollständiges  Differential,  wenn 

dF_dG     öFdH     dGöH 

dy  ~~  dx      dz  ~~  dx       dz  ~~  dy 

ist.    Man  erhält  dann 

,    /?-__      dv      dto\  -     ,   ^ 

wobei 

•0  =  JFdx,     w  =J[G  —  ^Jdy. 

[§  73,  Gl.  (4a.),  (8.),  (17.1,  (22.)  und  (23.)] 

177.)  Die  Differential  -  Gleichung  erster  Ordnung 

kann  integrirt  werden  durch  die  Eeihe 

y  =/H  =/(«)  H--^  i^-a)  +  -^  {X  ~-af  +  --- 

wobei  f{a)  =  b  eine  ganz  beliebige  Grösse  ist.    Die  Coefficienten 
findet  man  für  a:  =  a  aus  den  Gleichungen 
f'{x)  —  (f{x,  y), 

es  wird  also 

f\a)  =  <p{a,  b),    f"{a)  =  tp\a,  b),    f'Xa)  =  cp"{a,  b), . . .  . 

[§  76,  Gl.  (17.)  bis  (22.)] 

178.)  Die  simultanen  Differential -Gleichungen  erster  Ordnung 

du         ,  .     dz  ,  , 

-£=:^{x,y,z),    ^=^^(^'2/.  ^) 

können  integrirt  werden  durch  die  Reihen 

V  =.m  =/(«)  +-^  (^  - «)  +-^'  (^  -«)'  +  ••  •. 
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wobei  f{a)  =  b  und  g{a)  =  c  ganz  beliebige  Grössen  sind.  Die 
Coefficienten  findet  man  im-  x  =  a,  y  =  b,  z  =  c  aus  den  Glei- 
chungen 

fix)  =  <f{x,  y,  z\ 

^   ^^^  -  dx^  dydx^  dz  dx-f"  ^^'  ^'  "^'^ 

g'{x)  =  ip{x,  y,  z), 
,,,  ,        dip       dxpdu   ^    dtp  dz  ^,  - 

es  wird  also 

/'(a)  =  9(a,  ^,  c),    /"(a)  =  <f'{a,  b,  c),    f"\a)  =  cp"{a,  b,  c), .  .  . 

g'{a)  =  ip{a,b,c),     y"{a)  =  ip'{a,b,  c),     g"\a)  =  ip"{a,b,c\  . . . 

[§  76,  Gl.  (31.),  (37.)  bis  (46.)] 

179.)  Die  m  simultanen  Dififerential-Gleichungen  erster  Ordnung 
-^=:(fi{x,  y,,  y2,...y,n), 
dy-i  (  s 


-^  =^q>,n{x\  yi,y2,...ym) 
können  integrirt  werden  durch  die  Reihen 

y„  =f^(a:)  =Ma)  +-^  (:.  -  a)  +-^^  (.:  -  af  + 

WO  (Ji  =  1,2, ..  .m  zu  setzen  ist,  und  wo 

/i(a)  =  bi,    /^{a)  =  b.2,    f„ia)  =  b„, 
noch  ganz  beliebige  Grössen  sind.    Dabei  ist 
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f^{x)  =  tfa{x\    2/1,  2/2,  ••  .  2/m), 

—  (f'a(x;   Vi,  1/2,  . .  .ym\ 
/-    i^;  -    ö^    "^   öy,   f/.r  '^  dy.  dx'^"  "^  dy,n   dx 

=  (fi"a{x;  yi,y-2,-.-ym), 


also 

fa{a)  =  ^ß(a;  bi,  b,,  . . .  b,»}, 
fa"{a)  =  (fa{a\  Z»i,  ^»2,  .  .  .  6,„), 

fa"{a)  =  (fa"{a\    ^,,  Z»2,  .  •  .  *m), 

[§  76,  Gl.  (53.)  bis  (59.)] 

180.)  Die  Differential  -  Gleichung  w^ß'"  Ordnung 


c/a:" 


__      /  </?/      d:^y  d"'~^y\ 

-'fX^y^dx'    di^'"'dx"^0 


kann  integrirt  werden  durch  die  Reihe 

y  =m  =/(«)  +-Tr^  (^  - «)  +^-^  (^  -«)'-  +  •••, 

wobei 

/(«)  =  b,    f'ia)  =  ^1 ,  .  .  ./(»'-•)(«)  =  ö„._, 

ganz  beliebige  Grössen  sind.     Die  höheren  Ableitungen  findet 
man  aus  den  Gleichungen 

/('")(«)  =  y(a;  b,bi,...b^_,),  l 

ß>"+^){a)  =  <p\a-  b,b„...b^^,). 


[§  76,  Gl.  (63.)  bis  (GS.)] 

181.)  Sind  M{x ,  y)  =^  XiYt ,  N{x,y)  =  XoYo,  wo  Xi  und  X, 
Functionen  der  einzigen  Veränderlichen  x,  Yi  und  Y^  Functionen 
der  einzigen  Veränderlichen  y  sind,  so  kann  die  Differential- 
Gleichung  erster  Ordnung 

M{x,  y)dx  +  N[x,  y)dy  =  0 
durch  Trennung  der   Variabein  auf  die  Form 
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^^  dx  +  ^  dl/  =  0 
gebracht  und  ohne  Weiteres  integrum  werden. 

[§  78,  Gl.  (2a.)  bis  (7.)] 

182.)  Sind  M{x,y)  und  N{x,y)  homogene  Functionen  m>^'^ 
Grades ,  so  führt  die  Substitution  y  ^=  zz,  oder  x=:yz  in  der 
Differential  -  Gleichung 

M{x,  y)dx  +  N{x^  y)dy  =  0 

zur  Trennung  der  Variabein. 

•  [§  79,  Gl.  (1.)  bis  (9.)] 

183.)  Die  lineare  Differential -Gleichung  erster  Ordnung 

^  +  y  •./(^)  =  fp{^) 

wird  integi'irt 

a)  nach  BemoulU,  indem  man  y  =  uz  setzt  und  ii  so  be- 
stimmt, dass  in  der  dadurch  sich  ergebenden  Differential -Glei- 
chung der  Factor  von  z  verschwindet; 

b)  nach  Lagrange  durch  Variation  der  Constanten,  indem 
man  bei  dem  Integral  der  linearen,  homogeneti  Differential-Glei- 
chung 

|  +  y./(.)  =  o 

die  Integrations  -  Constante  als  eine  Function  von  x  betrachtet; 

c)  durch  den  integrir enden  Factor 

ip{x)  =  e"^  . 

Durch  jede  dieser  drei  Methoden  findet  man 

-//(^)dxr  r  fj(^)dx  - 

y  =  e  "^  l(f{x) .  e-^  dx  -\-  C 

[§  81,  Gl.  (9.),  (37.)  und  (70.)] 

184.)  Ebenso  kann  man  die  Differential -Gleichung 

^  +  y  .f{x)  =  y-  .  (fix) 

integriren,  indem  man  y  =^uz  setzt  und  u  so  bestimmt,  dass  in 
der  sich  daraus  ergebenden  Differential -Gleichung  der  Factor 
von  z  verschwindet.  [§  82,  Gl.  (l.)  bis  (12.)] 


Tabelle  der  wichtigsten  Formeln.  609 

185.)  Die  Fimction  v  heisst  ein  integrir ender  Factor  der  Diffe- 
rential-Gleichung 

Mdx  +  Ndy  =  0, 
wenn    o{Mdz  +  Ndy)    ein    vollständiges   Differential  ist.      Die 
nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür  ist 
do  dv  _    fdN      dM\ 

dy       ^   dz  ~    \dx        dy ) 

[§  85,  Gl.  (1.;] 

186.)  Ist  ^^ ^e- J  eine  Function  der  einzigen  Veränder- 

'         N\dz        dy  / 

liehen  x,  so  ist  der  integrirende  Factor 

gleichfalls  eine  Function  der  einzigen  Veränderlichen  x. 

[§  85,  Gl.  (4.)] 

187.)  Ist  ~»i(-ä~ — fl~)  eine  Function  der  einzigen  Veränder- 
lichen y,  so  ist  der  integrirende  Factor 

gleichfalls  eine  Function  der  einzigen  Veränderlichen  y. 

[§  85,  Gl.  (14.)] 

188.)  Ist  — ^ AT  v"/9 ~ß~}  ^^^^   Function   der   einzigen 

Veränderlichen  z  =  zy,  so  ist  der  integrirende  Factor 

gleichfalls  eine  Function  der  einzigen  Veränderlichen  z. 

[§  85,  Gl.  f25.)l 

a;2  /öiV       dM\  .     . 

189.)  Ist  — ^ ^[^ ^^]  eine  Function  der  einzigen 

^  zM  +  yN  \dz         dy  J 

Veränderlichen  2  =  -  j  so  ist  der  integiirende  Factor 
z 

gleichfalls  eine  Function  der  einzigen  Veränderlichen  z. 

[§  85,  Gl.  (39.)] 
Kiepert,  Integral  -  Eeclmung.  39 
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190.)  Ist      ir, T^(-^s zr^  )  eine  Function   der    einzigen 

'  yM     -  xN  \dx        oy  /  ^ 

Veränderlichen  z  ^  x-  +  y\  so  ist  der  integrirende  Factor 


A6x    bn\ 


2{yit—xN) 

gleichfalls  eine  Function  der  einzigen  Veränderlichen  z. 

[§  85,  Gl.  (52.)] 

191.)  Bezeiclmet  man  ^^  der  Kürze  wegen  mit  «.  so  -«ird  die 
dx 

Integration  der  Dilferential-Grleichimg 

x  =  (fip) 
durch  die  Ermittelung  von 

ausgeführt.  |§  ö7,  Gl.  (2.)  und  (ö.)| 

192.)  Die  Integration  der  Differential  -  Gleichung 

y  =  (fip) 
wird  durch  die  Ermittelung  von 

r(i>\p)dp 


-ß 


+  6' 


P 
ausgeführt.  [§  87,  Gl.  (15.)  und  (18."); 

193.)  Die  Integi^ation  der  Differential  -  Grleichung 

^  =./'(yj  P) 
wii'd  auf  die  Integration  der  Differential -Gleichung 

zurückgeführt.  |§  87,  Gl   (29.)  und  (3U.)| 

194.)  Die  Integration  der  Differential  -  Gleichung 

y  ^'fi^,  P) 
wird  auf  die  Integration  der  Differential -Gleichung 

zurückgefühi-t.  L§  87,  Gl.  (4U.)  und  (41.)] 

194a.)  So  kann  man  z.  B.  die  Differential  -  Gleichung 

y^T.fip)  +(f{p) 
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auf  die  Integration  der  linearen  Differential-  Gleichung    ersier 
Ordnung 

ziuiickführen.  [§  87,  Gl.  (43.)  und  (45.)] 

195.)  xA.us  der  allgemeinen  Lösung 

G{x,  y,  C)  =  0 
einer    Differential- Gleichung    tindet    man    die   singulare   durch 
Elimination  von  C  aus  den  beiden  Gleichungen 

[§  88,  Gl.  (_:],)  und  ((J.)J 

196.)    Die    Differential  -  Gleichung   der   isogonalen    Trajectorien, 
welche  die  sämmtlichen  Curven  der  Curvenschaar 

Fix,  y,  u)  =  0 
unter  dem  constanten  Winkel   'h  schneiden,    findet    man  diu-ch 
Elimination  von  u  aus  den  Gleichungen 

Fix,  y,  u)  =  0 
und 

( j; cos ^  —  i^2 süi  »)dx  +  (Fl sin ^  +  F^(LO^iy)dy  =  0. 

[§  90,  Gl.  (1.)  und  (8.)] 

197.)  Die  Differential  -  Gleichung  der  orthogonalen  Trajectorien, 
welche  die  sämmtlichen  Cm-ven  der  Curvenschaar 

F{x,  y,  u)  =  0 
unter  rechtem  Winkel  schneiden,  findet  mau  durch  Elimination 
von  u  aus  den  Gleichungen 

F{x,  y,  u)  =  0     und     —  F^dx  -\-  F^dy  =  0. 

[§  90,  Gl.  (11.)] 

198.)  Die  orthogonalen  Trajectorien  der  Curvenschaar 

Fix,  y,  u)  =f{x)  -f  g{y)  —  w  =  0 
genügen  der  Differential  -  Gleichung 

dx  dy 

TV)  ^'g^)'       ^^  ^^'  ^^-  ^^  "°^  ^'"'-^^ 

39* 
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199.)  Die  orthogonalen  Trajectorien  der  Ciirvensdiaar 

genügen  der  Differential -Gleichung 

f{x)dx  ^  g{y)dy 

n^)     9\y)  ■ 

[§  91,  Gl.  ((J7.)  und  (70.)] 

200.)  Die  orthogonalen  Trajectorien  der  Curvenscljaar 
F{r,  ff,  u)  =  0 

genügen  einer  Differential-Gleichung,  die  man  durch  Elimination 
von  u  aus  den  Gleichimgen 

i^(r,  9),  w)  =  0    und     ?^-?^-r^-^=0 
^     ^'    -^  d(fi       or  dr 

findet.  [§  91,  Gl.  (7ö.)  und  (83.)] 

201.)  Die  orthogonalen  Trajectorien  der  Curvenschaar 

F{r,  (f,  u)  =f{r)  +  g{(p)  -  w  =  0 
genügen  der  Differential -Gleichung 
dr  dcp 

rKf\r)  ^^)'   ^^  ^^'  ^^-  ^^"^^-^  "^^  ^^'^^^•^^ 
202.)  Die  orthogonalen  Trajectorien  der  Curvenschaar 

genügen  der  Differential -Gleichung 

f(r)dr    ^g{(p)d(f 
r'-fXr)         g'{<p)    ' 

[§  91,  Gl.  (1U4.)  und  (105a.)] 

203.)  Das  allgemeine  Integral  der  Differential -Gleichung  m^^"^ 
Ordnung 

d"'y 


&»=^(^^ 


kann  auf  die  Form 


(w  —  l)!y  (w — 1)'       {ni — 2); 

gebracht  werden.  [§  93,  Gl.  (i.)  und  (33.)] 
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204.)  Das  allg-enieine  Integral  der  Differential- Gleichung 
findet  man  durch  Elimination  von  p  aus  den  Gleichungen 

[§  94,  Gl.  (1.),  (3.)  und  (5.)] 

205.)  Das  allgemeine  Integral  der  Differential -Gleichung 
findet  man  durch  Elimination  von  q  aus  den  Gleichungen 

.  =  /Mp_  +  c,   und  y=yM?Mi>^  +  e,. 

[§  94,  Gl.  (23.)  und  (2(J.)J 

206.)  Das  allgemeine  Integi^al  der  Differential  -  Gleichung 

<Py 

ist 

dy 


..-m 


■^=/7^ 


+  Co. 


\%  95,  Gl.  (1.)  und  (7.)] 

207.)  Die  Differential  -  Gleichung 

d3?       a^ 
hat  die  Lösung 

X  X 

y  =  A  .  e"  -\-  B  .  e~  " .  [§  95,  Gl.  (8.)  und  (18.)] 

208.)  Die  Differential -Gleichung 

dx-  a- 

hat  die  Lösung 

y  =  ^sm0)+ficos0). 

[§  95,  Gl.  (19.)   und  (2»;.)] 
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209.)  Das  allgemeine  Integral  der  Differential  -  Gleichung 

dhz  d'"-'^y 

^,=f{u),      WO      -^=^^' 

rindet  man,  indem  man  die  Gleichung 


X=   zt   i  ■  —  +    Co 


+  2ff{u)du 
nach   u  auflöst  und  das  in  Formel  Nr.  203    angegebene  Ver- 


fahren  anwendet. 

[§  95,  Gl.  (29.),  (33.)  und  (34.)] 

210.)  Die  Differential -Gleichung 

/      d»y     d^-^^y 
V      dx''     dx^^' 

d"'y\ 

•  •  T-    )  =  Ü 
dx'"/ 

reducü't  sich  auf  die  Form 

_/          du     d'^u 

d"'-"u\ 
dx'—»)~' 

wenn  man  —^  mit  u  bezeichnet. 

[§  9(i,  Gl.  (1.)  bis  (3.)] 

211.)  Die  Ordnung  der  Differential -Gleichung 
/      dy     dhj  d"'y\ 

^v^'^'  d^^''"dx''0~ 

wird  um  eine  Einheit  erniedrigt ,  wenn  man  -f  =P   setzt  und 

y  zui'  unabhängigen  Veränderlichen  macht.  [§  9G,  Gl.  (lu.)  bis  (13.)] 
212.)  Die  Ordnung  der  Differential  -  Gleichmig 

f(x    y    ^,  '^y,...'^"A  =  0 
\  '  -^^  dx     dx^  dx'"/ 

wii'd  um  eine  Einheit  erniedrigt,  wenn  die  Gleichung  in  Bezug 
auf  die  Grössen  y,  -j 
dmch  die  Gleichung 


auf  die  Grössen  y,  -,  >  t^  '  •  •  •  j-„  homogen   ist ,   indem    man 
dx    dx~  dx'" 


dy 

u  als  abhängige  Veränderliche  einführt.  [§  9«,  Gl.  (TG.)  bis  (8L)] 
213.)  Das  allgemeine  Integral  der  homogenen  linearen  Diffe- 
rential-Gleichung 
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in  welcher  die  Coefficienten /i,  ./i,  •  •  -fm  constante  Grössen  sind, 
ist 

wobei  ri,  ro, . . .  r„,  die  Wurzeln  der  Gleichung- 

F(u)  =  li'"  +/",«'«-» +/2M'"-'  +  •  •  •  +/r,.-i?^  +/;« =  0 

sind,  vorausgesetzt,  dass  ri,  ^2, . . .  r„,  sämmtlich  von  einander 
verschieden  sind.  [§  90,  Gl.  (i.),  (lö.)  und  (I7.)j 

2U.)  Ist 

so  kann  man  C\ .  e'"i-^  +  C\  .  e''-"^  ersetzen  dm^ch 

e''^'[Aco&(bT)  +  i?  sin  (5a:)]. 

[§  98,  Gl.  (26.)  bis  (28.)1 

215.)  Sind   unter    den   Wurzeln   vi,  r2,...  r,„    der    Gleichung- 
F(u)  =  0  gleiche  vorhanden,  ist  z.  B. 

7i  =  r^  =  ■  ■  ■  =  Ta, 
so  giebt  Formel  Nr.  213  nicht  mehr  das  allgemeine  Integral; 
dieses  hat  in  diesem  Falle  vielmehr  die  Form 

y  =  ( C,  +  C.x  -^C^x'-  + \-  CaX"'-')e'-^^  +  6'„+i  .  e'a+i^  + 

•  •  •  +  0,„.  e'm=^. 
[§  98,  Gl   (M.),  (51.)  und  (Gl.)] 

216.)  Das   allgemeine  Integral   der   nicht   homogenen   linearen 
Diiferential-  Gleichung 

ist ,  wenn  die  Wurzeln  der  Gleichung  F{u)  =  0  sämmtlich  von 
einander  verschieden  sind, 

+ H  Ew— X  [<^».  +  /y(0  •  e-'m^dt].        [§  99,  Gl.  (1.)  und  (23.)] 

217.)  Ist  yi  ein  particuläres  Integral  der  homogenen  Diiferential- 
Gleichung 
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so  lässt  sich  die  nicht  homogene  Ditferential- Gleichung 

J5  +-^'(")  ^^ + ■  •  •  +^»-'W  %  +>■"(■")  ■  y  =  ^(^) 

durch  die  Substitution 

y  =zy^{  judx  +  ^),     oder    w  =  —  f  -^  j 

auf  eine  nicht  homogene  Differential- Gleichung  (m  —  1)*^"^  Ord- 
nung von  der  Form 

ziu'ückf Uhren.  [§  99,  GL  (36.)  bis  (43.)] 

218.)  Sind  n  particuläre  Integrale  yi,  ^2,  •  • .  y«  der  homogenen 
Differential  -  Gleichung 

bekannt,  so  lässt  sich  die  nicht  homogene  Differential -Gleichung 

auf  eine  andere  nicht  homogene  Differential-Gleichung  {m  —  n)^^^ 
Ordnung  von  der  Form 

zurückführen,  wobei 

y  =  Ciyi  -\-  C^yo  -]-•••+  Cr,yn 
und 

C'i  =jcdx  +  ^4i ,       62  =ßfi{x)  .vdx  -\-  J2,-  '■ 

C'n  =/(fn-lix)  ■  Vdx  +   ^„. 

Die   Functionen   (fi{x),  (f^{x),  ...(f„-i{x)   sind   durch   die 
Gleichungen 
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dCy     ,        dC')    ,  dC'n 

dyi  dCj        dy^  dC^  a_^  ^^  _  n 

dx     dx         dx     dx  dx    dx  ' 


r/"-Vi  dC^       d^-'-y^  1?^   ,    .  .      ,  ^^^J»  '^^  ^  0 

oder 

f/C'2  ,  ,     (/Ci     dC3  ,  -     f/Ci  r/(7„  ,  ,    dCi 

^  ==  ^'^^^     -lüc'Hx=  '^^(^^  •  -^'  •  •  •  ^  =  ^'"-^  ^-"^  •  "c^ 

erklärt.  [§  99,  «Gl.  (52.)  bis  (66.)]; 


\> 
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